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. PREFAZIONE 



Alla prima edizione del presente • scritto ^^) io preludeva 
colle parole seguenti: 

« Àprfts bIx mille annéei d*ob8erT»tioiu Taeprit 
hnmalii n'ett pas éj/nM ; il elieitlie «t il trooTe en* 
core à fin qnMl oomuisee qa*n peat iroaTer à IMn- 
fini et qne U Mole pereaM pont donaer dee beraee 
à eee eonnaleeanoee et à aee inventioiie ». 

BoeeuR. 

' I progressi della scienza in genere e della matematica 
in ispecie furono in questi ultimi tempi così considerevoli^ 
essi continuano a succedersi ancora in modo così rapido 
ed incessante, che si fa vivamente sentire il bisogno di 
gettare uno sguardo retrospettivo sul cammino già fatto, 
il quale permetta ai novizii di penetrare più facilmente 
nei misteri di essa, ai già provetti di giudicare con più 
sicurezza quali siano i problemi di cui è più urgente la 

soluzione. 

n desiderio di soddisfare questo bisogno per quanto 
riguarda la geometria, cioè per quanto concerne la parte 
più elevata delle nostre cognizioni positive — poiché, 
come disse Pascal, toiU ce qui passe la geometrie nous sur- 
passe — , mi spinse. a scrivere questa monografia storica. 
Possa quest^ abbozzo incompleto provocare uno scritto 



(1) Inserita nel T. 38, Il Serie, delle 'Memorie della R. Accademia delle 
Scienze di Torino, 1887. 
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degno dell'altezza del suo scopo; possa questa povera 
cronaca precedere la storia della geometria nel nostro 
secolo! „ 

Aprile, 1887. 

Ho creduto conveniente riprodurre qui queste linee 
perchè esse bastano a designare gli intenti che ebbero e 
tuttora conservano le pagine che ora presento al pubblica 
matematico ** rinnovellato di novella fronda „ ; tali intenti 
sono — mi piace ripeterlo — da im lato quello di aiutare 
la ricerca bibliografica preliminare che deve precedere oggi 
qualunque fruttifera investigazione scientifica ed adunare 
alcuni materiali per la storia della geometria nel se- 
colo XIX, dall' altro quello di mostrare storicamente la 
legge di continuo sviluppo che governa i vari rami della 
geometria e di addurre innumerevoli esempi a sostegno 
di quel curioso fenomeno che un poeta di genio espresse 
tanto chiaramente colle parole: 

Combien de temps une pensée, 
Vierge obscure, attend son époux. 

Non è il caso di esporre per disteso i segreti motivi tìelle 
modificazioni (alcune radicali) che subì il mio antico la- 
* voro; d'altronde al lettore intelligente e dotto non isfiig- 
girà. che essi si compendiano nel desiderio di rendere questo 
quadro delle attuali condizioni della geometria più pros- 
simo al vero e meno indegno della festosa accoglienza 
che ebbe al suo primo apparire, in particolare di renderlo 
più utile,- precisando ed estendendo le notizie intomo alle 
più cospicue produzioni moderne. Spero non mi si im- 
puterà, come incoerenza la modificazione di certe opinioni 
giudizi che l'evoluzione incessante della scienzg, in questi 
ultimi nove anni rende oggi inaccettabili. Così jni lusingo 
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che non mi verrà fatto addebito di avere mantenuto il 
mio antico sistema di sopprimere tutti i particolari in- 
tomo alle persone di cui mi occupo^ sistema inevitabile 
in una storia, qual^è Tattuale, non di uomini ma di idee; 
tuttavia, neirintento di aiutare il lettore bramoso di co- 
noscere assieme alla geometria i geometri, ebbi cura di 
fer menzione, nei luoghi che mi parvero più opportuni, gli 
scritti biografici capaci di istruirlo. 

Ritengo eziandio per superfluo il descrivere qui le enormi 
difficoltèi che si oppongono a che un lavoro come quello 
che or congedo per le stampe si avvicini a quella sognata 
perfezione che è stimolo e tormento- di ogni scrittore ; 
lo sviluppo preso in questo scorcio di secolo dalla geo- 
metria è di proporzioni talmente colossali da incutere 
terrore in chi voglia dei risultati conseguiti delineare 
i contomi e valutare Tessenza: valga questa conside- 
razione a farmi perdonare le involontarie ommissioni, 
gli apprezzamenti certamente non sempre inconfutabili, 
la distribuzione della materia che per fermo non tutti 
troveranno commendevole. 

Sicuro di essermi sforzato con ogni mia possa di acco- 
starmi all'ideale dello storico imparziale e fedele, con 
animo sereno io abbandono una nuova volta questo libro 
nelle mani de' suoi giudici naturali, soltanto augurando 
che almeno gli intendimenti dell' autore siano così bene 
compresi e tanto rettamente apprezzati che fra non molto 
la letteratura matematica^nnoveri dei lavori congeneri, 
ma assai migliori, sulle altre scienze esatte. H primo 
anello di questa aurea collana a venire doveva essere 
riserbata alla geometria, e spettava all'Italia il fonderlo, 
all'Italia dove la geometria per la prima volta assurse 
a dignità di scienza per merito di Pitagora, all'Italia che 
da un mezzo secolo a questa parte contribuisce così pos- 



sentemente al progredire della sciensa deirestensione, da 
essere considerata oggi come aqnilifera della geometria 
pura. 

Un sentimento di riconoscenza profonda m^ impone di 
esprimere qui i miei ringraziamenti più vivi al professore 
G. Yivantiy dell' Universitò. di Messina, che con ammira- 
bile abnegazione volle feire a mio vantaggio la parte di 
Cireneo nell'ingrato compito della correzione delle bozze, 
ed al sig. Clausen, il quale affirontò coraggiosamente ogni 
stu^rificio pur di rendere questa edizione degna dell'alta 
fama della sua casa. 

Aprile, 1896. 
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Brit, Aes. = Reports of the Meeting of the Brìtish Association for the Ad- 

yancement of Science. 
BuU, Bone. «=: Bullettino di bibliografia e di storia delle scienze matema- 
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BuU. Se. Math. ■» Bulletin des Sciences mathématiques {sino al 1884 et 

astronomiquds). 
BuU. 8, M, F, a> Bulletin de la Sedete mathématique de Franoe. 
BuU, Soc. phU. ss Bulletin de la Société philomatique de Paris. 
C. B. s= Comptes rendus hebdomadaires des séances de TAcadémie des 

Sciences (Paris). 



— Xll — 

Cambridge Joum, =» Cambridge and Dublin mathematical Journal. 
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Edinburgh Trans, = Transactions of the R. Society of Edinburgh. 
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OòUing, Nachr, = Nachrichten id. 
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Hopkins Ciro, = John Hopkins University Circulars. 

Joum, de McUh, sa Journal de Mathématiques purea et appliquées. 
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Irish Proc, »» Proceedings of the Royal Irish Academy (Dublin). 
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Monatsheftee= ìionMhefte fìlr Mathematik und Physik. 

MUnchener Abh, = Abhandlungen der Egl. Bayerischen Akademie der Wis- 
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NapoU Bend, =» Rendiconto, Id. 
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Palermo Bend, = Rendiconti del Circolo matematico di Palermo. , 
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Proc. B. 8. = Proceedings of the Royal Society of London. 
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Prager Ber. =» Sitzungsberichte id. 

J^oe. L. M. 8. = Proceedings of the London Mathematical Society. 
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Quart. Jùum. => Quarterly Journal of pure and applied Mathematics. 
Bend. let. Lomb. = Rendiconti del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere. 
Biv. di Mot. =s Rivista' di Matematica diretta da G. Peano. « 
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dlingar. Stockholm. ^ 

Tidsskr. «a Tidsskrift for Mathematik. 

Torino Atti => Atti dell'Accademia reale delle Scienze di Torino. 
Torino Mem. s= Memorie, Id. 

Tortólini Ann. = Annali delle Scienze matematiche e fisiche. 
Tofdouse Ann. = Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse pour les 

Sciences mathématiques et les sciences physiques. 
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EUkco delle àbòreviasnoni adoperate per designare le Collezioni di lavori scien- 
tifici pia spesso citate. — Big. zi. 

CAPITOLO I. 
» 
'Sguardo alle origini ed allo STilnppo della geometria 

8in Terso il 1850. — Fiag. 1. 

Introduzione. 1. Etruschi, Cinesi, Babilonesi. 2. La matematica presso gli 
antichi Egiziani 8. La geometria greca pre-euclidea. 4. Il periodo aureo 
della geometria greca: Euclide, Archimede, Apollonio. 5. Erone e Tolomeo. 
Il perìodo argenteo della geometrìa greca. 6. L'epoca Romana. Il Medio 
Evo. Oli Arabi. 7. Il Rinascimento. 8. Mydorge, Pascal, Desargues. 9. La 
geometria analitica: Descartes e Format; loro immediati seguaci. 10. Il 
calcolo infinitesimale e le applicazioni di esso alla geometrìa. Digressione 
intomo alle opere di divinazione, in particolare alla Scuola napolitana che 
ebbe a duce Nicola Pergola. 11. Nuove applicazioni geometrìche dell'ana- 
lisi infinitesimale. La geometrìa analitica a tre coordinate : Eulero, Clairaut, 
Monge. 12. Risorgimento della geometrìa pura. 18. Digressione sopra i 
* poligoni di Poncelet ^, 14. Chasles. Risveglio dei geometri tedeschi. 
15. MObius, Steiner, Staudt, PlUcker. 

CAPITOLO n. 
Teoria deUe eurfo piane algebriche* — Fiag, 37. 

1. Orìgine della teorìa generale delle curve piane; primi teoremi gene- 
rali. 2. Proprìetà hietrìche delle curve piatae. 8. Investigazioni prelimi- 
nari intomo alle loro singolarità. 4. Prime esposizioni metodiche della 
teoria delle curve piane: Eulero e Cramer. 5. Lamé e Plùcker. 6. Le 
singolarità superiori delle "curve piane algebriche. 7. Ulteriore sviluppo 
della teoria analitica. Applicazioni della teoria delle forme algebriche. 
8. Applicazioni delle funzioni trascendenti alla geometria. La teoria delle 
funzioni algebriche. 9. Sistemi linearì di curve piane. Qeneralizzazione 
della teoria delle polari. 10. Trattazione sintetica della teorìa deUe curve 
piane algebrìche. 11. Qeneralità intomo alle indagini sopra curve spe- 
ciali. Curve di terz'ordine generali: Prìme rìcerche su di esse; vari modi 



— XVI — 



di generazione ; tangenti di flesso ed altre linee aventi con una cubica piana 
dei contatti speciali; ricerche puramente sintetiche; altre ricerche di vario 
genere; applicazione delle funzioni uniformi a due periodi; teoria delld forme 
ternarie cubiche. Curve di terz'ordine particolari: Le cubiche razionali; le 
cubiche metricamente specializzate. 12. Curve di quart'ardine generali : itui- 
genti doppie e tangenti di flesso; altre proprietà comuni a tutte le quar- 
tiche piane. Curve di quarf ordine particolari: qnajcììche di genere àne; quar- 
tiche di genere uno; quartiche razionali ; quartiche bicircolari; Tipocicloide 
tricuspide. 18. Cenni intorno allò «curve di quint*ordine. Le curve piane 
razionali. 14. Le curve piane ellittiche ^e le iperellittiche. 15. Altre cate- 
gorie speciali di curve. piane. 



CAPITOLO m. 

Teoria delle superficie algebriche* — Pag, 82. 

1. Origine della teoria delle superficie : Eulero. Biforcazione di tale teoria. 
I trattati di Salmon, Cremona e Clebsch-Lindemann. 2. Teoremi generali • 
sulle superfìcie algebriche. Ricerche sui loro punti singolari. 8. Generi e 
moduli di una superficie. 4. Piani e rette tangenti notevoli di jjna super- 
ficie. Contatti di due superficie. 5. Varie generazioni e costruzioni. Teoria 
delle polari e sua generalizzazione. Proprietà metriche delle superficie. 
Sistemi di superficie. 6. Superficie di ordine determinato. Superficie di 
second* ordine: Primordi della teoria* Proprietà focali ed altre proprietà 
di misura. Hesse. Varie costruzioni delle quàdriche. Poligoni ad esse col- 
legati* Sistemi di quàdriche. Coni quadrici e quàdriche non degeneri me- 
tricamente specializzate. 7. Superficie di ters^orc^ine generali: Cayley, Salmon, 
Sylvester, Steiner, Grassmann. Varie generazioni e costruzioni di una super- 
ficie cubica. Pentaedro ed esaedro. Configurazione delle rette e dei piani 
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CAPITOLO I. 

Sguardo alle origini ed allo sviluppo della geometrìa 

sin verso il 1850. 



Tutte le fasi della coltura sono siffattamente coUegate fra 
loro, che si tenterebbe invano di studiare un ramo qualunque di 
storia, a partire da un'epoca determinata, senza . gettare uno 
sguardo su i tempi e gli avvenimenti anteriori (1). Se questo 
aforisma storico è difficilmente confutabile riguardo ad una qua- 
lunque delle scienze a noi note, sembra dotato di irrefragabile 
verità quando venga applicato ad una disciplina così conserva- 
trice com'è la matematica, la quale non distrugge i lavori dei 
periodi precedenti per costruire in luogo di essi dei nuovi edi- 
fici (2). Ragion vuole pertanto che noi, prima di addentrarci 
nel tema proprio dì questa storia, prima cioè di discorrere della 
geometria moderna, esaminiamo brevemente quali furoho le ori- 
gini e quali n gradi di sviluppo che attraversò la nostra scienza 
prima di raggiungere lo stato a partire dal quale ci proponiamo 
di studiarne minutamente lo svolgimento. 

1. Determinare e storicamente dimostrare l'origine prima 
delle ricerche geometriche è questione che invano tenterebbesi 
di risolvere (3), perchè nessun documento scritto ci fa. assistere 
al risveglio ed al primo balbettìo dello spirito umano. Le 
esperienze quotidiane di qualsia persona intelligente guidano in 
modo tanto naturale allk concezione delle forme geometriche 
più semplici ed alla contemplazione delle loro scambievoli rela- 



(1) Libri, Histoire des aciencea maihématiques en Italie, 1 (Parìa, 1888), p. 3. 

(2) Hankel, Die Entwichelung der Mathematik in den letzten Jahrhunderten 
(n Aufl., Tflbingen, 1886), p. 7., 

(8) Essa è trattata dal punto di vista psicologico nel I Libro àélVJSistoire 
des mathématiques delFEoefer (2* ed., Parìs, 1879); che noi citiamo a titolo 
di corìosità, non già per fare adesione alle idee ivi sostenute. 

LoBU, Jl panato •d il prtunU diUt prmeipah Uori§ géonttMehé, 1 
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zioni, che invano si tenterebbe di assegnare l'epoca in cui nacque 
la geometria e tanto meno d\ citare colui ai quale spetta il 
vanto di avere per primo coltivata tale nòbilissima disciplina. 
Le informazioni che a tal proposito ci tramandarono gli antichi 
sono tanto incerte, vaghe, e poco degne di fede, che, se non 
tenebre complete, certamente soltanto qualche po' di luce cre- 
puscolare sta innanzi a chi si propone di rendersi ragione del 
come e del perchè la geometria entrò a. far parte del campo 
d'indagine dei pensatori; anzi tale luce è così scarsa che sol- 
tanto {)ermette di peròepire i contomi di alcuni frammenti di 
maggior mole che si sottrassero all'ingiuria "del tempo. Quali 
siano e qual valore possiedano diremo ora brevemente, occu- 
pandoci successivamente dei vari popoli che nell'antichità più 
remota raggiunsero un grado di civiltà sufficiente da permet- 
tere lo studio della scienza pura. 

Non parleremo però degli Etruschi, in primo luogo perchè le 
notizie intomo al sapere* geometrico d'un popolo il cui linguaggio 
è tuttora un enigma pei filologi sono, se non nulle, certamente 
infinitesime, ed in secondo luogo perchè sembra accertato che 
essi esercitarono qualche influenza soltanto sui Romani, i quali 
da essi vennero avviati e diretti nelle ricerche geodetiche (cfr. piti 
innanzi, al n. 6). Se altrettanto faccianio per gl'Indiani è che, non 
potendosi con sicurezza determinare di dove scatuijscano le re- 
lative notizie che oggi abbiamo a nostra disposizione, non si è 
in diritto di parlare di una geometria indiana più antica epperò 
indipendente dalla geometria greca di cui fra poco ci occupe- 
remo (v. nn. segg.). In modo non dissimile ci comporteremo 
rispetto ai Cinesi,- perchè chi mai può farsi garante che le cogni- 
zioni geometriche (d'altronde assai esigue) da essi possedute 
non siano state importate dal di fuori e poi dichiarate come 
proprietà nazionale da un popolo la cui boria è tale che ancor 
oggi si vanta di essere pervenuto nell'antichità più remota a 
ritrovati a pui le altre nazioni arrivarono a mala pena in tempi 
a noi vicini? 

Il popolo che ebbe per propria sede le rive del Tigri e del- 
l'Eufrate viene considerato come quello che prima d'ogni altro 
si dedicò all'aritmetica ed all'astronomia ; tuttavia anche fra gli 
Assiri ed i Babilonesi si possono rintracciare delle cognizioni 
di geometria, scienza verso cui essi si sentivano spinti dalla 
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speranza di poterla applicare a trarre i presagi dell'avvenire; 
ed è forse dal loro affaticarsi intorno alla geonuinzia che essi 
furono guidati a considerare, come fecero, parallele, triangoli e 
quadrangoli, a cercare dei metodi per costruire in pralica degli 
angoli retti, a dividere la periferia d'un cerchio in 6 e in 360 
parti eguali, a determinare un valore approssimato del rapporto 
della circonferenza al diametro. 

d. Importanza di gran lunga maggiore del popolo teste con- 
siderato ha per noi quello che ebbe stanza sulle rive del Nilo, 
giacche i Greci, che sono senza dubbio da considerarsi per i 
nostri progenitori scientifici, si dichiaravano, ed èrano infatti^ 
ad esso debitori del suolo sul quale eressero il loro edificio 
geometrico. 

Erodoto, che viaggiò in Egitto verso il 460 a. €., assevera 
che la geometria ebbe orìgine in quel paese allorquando il re 
Sesostri divise in parti eguali fra i suoi sudditi tutto il terreno 
coltivabile che si trovava nel suo regno; aggiunge che una 
spinta potentissima ad occuparsi di geometria proveniva agli 
Egiziani dalla necessità di ripristinare ogni anno le linee di 
confine fra le varie proprietà che il Nilo cancellava durante le 
periodiche sue inondazioni. Ninna meraviglia adunque deve 
recare se d'altronde Isocrate, verso il 393 a. C, accertava che 
lo studio della geometria veniva raccomandato ai giovani Egi- 
ziani. In senso non dissimile si esprimono Platone ed Aristotele, 
Diodoro Sibulo ed Erone Alessandrino, Strabene e Democrito; 
anzi quest'ultimo per dimostrare la propria abilità geometrica 
non trova di meglio che asserire: '^ nel costruire delle linee 
mediante conseguenze tratte dalle ipotesi, nessuno mi ha sor- 
passato, nemmeno i cosidetti àpncòovdiTTai degli Egiziani „ ; chi 
fossero questi " arpedonatti „ non si sa con assoluta certezza, 
ma però a noi sembra dotata di molta verosimiglianza l'ipotesi 
di M. Cantor (1), secondo cui il loro nome (tenditori di corde) 
derive^bbe dall'essere stato loro principale ufficio quello di 
costruire in pratica degli angoli retti foggiando a triangolo ret- 



(1) Vorlesungen Qber Oeschiehte der MatKy I (Leipzig, 1* ed., 1880, p. 55, 
£•, 1894, p. 64). 
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tangolo una corda divisa in tre parti lunghe rìsp. 3, 4 e 5 
unità lineari. 

L'origine pratica assegnata alla geometria da Erodoto, la 
speciale operazione affidata agli ^ arpedonatti „ e l'esistenza in 
Egitto di opere architettoniche ed idrauliche colossali ed ammi- 
rande, fanno pensare che la geometria degli Egiziani avesse 
una spiccata tendenza verso le applicazioni, e questo sospetto 
si rafforza esaminando un importantissimo documento scritto che 
noi possediamo intomo alla matematica di quel popolo. Allu- 
diamo al Manuale del CalcolcUore conservatoci nell'omai celebre 
Papiro Bhind, scrìtto da un tal Ahmes diciassette o venti secoli 
a. G. (1). Sventuratamente questo scritto, montre offre una 
larga messe di notizie intomo agli antichi procedimenti di 
calcolo , dà scarse informazioni intomo alle cognizioni geome- 
triche che avevano gli abitanti della terra dei Faraoni, giacché 
ivi la geometrìa non è trattata ex-professo, ma al contrario 
certe regole che essa insegna per valutare delle superficie e 
dei volumi vengono tacitamente applicate nell'intento di illu- 
strare i procedimenti aritmetici. Nel Manuale citato si trovano 
quindi soltanto alcune tracce di geometrìa di misura, sul va- 
lore delle quali non v'è accordo perfetto fra i vari storìci (2) ; 
così è ben vero che sembra indiscutibile gli Egiziani sapessero 
calcolare l'area d'un quadrato, ma non è sicuro sapessero fare 
altrettanto per un rettangolo, ed è ancora più dubbio se essi 
fossero in grado di misurare con esattezza l'area d'un triangolo o 
d'un trapezio ; inoltre essi eguagliavano un cerchio tid un qua- 
drato avente per lato % del diametro, il che vai quanto assu- 
mere TT=(^%)* = 3,1604, valore abbastanza approssimato. Quanto 
alle regole con cui essi misuravano la capacità di certi granai, è 
impossibile giudicarle, non esseudo dichiarata la forma di questi ; 
giova però espressamente rìlevare come certi problemi concementi 
le piramidi fossero da essi sciolti con un calcolo speciale presu- 
mibilmente analogo a quello che oggi noi eseguiremmo valendoci 



a- 



(1) A. Eisenlohr. Ein tndtkematiaches Handbuch der alten Aegypter (Leipzig, 
!• Aufl., 1877, 2« Aufl., 1891). 

(2) Ofr. oltre alle opere già citate : E. e V. Revillout in Revru Bìgypiolo- 
ffique, 2, 1881 , pp. 304-814 e Em. Weyr, Ueber die Geometrie der alien 
Aegypter (Wien, 1884). 
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delle nozioni di seno e di tangente d'un angolo (1). Si vede dunque 
che la geometria degli antichi Egiziani offre parecchi punti 
oscuri, a chiarire i quali bisognerebbe ricorrere ad altri docu- 
menti, ma questi o sono tuttora sconosciuti o non vennero 
ancora decifrati (2); intanto, cioè sino a che non siasi dimo- 
strato che gli Egiziani sapessero dar ragione delle regole geo-w 
metriche applicate da Ahmes, ci crediamo autorizzati a negare 
alla collezione di cognizioni geometriche che essi possedevano 
il carattere di vera scienza. 

3. Tale conclusione ha importanza specialmente perchè (tenendo 
conto anche di quanto dicemmo nel n. 1) ci esonera dal trat- 
tare la questione che consiste nel determinare quali e quanti 
elementi esotici si trovino nella geometria greca (3); infatti, 
ammesso pure che i Babilonesi e gli Egiziani abbiano comu- 
nicato ai Greci tutto il loro sapere geometrico, questi non ne 
avrebbero in conseguenza ritratto che una somma di cogni- 
zioni assai esigua e certamente non lo stimolo alla ricerca ma- 
tematica; d'altronde ciò è confermato dall'unità di direzione 
nell'evoluzione di tutta la geometria greca, unità che sarebbe 
difficilmente spiegabile da chi la considerasse come un albero 
trapiantato da paesi stranieri. 

La persona per merito della quale in Grecia la lampada della 
scienza si accende ed agitata vampeggia è Talete Milesio (4); 
a lei siamo debitori del trasporto in Europa dei germi delle 
scienze esatte e dei primi tentativi di coltivarle; se a lui ed 
ai suoi seguaci (i componenti della ' Scuola jonica „) non si 
può far risalire alcuna capitale scoperta matematica, gli è che 
l'indiscutibile tendenza verso le ricerche fisiche che aveva 
Talete si accentua siffattamente ne' suoi discepoli e continuatori 
(Anassimandro ed Anassimene) che questi finiscono col porre in 



(1) M. Cantor, U^er den sogenannten Segt der alien Aegypter (Wiener Ber., 
90, 1884). 

(2) Cantor, Vorlesungen, 1 (2* ed.), p. 23. 

(8) Come è noto, la questione analoga per le altre discipline e special- 
mente per le filyofìche è estremamente controversa: cfr. Zeller, Die Philo- 
Sophie der Oriecnen (Leipzig). 

(4) Maggiori particolari sui geometri di cui tratta il presente n. (in ispecie 
le relative determinazioni cronologiche) si troveranno nella monografia 
deir autore: Le scienze esatte nell'antica Ch'edam libro I, / geometri greci 
precursori di Euclide (Mem. della R. Accademia di Modena, II, 10, 1898). 
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non cale le investigazioni di matematica pura: Talete e la scuola 
. jonica rappresentano dunque, a parer nostro, il bagliore ante- 

^' lucano precursore dell'alba della matematica greca. 

Ma, scomparsa la setta dei fisici Joni, appare un altro uomo 
e vengono gettate le basi d'un'altra scuola — Pitagora e la 
Scuola italica — .nella quale sembra ragionevole collocare le 
scaturigini del maestoso fiume delle investigazioni geometriche; 
• infatti in essa con l'assetto stabile' raggiunto dalla teoria dei 

rapporti e delle proporzioni, lo studio dei problemi di ^ appli- 
cazioni di aree „ e l'introduzione delle quantità irrazionali ven- 
gono approntati gli strumenti che vennero dipoi continuamente 
adoperati dai più eminenti fra i geometri antichi, ed ai quali 
deve sempre ricorrere chiunque intenda seguirne le tracce lu- 
minose. '' 
Lo sfacelo della comunità pitagorica non spegne l'entusiasmo 
per la matematica negli ammiratori e seguaci del filosofo di 
Samo, tanto vero che noi troviamo in Ippocrate da Chio ed 
Archita da Taranto, tardi discepoli di Pitagora, due strenui 
combattenti per la ricerca del vero geometrico. Né le altre 
sètte filosofiche che dapoi pullularono in Grecia rimasero indif- 
ierenti al progresso delle scienze esatte: lo dimostra quanto 
sappiamo intomo a Zenone e Democrito, ad Anassagora ed Ippia, 
a Platone ed Aristotele, ed alla falange di pensatori che da 
questi vennero istruiti o diretti. 

f Grazie al concorso di tanti elevati ingegni vengono gettate 

così solide basi dell'edificio geometrico che più d'uno giudica 
arrivato l'istante di organizzare in un corpo di dottrina i risul- 

^ tati delle investigazioni compiute; vengono inoltre studiati a 

fondo i tre famosi problemi della quadratura del circolo, della 
duplicazione del cubo e della trisezione dell'angolo, il che offre 
il destro (ad Archita, Eudosso da Guido e Dinostrato) di scoprire 
delle nuove importanti linee piane ed a doppia curvatura; sono 
di più scoperte e da Aristeo il Vecchio coordinate le proprietà 
e fatte svariate applicazioni di quelle curve che Meneemo sco- 
perse e Keplero doveva più tardi ravvisare per le traiettorie 
degli astri; finalmente il concetto di infinito fa timidamente il 
suo ingresso nella matematica, ove era destinato ad occupare 
più tardi una posizione di eccezionale importanza. Nello stesso 
tempo anche i metodi di ricerca e di esposizione delle verità 



• 
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geometriche vengono fatti oggetto di accurato studio : si arriva 
così al metodo di riduzione dovuto ad Ippocrate, al metodo ana- 
litico formulato da Platone, al metodo di esaustione così brillan- 
temente applicato da Eudosso. D'altra parte coli' introdurre il 
diorìsmo Le^ne segnala un importante complemento che esige 
la soluzione di qualsia problema, mentre col determinare le 
condizioni d'invertibilità' d'un teorema, Menecmo insegna un 
metodo fecondo per dedurre da una proposizione delle altre. Di 
piti la logica, che per tanti intimi legami è congiunta alla mate- 
matica, subisce potenti impulsi dalla dialettica, dalla sofistica 
e dall'insegnamento di Socrate; gioisce in conseguenza di così 
cospicui perfezionamenti che Aristotele crede giunto il momento 
di espome !• canoni fondamentali in .un'opera che rimase poi 
classica per lungo volgere di secoli. 

4. Da ciò emerge come tutto sembrava cospirare a che sor- 
gesse un periodo di singolare floridezza f^er la geometria, ed 
infatti esso non si fece attendere; esso cade nell'epoca greco- 
alessandrina e, se viene paragonato ai periodi che lo precedet- 
tero e lo seguirono, merita il nome di periodo aureo della geo- 
metria greca, 6on cui a noi piace di designarlo. Farne' un quadro 
comf^Ietamente fedele è impresa oggi ineseguibile (1), giacché 
soltanto alcuni pochi personaggi di quell'epoca possono venire ri- 
tratti con esattezza, di altri si percepisce soltanto qualche linea- 
mento, di altri ancora conosciamo l'esistenza ma non giungiamo 
a discemere le fattez2;.e ed il contegno. Tuttavia quanto ne sap- 
piamo ci abilita ad asserire, che al modo istesso che la filosofia 
greca nel periodo del suo più abbagliante splendore trovò in 
Socrate, Platone e Aristotele i suoi più cospicui rappresentanti, 
coG^ nel perìodo aureo della geometria greca spiccano giganteg- 
giando Euclide, Archimede ed Apollonio. Per merito del primo 
di questi geometri il mondo civile arriva in possesso d'una 
raccolta sapientemente ordinata delle proprietà più essenziali 
dell'estensioae figurata, raccolta che per secoli e secoli fu giu- 
dicata come un codice d' insuperabi^p valore e che tuttora 
impone ammirazione e rispetto anche in coloro che non fTe 



(1) Cfr. 6. Loria, Le scienze esaite nelV antica Ch'ecia, libro II, Il periodo 
aureo della geometria greca (Mem. della R. Accad. di Modena, II, 11, 1895). 
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accettano ciecamente le disposizioni ed i precetti. Il secondo — 
capostipite dei geometri italiani, organizzatore della geometria 
metrica superiore, precursore di Leibniz e Newton — ci si palesa 
di così meravigliosa fecondità nell'immaginare degli espedienti 
per risolvere, evitando con minuziosa cura l'intervento del con- 
cetto d'infinito, una pleiade di questioni che oggi si riguardano 
come di stretta pertinenza del calcolo infinitesimale, che lo studio 
di essi riempie oggi ancora di stupore ed induce melanconica- 
mente a domandarci se l'invenzione di metodi generali che tanto 
affaticò gli scienziati moderni non abbia per avventura ìjiaridita 
la fonte degli espedienti ingegnosi. Meno viva e spontanea sorge 
l'ammirazione in chi medita le opere di Apollonio, perchè noi 
siamo così immedesimati negli odierni procedimenti d'indagine, 
solleciti e generali, che ci riesce malagevole il renderci conto 
di quale ingente somma di lavoro esigesse il giungere al vero 
senza invocarne l'aiuto ; sicché a stento arriviamo a schermirci 
da un senso di sorpresa che indugia l'entusiasmo; ma ove ci si 
pervenga si arriva a giustificare coloro che giudicano Apollonio 
per la più grande mente geometrica che il mondo abbia veduto . 
prima di Steiner. 

Gli sforzi concordi, di questi tre sommi matematici , dei 
loro contemporanei o immediati successori (fra cui ricorderemo 
Ipsicle d'Alessandria, Diocle, Nicomede, Perseo e Zenodoro) 
assicurarono dei fondamenti inattaccabili a tutto l'edificio geome- 
trico, prepararono il terreno al calcolo infinitesimale ed accrebbero 
a dismisura la sfera d'influenza della geometria col ricondurre 
entro i suoi confini delle nuove ed interessantissime forme geo- 
metriche ; essi guidarono a molteplici soluzioni dei problemi (già 
famosi ael periodo pre-euclideo) della duplicazione del cubo e 
della trisezione dell'angolo, ed insegnarono a contemplare quello 
della quadratura del circolo dall'unico punto di vista che — 
date le cognizioni algebriche dell'epoca — allora ne permettesse 
una soluzione; finalmente essi gettarono i fondamenti dello 
studio geometrico dei massimi e minimi, ed in particolare della 
dottrina degli isoperimetrf. Da ultimo col somministrare gli ele- 
menti più importanti della celebre raccolta didattica che va sotto 
il nome di Luogo analitico, essi s'industriarono di lastricare la 
via agl'investigatori dell'avvenire, epperò si sforzarono a che 
lo spìrito d'indagine geometrica non si spegnesse con essi. 
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5. L'elenco dei grandi nomi che vanta la matematica greca 
presenterebbe una imperdonabile lacuna ove non facesse menzione 
di Erone d'Alessandria e Claudio Tolomeo. L'opera scientifica del 
primo fu specialmente geodetica e quella del secondo astrono- 
mica; quella * fa apparire Erone come il più antico scrittore 
greco di geodesia, ne stabilisce il legame intimo con Ahmes 
(v. n. 1), ma può valutarsi con mediocre esattezza e grande 
difficoltà per lo stato attuale dei manoscritti, i quali sono detur- 
pati da ommissioni ed inquinati da aggiunte fatte da anonimi 
chiosatori di valore assai discutibile; per converso l'azione di 
Tolomeo si può misurare perchè il suo lavoro più cospicuo — la 
Grande Composizione od Almagesto — è giunto a noi (pel tra- 
mite degli Arabi) completo e ci presenta un trattato di trigono- 
metria sferica accompagnato da capitoli importanti di trigono- 
metria piana e fondato in parte sulla teoria delle trasversali per 
triangoli piani e sferici, di cui il geometra Menelao d'Alessandria 
aveva dianzi gettati i fondamenti. 

Spenti i grandi pensatori rammemorati in questo n. e nel 
precedente, per molte ragioni intrinseche ed estrinseche che 
non è qui il momento di descrivere, sembra fra i Greci si raf- 
freddi l'amore per le ricerche geometriche od almeno scompaia 
la forza per compierle; comincia allora l'epoca dei commenta- 
tori, che a noi piace designare col nome di periodo argenteo 
della geometria greca. Appartengono ad esso Eutocie e Proclo, 
che vanno ricordati con riconoscenza per le numerose, impor- 
tanti notizie che ci serbarono su l'antica geometria e gli antichi 
geometri, ma che non fecero compiere alcun passo in avanti 
alla scienza nostra; si potrebbe anzi dire che Proclo tentò di 
farla retrocedere quando nel commentare Euclide mescolò mate- 
matica e filosofia, quasi volesse rimettere in onore un sistema 
che appunto Euclide, forse per primo, aveva con piena ragione 
vigorosamente combattuto coU'esempio. Ne stima molto mag- 
giore merita Sereno di Antissa o di Antinoupoli (1), il quale occu- 
pandosi delle sezioni del cilindro incidentalmente ha dimostrato 
che la relazione armonica è proiettiva , e Teone d'Alessandria , 
editore d'Euclide ed illustratore di Tolomeo. Inchiniamoci invece 
riverenti innanzi a Pappo Alessandrino il quale arrecò dei note- 



(1) Cfir. Heiberg, U^>€r den Oéòuri8ort des Serenos (Bibl. math., 1894). 
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voli contributi alle opere che commentò nella celebre sua Colle-- 
zione matematica; ivi sono fatti dei notevoli complementi alla 
geometria elementare, sono assegnate delle nuove proprietà della 
spirale' d' Archiifiede, dimostrate della quadratrice di 'Dinostrato, 
due nuove costruzioni estremamente notevoli per essere fondate 
sopra considerazioni stereometriche, è definita e studiata la curva 
sferica analoga alla spirale d'Archimede, il che porge a Pappo 
l'occasione di trovare l'area d'una certa porzione di sfera (prima 
complanazione conosciuta d'un'area non piana); sorvoliamo sulle 
aggiunte fatte alla teoria degli isoperimetri per ricordare il teo- 
rema ingiustamente attribuito a Guidino (1577-1643) stabilente un 
legame stretto fra la posizione del baricentro d'una figura piana 
ed il volume che. questa genera rotando attorno ad un asse ; inoltre 
i cenni intomo aUa " geometria con una sola apertura di com- 
passo » e le numerose relazioni segmentarie che oggi si consi- 
derano come ingredienti indispensabili della teoria del rapporto 
armonico e dell'involuzione. Non basta ciò forse a dimostrare che 
il genio matematico greco, come la lampada che sta per ispe- 
gnersi, gitta, mentre agonizza, un raggio di splendidissima luce?* 

(S. Sulla scena matematica come primo attore al popolo greco 
segue il popolo romano, ma la comparsa di questo segna un 
indiscutibile regresso (1). Giacche i Romani, conquistatori e 
legislatori del mondo intero, sembra fossero privi di qualunque 
tendenza alle ricerche di scienza pura (2); la loro matematica, 
anche nell'istante in cui maggiormente rifulse, fu essenzial- 
mente pratica, anzi si potrebbe dire fu soltanto religiosa e 
legale. (3). Se la geometria non cadde durante l'epoca romana 



(1) A conferma di quest'asserzione ricordiamo le seguenti eloquenti parole 

del celebre storico delle matematiche italiane: * mais bientòt le Romain 

arrive, il saisit la science persònnifìée dans Archimede, et Tétouffe. Partout 
où il domine, la science disparait: TÉtrurie, r£spagne, Carthage en font 
foi. Si plus tard Rome n'ayant plus d'ennemi à combattre, se laisse envahir 
par led sciences de la Grece, se sont des livres seulement qa'elle recevra : 
elle les lira et les traduira sans y ajouter une seule découverte. Guerriers, 
poétes, historiens, elle les a eus, oui ; mais quelle observation astronomique, 
quel théorème de geometrie, devons-nous aux Romains? „. Libri, Op. cit., 
1, p. 186. 

(2) Lo riconobbe Cicerone medesimo scrivendo: ** In summo onore apud 
Graecos geometria fuit ; itaque nihil mathematicis illustrius : at nos ratio- 
cinandi metiendique utilitate huius artis terminavimus modum ,. TWc, 
1. I, e. II, 5. 

(3) A mostrare come i nostri proavi comprendessero il carattere proprio 
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in completo oblio, ne va fatto merito agli agrimensori, i quali 
tuttavia altro intento non si proposero che di raggiungere 
nelle loro operazioni un'esattezza sufficiente ai quotidiani bisogni 
della vita civile ed in particolare ad eseguire V ordine di 
Augusto, il quale volle fosse attuato l'antico progetto di Giulio 
Cesare di misurare la superficie dell'impero (1). 

L'età di mezzo non può dar materia a più lungo discorso. Le 
fittissime tenebre che avvolgono in quest'epoca tutta l'umanità 
non sono attraversate da alcuno sprazzo di luce derivante 
da qualche scienziato degno di tal nome; a provare quanto 
basso fosse allora il livello del sapere matematico è suffi- 
ciente osservare che fra tutti gli studiosi di. quell'epoca appare 
gigante Gerberto (m. 1003) — più tardi papa Silvestro II — 
del quale tuttavia indarno si tenta di citare qualche scoperta 
nel campo delle scienze esatte. Si può però notare che i mol- 
teplici monumenti sacri eretti durante il medio evo — i quali, 
secondo la geniale congettura di un grande poeta, sono così 
numerosi ed arditi perchè rappresentano l'unico modo d'estrin- 
secazione allora concessa all'umana intelligenza (2) -^ fanno 
fede che quella parte di scienza teorica di cui deve disporre 
ogni architetto Sra anche in quei tempi generalmente cono- 
sciuta. Però una parola di lode riconoscente dev'essere spesa a 
favore ^el popolo Arabo, il quale fece la parte modesta, ma utile 
epperò non ignobile, di veicolo pel trasporto in Europa della 
scienza alièna, ne mancò di arrecare alle nostre cognizioni mate- 
matiche (specie nel campo aritmetico) delle aggiunte e deUe 



delle matematiclie, basti dire che essi le confondevano con Tastrologia e le 
arti sorelle; niunA meraviglia adunque se nel Codice di Giustiniano si tro- 
vino delle disposizioni raccolte sotto il titolo: De maleficis et mathematicis 
et ceteria HmUibus e fra esse la seguente: * ars autem mathematica damna- 
bilis interdìcta est omnino ,. Cfr.i M. Cantor, Mathematische BeitrSge zum 
Ktdturleben der Vdlker (Halle, 1863), p. 397 ; Hankel, Zur Geschichte der 
Mathematik in Alterthum und MiUélalter (Leipzig, 1874), p. 301. È bene osser- 
vare anche che se durante il periodo imperiale si incontra certa investicra- 
zione matematica, ne è autore qualche greco. 

(1) E appunto alla parte pratica della geometria alludeva il legislatore 
romano, quando nel Codice precitato scriveva: '^ Artem geometriae discere 
atque exercere publice interest „. Cfr. Hankel, 1. e. 

(2) Si vegga rammirabUe capitolo intitolato * Ceci tuera cela , di Notre 
Lame de Paris ^ ove Victor Hugo scriveva fra Taltro: ** 11 existe à cette 
epoque, pour la pensée écrite en pierre, un privilège tout à fait compa- 
rale à notre liberté actuelle de la presse. C'est la liberté de Tarchitecture ,. 
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modificazioni degne di venire onorevolmente ricordate nei fasti 
della nostra scienza (1). 

7. Questo periodo, così triste per le discipline matematiche, 
si può dire abbia termine verso il 1200 cell'apparizione di Leo- 
nardo Fibonacci da Pisa (1180-1250 circa), abile calcolatore, 
fine geometra e geniale algebrista; giacché soltanto allorquando 
l'algebra, trasportata in Europa da questo eminente scienziato 
ed i di lui eccellenti lavori esercitarono la loro influenza — e per 
iscorgerla in modo palese fa mestieri arrivare all'apparizione 
(1494) della Summa di frate Luca Paciuolo (circa 1445-1514)- — 
cominciò un tempo «di straordinaria operosità, che noi Italiani 
dobbiamo ricordare con legittimo orgoglio, perchè allora la patria 
nostra tenne degnamente lo scettro delle matematiche. Si osservi 
però che questo periodo, se ha grande importanza per le 
ricerche analitiche, non assistette ad alcun sensibile progresso 
del nostro sapere geometrico; e di vero Tartaglia (1500-1557) 
e Cardano (1501-1576), Scipione Ferro (P-1526) e Lodovico Fer- 
rari (1522-1565), nonché gli altri geometri minori di questo 
tempo hanno la gloria d'aver efficacemente contribuito alla 
fondazione ed allo sviluppo della teoria delle* equazioni, non 
isdegnando di proporre ed accettare delle pubbliche disfide, 
caratteristica notevole di quest'epoca; ma, per converso,^ hanno 
tramandato ai posteri la geometria pressoché nelle condizioni 
in cui l'avevano ricevuta dai Greci pel tramite degli Arabi. 
Soltanto si può osservare che, fra le questioni in quest'epoca 
trattate fra gli scienziati italiani, alcune si riferiscono a costru- 
zioni geometriche da eseguirsi con una sola apertura di com- 
passo; é un concetto che si trova in embrione già in Pappo 
(v. n. 4), che G. B. Benedetti (morto nel 1590) ha svolto nell'opera 
De resolutione omnium Euclidis prohlematum aliorumque una 
tantummodo circuii data apertura (Venezia 1553) e che diede poi 
origine a La geometria del compasso (Pavia 1797) di Lorenzo 
Mascheroni (1750-1800) — nella quale é dimostrata la possibilità 
di sciogliere senza riga tutti i problemi della geometria elemen- 
tare — e, dopo essere stato modificato, a Die geometrischen 



(1) Cfr. Suter, Die Araher als Vermiiiler der Wissenschaften in deren 
Uebergang vom Orient in den Oeeident (XXV Jahresheft dea Yereins schweiz. 
Gymnasiallelirer, 1895). 
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Canstructianen ausgefiihrt mUtélst der geraden lAnie und eines 
festm Kreises(BeTlm 1883) di Jacob' Steiner (1796-1863) — opera 
in cui è indi&cutibilmente dimostrato un fatto (quello indicato 
dal titolo) che, come riconosce ed avverte questo grande geo- 
metra, era già stato segnalato dianzi (1). 

8. Spenti i valorosi scienziati alle cui opere si deve la riso- 
luzione delle equazioni di 3^ e 4^ grado, il primato delle mate- 
matiche vien raggiunto dalla Francia specialmente per merito 
di Viète (1540-1603), le cui benemerenze per l'algebra non fa 
mestieri di qui ricordare, il cui interesse per la geometria è 
dimostrato dalla costruzione ch'egli immaginò pel cerchio tan- 
gente a tre altri, da lui esposto in forma di divinazione nel- 
l'opera intitolata Apollonius Gallus seu exsumtata ApolUmii 
Pergaeittepi ènaq)a>v geometria (Parigi, 1600). Non molto appresso 
Mydorge (1585-1647), Pascal (1623-1662) (2) e Desargues (1596- 
1662) raffermano Tegemonia della Francia coU'accrescere il 
patrimonio della geometria di vedute originali, di metodi nuovi e 
nuove proposizioni; infatti in Claudii Mydorgi Conicorum operis etc. 
(Parigi 1631-1639) s'incontra, a tacer d'altro, per la prima 
volta la trasformazione per omotetia di una conica in un'altra ; 
dal Tratte general de la Boulette di Pascal si apprende una 
folla di ammirabili proprietà della cicloide, mentre l'applicabi- 
lità del metodo di prospettiva allo studio delle sezioni coniche 
e il celebre teorema che reca il nome di Pascal (benché l'autore 
abbia preferito designarlo con quello di ^ esagrammo mistico „) 
^i legga nel celebre Essai pour les coniques; finalmente nelle 
Oeuvres de Desargues (ed. Poudra, Paris 1864) si trovano per la 
prima volta trattate ad un tempo le tre sezioni coniche, intro- 
dotto il concetto d'involuzione di punti e dimostratone l'inter- 
vento nella sezione d'un quadrilatero piano con una retta, è 
applicata non solo la prospettiva, ma con grande larghezza ed 
abilità l'idea d'infinito (3) come ausiliare potente per la ricerca 
delle proprietà plastiche dello spazio (4). 



(1) Poncelet, Tratte dea propriétés projectives dea figurea (Paris, 1822\ 
nn. 351-857. 

(2) Cfr. J. Bertrand, Blaiae Paaeal (PaxÌB, 1891). 

(3) A Desargaes inspiravasi Newton scrivendo ' Lìneae parallelae sunt 
qnae ad pnnctam infinite distans tendunt ,. Principia^ libro I, Lemma 22. 

(4) A Desargues Poncelet fece risalire il metodo geometrico che consiste 
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Che anche in Inghilterra e Germania la geometria non fosse 
caduta in quest'epoca in un completo oblio e dimoi^rato dalle 
lezioni tenute ad Oxford da Enrico Savile (1549-r622), il quale 
fondò ivi due cattedre di matematica tuttora esistenti, e dalle 
ricerche geometriche di Giovanni Keplero (1571-1630), al quale 
si può (1) far risalire il concetto di punto all'infinito della retta. 

9. Xa maggior parte delle idee geometriche esposte ed appli- 
cate dai geometri testé citati rimasero per lungo Volger d'anni 
infeconde. Esse furono quasi soffocate dalla ^ave atmosfera ana- 
litica di cui già awertivasi l'esistenza.* Tuttavia, nel sec. XVII 
la supremazia dell'analisi non è ancora così palese da far dimen- 
ticare ai geometri i problemi di cui da tanto tempo e così viva- 
mente desideravasi la soluzione; ond'è che allora fra le tendenze 
dell'epoca e le aspirazioni degli scienziati nasce una loti» sui 
generis, dal cozzo di sentimenti in parte contraddittori viene 
generata una scintilla madre d'un incendio destinato ad illumi- 
nare l'intero universo (2) e 

Di cui la fama ancor nel mondo dura 
E durerà quanto il moto lontana: 

nasce la geometria analitica. 

Benché già in alcuni procedimenti pratici usati dai pittori e 
dagli astronomi Egiziani e piìi tardi dagli agrimensori Romani, 
nonché in alcuni metodi che si vedono applicati da geometri 
greci di primo ordine, quali sono Erone e specialmente Apol- 
lonio (3), è facile percepire qualche traccia di ciò che oggi chia- 



nel sostituire ad una curva un sistema di rette {Propr. proj,, 2* ed., t. Il, 
Parigi, 1866, p. 128); ma che questa attribuzione, benché accettata da molti, 
manchi di solida base, ho rilevato colla nota intitolata Desargues e la geo- 
metria numeratila inserita ^ella Bibl, math,, 1895. 

(1) Cfr. C. Taylor, Ancient and modem Geometra of Conica (Cambridge, 

1881), pp. LVII-LIX. 

(2) Cfr. E. du Bois-Beymond, OuUurgeschichte und Naturwiasenschaft nella 
raccolta Rede, 1, 1886, pp. 207-8. 

Intorno alla preistoria della geometria analitica si vegga GOnther, Die 
Anfànge und die Entunehelungastudien des Coordinatenprindps^khhaaaàl, der 
Nat. Ges. zu Nùmberg, 6; v. anche Bull. Bone, 10); le conclusioni di 
questo lavoro vennero confutate dallo Zeuthen con la Note sur Vusage des 
coordonnées dans VantiquUé et emr Vinvention de cet instrument (Bcdl. de 
TAcad. danoise des Sciences, 1888), a cui replicò il Gùnther nella Neue phi- 
lologisehe Rundschau^ 1888. 

(8) Di vero chiunque studii a fondo il trattato sulle Coniche di Apollonio, 
sarà obbligato a constatare Tanalogia profonda che esso presenta con una 
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mìamo sistema di coordinate cartesiane ortogonali; benché già 
gli Arabi e gli algebristi italiani del Rinascimento avessero 
adoperate delle considerazioni geometriche per risolvere grafi- 
camente certe equazioni; benché Viète avesse già adoperate le 
ascisse per individuare col mezzo di numeri i punti d'una retta 
e Nicola Oresme (circa 1320-1382) avesse fatto uso più o meno 
esplicito di coordinate; sembra oggi posto fuori di discussione 
essere'Descartes-<1596-1650) (1) e Fermat.(l 608-1 655) (2) i primi 
che abbiano visto in tutta la sua estensione la possibilità 
di rappresentare con i segni del calcolo algebrico le forme 
dello spazio costruite secondo una legge qualunque ed abbiano 
percepita tutta Futilità che l'analisi e la geometria potevano 
ricavare dal loro inatteso connubio (3). Questi giunse forse 
prima di Descartes al nuovo ramo di matematica, ma quanto 
pubblicò è posteriore alla celebre Geometrìe (1637); opera in cui 
è fatto esplicito cenno dell'equazione d'una curva ed. esposta 
una soluzione del problema ad ires aut quatuor lineas così famoso 
fra gli antichi, è suggerita la distinzione fra curve algebriche 
e curve trascendenti, è proposta una classificazione delle alge- 
briche, ora abbandonata, adottando la quale si collocherebbero 
in uno stesso genere le curve degli ordini 2w— I e 2«, è inse- 
gnato un metodo per tracciare le tangenti alle curve piane che 



esposizione delle proprietà delle curve dì second'ordine mediante coordinate 
cartesiane ; non soltanto le proprietà fondamentali che al geometra greco ser- 
vono a distinguere Tune dalle altre le tre curve, si traducono nelle equazioni 
canoniclie delle medesime nel metodo di Descartes, ma molti dei ragiona- 
menti esposti, quando siano tradotti nelVordinario linguaggio algebrico, si 
riscontrano per equivalenti ad eliminazioni, risoluzioni di equazioni, tras- 
formazioni di coordinate e simili. Ciò che però si cercherebbe invano nel 
geometra greco è il concetto di un sistema d'assi, dato a priori^ indipen- 
dentemente dalla figura da studiare. 

(1) Cfr.: JacQ})i, Ueber Descartes Leben und seine Meihode^ die Vernunft 
richtig zu leiten und die Wahrheit in den Wissenschaften zu suchen (Ges. Werke, * 
7, 1891 ; V. anche Joum. de Math., 12, 1847), Arago, (Euvres complètes, 3, 
Paris, 1855. 

(2) Arago, 1. e. Inoltr» (Euvres de FermcU (ed. J. Tannery e C. Henry), 1 
(Paris, 1891) e 2 (1894). 

(8) Che VAnalysis geometrica^ sive nova et vera fnethodus resolvendi tam prò- 
ìjlemata geometrica quam arithmetica guaestiones^ di Hugo de Omerique (1634-?), 
di coi nel 1698 uscì a Cadice la 1* parte, basti a far apparire il suo autore 
per il precursore della moderna geometria analitica (come sostenne P. A. 6e- 
renguer nell' articolo intitolato Un geòmetra espafiol del siglo XVII in- 
serito in Progréso, 5, 1895) è questione non ancora risoluta, perchè a ciò 
sarebbe necessario conoscere la 2* parte di quell'opera, la quale invece 
non vide ancora la luce. 
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viene poi applicato alla concoide ed alle ovali di Cartesio, ne 
è taciuto della estendibilità allo spazio del metodo delle coor- 
dinate ; invece nella memoria di Fermat Ad locos planos et solidos 
isagoge (in Varia opera, 1679) è fatto conoscere più chiaramente 
che nella Geometrie il concetto d'equazione d'una curva, inoltre 
è adoperata l'equazione della retta, è discussa l'equazione gene- 
rale di secondo grado a due indeterminate, ed è applicato il 
metodo delle coordinate alla soluzione delle, equazioni. Se si 
aggiunge che Fermat seppe scoprire e correggere alcuni errori 
in cui era incorso Descartes, si vedrà ch'è piuttosto ad un caso 
fortunato che al vero merito che si deve se la scoperta della 
geometria analitica, invece che al nome di Fermat, si considera 
come indissolubilmente collegato a quello dell'autore del Discours 

m 

de la méthode. 

La facilità colla quale il nuovo strumento matematico per- 
mette di risolvere dei problemi che esorbitavano le forze degli 
£^ntichi, fece abbandonare alla generalità dei contemporanei e 
degli immediati successori di Descartes e Fermat le vie aperte 
da Euclide e da Apollonio; essi preferirono mettersi per la 
nuova strada che da un lato si presentava piana e facile a per- 
correre (1), e d'altro lato li tentava per gli ostacoli di cui era tut- 
tora cosparsa e che sembrava importantissimo di eliminare. Fra 
questi primi cultori della geometria analitica spiccano G. Wallis 
(1616-1703) per il suo Tractatus de sectionibus conicis nova methodo 
exposita (1655), Florimond de Beaune (1601^1652) e Francesco 
van Schooten (P-1661) grazie ai loro Commenti a Cartesio e meglio 
ancora Giovanni De Witt (1625-1672) pei suoi Elementa curvarum 
linearum (1658). 

10. I procedimenti d'indagine matematica fondati sull'uso 
metodico dell'infinito e dell'infinitesimo, applicati -in un modo 
particolare nell'antichità da Archimede e preparati molti secoli 



(1) " Ainsi, à certaines époquea, où, après de grande efforfcs,* les sciences 
mathématiques semblent avoir épuisé toutes les reasources de Tesprit 
homain et atteindre le terme marqué à leurs progrès, tout à coup one 
noavelle méthode de calcul vient s'introduire dans ces sciences et leur 
donner une face nouvelle. Bientdt on les voit s'enrìcfair rapìdement par la 
solution d*un grand nombre de problèmes importants dont les géomètres 
n*avaient osé s'occuper, rebutés par la difficulté ,, Condorcet nelVÉloge de 
M. Euler, 
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dopo dalla Stereometria doliorum (1615) di Keplero e dalla Oecme- 
tria indivisibilibusetc, (1635) di Bonaventura Cavalieri (1598-1647), 
dai metodi per costruire le tangenti alle cxù^ve immaginati da 
Descartes e da quelli che Format suggeiì per la ricerca dei 
massimi e dei minimi (1), infine dalle indf^ini di Roberval 
(1602.Ì675)(2), di Torricelli (1608-1647) {Opera geometrica, 1644), 
di Gregorio a S**». Vincentio (1584-1667)(Optts geomeiricum, 1647), 
di Wallis {ArUhmetica infinitorum, 1655), di Pascal, ecc., ed inven- 
tati, poco dopo Tapparizione della Geometrie di Descartes, con- 
temporaneamente da Leibniz (1646-1716) (3) e Newton (1642- 
1727) (4) accentuarono l'indirizzo caratterizzato nel n. prec, 
facendo porre in non cale tutti quei problemi la cui soluzione 
non era adatta a dar risalto all'onnipotenza dei metodi che il 
mondo cleve a queste menti immortali. Tanto che si può dire 
che, fatta eccezione ]pei Philosophiae naturalis principia maihe^ 
mofica (1686) di Newton e per alcuni accenni di Leibniz (5) ad 
una " Characterisjtica geometrica „ , per alcune pagine di Huy- 
gens (1629-1695) (6) e di Maclaurin (1698-1746) (7) nonché 
finalmente per alcune memorie di Stewart (1717-1785) (8) e (Ji 
de La Hire (1640-1718) (9) e per alcuni tentativi intesi a far rivi- 



* 



(1) Cfr. rinteressante nota dello Zeuthen, Sur les quadratures avant le 
calciti integrai et en particulier sur cellea de Fermai (Bull, de TAcad. danoise 
dea Sciences, 1895). 

(2) Mém. de TAcad. dea Sciences, 6, Paris, 1630. 

E importante tenere presente die alcune inesattezze che si leggono nelle 
Oheervationa sur la composition des mouvements, et sur les moyens de trouver 
les touehantss des ttgnes courbes del Roberval furono rettificate dal Duhamel 
(1797-1872) nella Note sur la méthode des tangentes de Roberval (Mém. dea 
Sav. Étr., 5, Paris 1838). 

(3) Cfr. Fontenelle, Eloges des académiciens (La Haye, 1740), 1; Hamack, 
Leibnix' Bedeutung in.der Geschiéhte der Mathematih (DresdeU; 1887). 

(4) Cfr.: Fontenelle, Op. cit, 2; Axsjfo, (Euvres compietesi 3 (Paris, 1855); 
Brewster, The lAfe of Sir I. Newton (London, 1831) e Memoirs of the lAfe, 
WrUings and Discoveries of Sir L Newton (Edimburgo, 1855). 

(5) Mamematiache Schriften (ed. Gerhardt) 5, p. 141-171. 

(6) V: specialmente ^^oro2o^'tim oscillatorium (Parigi, 1673) e Traiti de la 
lumière t^e^de, 1691)'. 

(7) y. À complete Systhem of Fluxions (Edinburgh, 1742). 

(8) Generai Theorems of consideraUe Use in the higher Parts of Mathema- 
tics (Edinburgh, 1746; v. Tanalisi fattane dal Breton (de Champ) n%\Joum. 
de MatKf 13, 1848, nonché un pregevole articolo su di essa di T. S. Daviea, 
nelle Trans, of Edinburgh^ 15, 1844); Propositiones geometricae more veterum 
dempnstratae (Edinburg, 1763). 

(9) Cfr. — oltre Fontenelle, Op. cit., 2 — E. Lehmann, De la Hire und 
seine Seetiones conicae, I Th., Leipzig, 1888; II Th., Leipzig, 1890. Del De la 

LoìuA, li poiMoto #^ «1 pmnUe dsUé prineìpaU t$ori» gtomtirieké. 2 ' 



I 
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vere la geometrìa antica, ai quali fra un momento dedicheremo al- 
cune lìnee, nessuna eminente produzione matematica del tempo 
di cui stiamo parlando appartiene alla geometria sintetica pura. 
I tentativi a cui or ora alludemmo s'incontrano, si può dire, 
in ogni secolo, a partire dal Rinascimento, e si manifestano sia 
sotto forma di edizioni e commenti agli antichi geometri, sia sotto 
quella di divinazioni di opere che non si sottrassero all'ingiuria 
del tempo. Delle edizioni e dei conmienti non è qui luogo di 
tener parola, ma alle divinazioni è obbligo di consacrare qualche 
linea (1), in primo luogo perchè ne è indiscutibile il significato 
quando portano i nomi di Maurolico (1494-1575), Viète, Format 
(1637-1768), Schooten, Viviani (1622-1703), Halley (1656-1724), 
Simson (2) , Horseley (1733-1807), ed in secondo luogo perchè la 
loro comparsa è il primo indizio d'un risvegliarsi dello spirito 
di ricerca geometrica. E di vero è un fenomeno che ci sembrai 
degno della piti seria considerazione questo che in tale stadio 
di sopore che precede il risveglio, gli scienziati non riescono a 
sottrarsi al fascino esercitato dai più antichi investigatori, ed 
in conseguenza si sforzano di calcarne le orme e perfino d'imi- 
tarne le movenze e gli atteggiamenti. Si sarebbe perciò indotti 
a congetturare che nella vita intellettuale delle nazioni avvenga 
qualche cosa di analogo a ciò che l'embriologia insegna veri- 
ficarsi nella vita fisica d' ogni vivente; nello stesso modo che 
ogni essere organizzato , avanti di acquistare vita autonoma 
ed indipendente, ripassa per tutte le fasi di sviluppo che attra- 
versò la specie a cui egli appartiene prima di raggiungere lo 
stato fisico della generazione a cui egli dovrà appartenere, così 
parrebbe che ogni popolo prima d'acquistare la capacità d'ac- 
crescere le nostre cognizioni sui fenomeni che presenta l'esten- 



Hire vanno ricordati qui i seguenti scritti : Sectiones conica^ in no^em libros 
distributae, 1685; Mémoire sur les épieyclcXdes ^ in Anc. Mém. de Paris, 9; 
Traiti des rouletUs^ in Nouv. Mém. de Paris, 1706. 

(1) Maggiori particolari si troveranno nelle Appendici ai primi due Hbri 
del mìo lavoro già citato sopra Le scienze escute nell'antica Oreda. 

(2) Riguardo agli sforzi fatti da Simson e Stewart per dar nuova vita 
all*antica geometria, si veggano le osservazioni del Buckle in History of 
Civilisatiùns in England^ 4. Aggiungiamo che la lotta in Inghilterra fra ana- 
listi e sintetici si h prolungai assai nel nostro secolo; lo provano le. due 
opere rivali: OeometricalAnalysis and Oeametry of curve linee byJ. ìmIìc (Edin- 
burg, 1821) e A Treatise on càgébraic Geometry hy D. Lardner (Lonoon, 18S1). 
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sione figurata, debba per qualche tempo assumere le parvenze 
ed i modi d'agire di ehi prima di lui percorse* il medesimo 
cammino. Accettata per vera questa legge di sviluppo, si evita 
di ascrivere fra i ruderi ciò che invece è un germe e si arriva 
a rendersi ragione di certi fatti che altrimenti sarebbero da 
giudicarsi per sorprendenti anacronismi. E fra questi nessuno 
ci sembra piti degno di menzione di quello offerto dalla *^ Scuola 
napoletana ,, tanto pregiata da Chasles (l) , che ebbe a duce su- 
premo Nicola Pergola (1753-1822) e per capi secondari o gre- 
gari Annibale Giordano, Vincenzo Flauti (1782-1863), Felice 
Giannattasio (1759-1849), Giuseppe Scorza (1781-1843) ed altri 
i cui nomi per brevità si tacciono (2); scuola la quale sarebbe 
da coUocarsi fra quelle che ebbero* ben piccola influenza sulla 
geometria ove non dovesse invece, secondo il nostro modo di 
vedere, ritenersi per rappresentante uno stadio che la mate- 
matica del mezzogiorno d'Italia doveva necessariamente attra- 
versare prima di essere pronta a combattere per la conquista 
di nuovi veri. 

11. Ma è d'uopo che noi ritorniamo indietro per determinare 
quale sia stata l'influenza sullo sviluppo della geometria del con- 
cetto fondamentale dell 'analisi infinitesimale, il quale da un grande 
filosofo e matematico è giudicato come il pensiero più sublime a 
cui lo spirito umano siasi fino ad oggi innalzato (3). Non si può 
negare che l'apparizione di esso abbia distratto dalla geometria 
pura la generalità dei matematici (4); cionuUameno il periodo che 
tenne dietro ad essa si deve senza esitazione annoverare fra i 
più lieti per la geometrìa, giacché la maggior parte dei problemi 
proposti risoluti da Newton e Leibniz e dai loro immediati 
discepoli sono da ascriversi fra i più importanti che abbracci la 
geometrìa, riferendosi alle più recondite e interessanti proprietà 
geometriche o meccaniche delle curve e delle superficie. Vediamo 
in conseguenza, non soltanto aumentare straordinarìamente il 



(1) Aperfu hi8t&rique, 2« ed. (Paris, 1875), p. 46. 

(2) Per ulteriori .notizie rimando al mio lavoro intitolato Nicola Pergola 
e la scìdola dei matematici che h ebbe a duce (Genova, L892). 

(8) Comte, Cours de philosophie positive, 1 (Paris, 1864), p. 175. i 

(4) Ciò reca una naova conferma airosservazione di Condorcet che rife- 
rimmo in nota nella chiusa nel n. prec. 



— 20 — 






numero delle curve oggetto di studio (1), ma (il che è ben altri- 
menti importdlkite) introdursi la considerazione di singolarità d'una 
curva e di nuovi elementi ad essa collegati (cfr. il Gap. seg.)^ e 
svelarsi in conseguenza dei campi di ricerca di cui dianzi non 
supponevasi nemmeno l'esistenza.* « 

Le agevolazioni arrecate dal metodo carteBiano alle investi- 
gazioni attinenti alla geometria del piano, le quali apparvero 
in luce meridiana quando i metodi infinitesimali vennero nel 
dominio del pubblico, spinsero naturalmente gli scienziati a pro- 
cacciarsene uno analogo per lo studio delle curve sghq;mbe e 
delle superficie curve. Donde lo stimolo alla generalizzazione ' 
allo spazio del metodo delle coordinate che, come dicemmo, non 
era sfuggita a Descartes, e* che lo Schooten * avvertì esplicita-, 
mente nell'ultimo libro delle sue celebri Exercitatìonum nuxthe-- 
mcUicarum (1657); donde Torìgine dell'idea del Parent (1666- 
1716) ^) di rappresentare qualsia superficie mediante una 
equazione fra le tre coordinjite d'un suo punto qualunque (3). 

A questo, mqmento di preparazione della geometria analitica 
dello spazio tien dietro il primo periodo di sviluppo, nel quale 
fungono da corifei Clairaut (1715-1765) ed Eulero (1707-1783) (4). 
Quegli nel 1731, cioè*a soli 16 anni, pubblicò un Tratte dea 
caurbes à doublé courbure, che fu giudicato degno di essere ammi- 






(1) Le linee che i Greci conobbero sono — a tacere della retta e della cir- 
conferenza — le tre sezioni coniche, la spirale d* Archimede e Tanaloga curva 
sferica; la concoide, la cissoide, ed ima quadratrice, inoltre una curva sghemba 
di Archita, Tippopeda di Eudosso e Telica cilindrica; a cui altre se ne po- 
tranno unire quando saranno risolte in senso favorevole agli antichi alcune 
questioni tuttora pendenti. A queste linee i moderni aggiunsero varie specie 
£ iperbole, di parabole, di spirali (p. es. quella logaritmica) e di quadratrici 
(fra cui spicca quella di.Tschimhausen), poi il foglio e le ovali di Cartesio, 
la cicloide (cfr. Giinther in Bibl. Math., 1887), Ja lossodromia, la curva ela- 
stica, la catenaria, la cardioide, le epicicloidi e le ipocicloidi, le ovali di 
Cassini (in particolare la lemniscata), la sinusoide, la logaritmica, la versiera 
di Maria Gaetana Agnesi (1718-1799) {IsHtuzioni analitiche, 1, p. 880), certe 
curve piane e sferiche a cui Guido (brandi (1671-1742) fu condotto tentando 
sciogliere il famoso enigma fiorentino (v. Topera: Flores ^geometricij eU.<, 
Firenze , 1728) , poi altre che Vincenzo Yiviani ed un suo amico pro- 
posero come ausiliari n^Ua risoluzione del problema di Delo*(v. Quinto . 
IHbro di Euclide, ovvero Scienza universale delle proporzioni spiegata colla 
dottrina del OalUeo da F. F., Firenze, 1647), la spirale parabolica (cfr. Weyer, 
U^er die paraboliscìie Spirale, Eiel und Leipzig, 1894), ecc. ecc. 



I (2) Fontenelle, op. cit., 1. 



8) Essais et reekerches de matkématique etphysique, 2 (Paris, 1718). 
(4) N. Fuss, ÌOoge de M. Euler (St. Pétersbourg 1^88). 
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rato come un prodigio d'immaginazione e di capacità, nel quale 
Bono risoluti con eleganza rara molti fra quei problemi relativi aUe, 
curve a doppia curvatura che trovano i loit) corrispondenti nel 
piano ed altri 'ancora affatto nuovi ; questi corredò di un' Appetì- 
dice de superfidebus il secondo libro della sua celebre Introductio in 
ancdysin infinitarum (Lausannae 1748), nella quale appendice, non 
solo espose alcune generalità intorno alla trattazione analitica 
della teorìa delle superficie, ma ne &ce un'importante applicazione 
allo studio ed alla classificazione delle quàdriche; né è da tacersi 
che questo stesso famoso scienziato colle memorabili Secherches 
sur la courbure dea surfaces (inserite nei Mémoires de l'Àcadémie 
des sciences de Berlin, 16, 1760) ha gettato i fondamenti per lo 
studio della curvatura d'una superficie in un suo punto, legando 
il proprio nome ad una relazione che, per l'uso continuo che se 
ne fa, è conosciutissima da tutti coloro che per poco siansi oc- 
cupati di matematica. 

Alla seconda metà del secolo XVUl appartiene eziandio in 
buona parte la gigantesca opera scientìfica di Monge (1746- 
1818) (1), il quale, dopo aver fatto prendere alla geometria' 
analitica del piano l'aspetto che essa in certa misura conserva 
tuttora , usando sistematicamente l'equazione della linea retta, 
introdusse la nozione così importante di famiglia di superficie, 
e, studiando alcune speciali famiglie (superficie rigate, sviluppa- 
bili, tubulari, modanate, ecc.), mise allo scoperto un nesso intimo 
e inaspettato perchè recòndito , fra la teoria delle superficie e 
l'integrazione delle equazioni a derivate parziali, il quale, lumeg- 
giò cosi quella come questa dottrina, svelò ai geometri dei' 
nuovi fulgenti orizzonti. 

12. n movimento intellettuale che partì dall'Italia nell'epoca 
del Rinascimento continuò, come teste dicemmo, sotto la dire- 
zione della Francia dapprima, dell'Inghilterra e della Germania 
da poi. Ma sul finire del secolo XVlll, dopo che Eulero ebbe 
cessato di " calcolare e di vivere „ (2) e che il nostro Lagrange 



(1) Cito qui i lavori inseriti nei Mém, des Sav. étrangers, 7, 1776 e 0, 1780 
e nei Mém. de Paris, 1784, nonché quelli che si trovano nei Miscellanea 
Taurinensia, 5 e nei Mém. de VAead, de Turin, 1. Dell* ' opus magnum ^ in 
eui sono riassunte e completate tali ricerche verrà discorso colla dovuta 
larghezza nel Cap. V. 

(2) Espressione usata da Condorcet nel suo Éloge de M, Euler. 
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(1736-1813) ebbe trasportate le sue tende in Francia» questa ri- 
tornò a porsi alla testa del mondo matematico. Non soltanto con 
Clairaut, d'Alembert (1) (1716-1783), Condorcet (1743-1794) (2), 
Laplace (1749-1827), Legendre (1752-1833), Ampère (1775- 
1836) (3), Poinsot (1777-1759), Poisson (1781-1840) (4), ed altri 
minori essa dà l'intonazione agli studi di analisi superiore e fisica 
matematica, ma riconduce gli scienziati allo studio delle forme 
geometriche nel senso — '^ mutatis mutandis „ — in cui l'inten- 
devano i dotti dell'antichità, per opera di Monge (5), Garnot (6), 
(1753-1823) — discepolo di Monge alla scuola del genio di 
Mézières — e Poncelet(7) (1788-1867), splendida triade sulle cui 
memorabili produzioni è dover nostro arrestarci un istante. 

Il primo, coll'adunare in un corpo di dottrina le poche regole 
di prospettiva che gli architetti ed i pittori si erano creati 
spinti dai bisogni che sentivano nel coltivare le loro arti, e col 
riempire in modo felicemente geniale le molte gravi lacune 
che il loro insieme presentava^ collegò il proprio nome a una 
nuova diramazione della geometria, la geometria descrittiva (8). 
Non è il caso di riassumere il primo trattato conosciuto di 
tale scienza; noteremo soltanto che, se la pubblicazione di ^sso 
ebbe un movente pratico, quasi nazionale (9), alla nuova scienza 
Monge attribuiva anche un valore teorico derivante dalla fa- 
cilitazione che essa arrecava a concepire e quindi studiare 
le figure geometriche , scienza di cui egli ebbe cura di para- 
gonare i procedimenti con quelli propri all'analisi, mostrando 



(1) J. Bertrand, D'Alembert (Paris, 1889). 

(2) Arago, op. cit., 2, 1854. 

(3) Arago, 1. e. 

(4) Arago, 1. e, 

(5) Gir. : Charles Dupin, Eesai historique sur les services et lea travaux 
scientifiques de Gaspard Monge (Paris, 1819); Arago, 1. e; £. Fink, Monge 
(Korresp.-Bl. f. d. Gel. und Realschule, Tubingen, 1892, pp. 263-289, 389-359). 

(6) Arago, op. cit. 1, 1854; K. Fink, Lazare Nicolas Marguerite Carnai, 
Sein Leben und seine Werke nach den QuéUen dargesfellt (Tubingen, 1894). 

(7) Cfr. E. Holst, On Pòncelet's Betyding far Geometrien (Christiania, 1878); 
Bertrand, Éloges aeadémiques (Paris, 1890). 

(8) Chi desidera maggiori particolari intomo alla preistoria ed alla storia 
della geometria descrittiva, ricorra alla 1* sezione del voi. I (Leipzig, 1884) 
del Lehrbuch der darstellenden Geometrie di Chr. Wiener. Qui basti ricordare 
La théorie et la pratigue de la coupé des pierres et des bois ou Traiti de 
stéréotomie (1738-39) del Prézier (1682-1773). 

(9) Infatti il Frogramme ad essa premesso comincia con le parole : ' Pour 
tirer la nation fran9aise de la dépendance où elle à été jusqu'à présent 
de rindustrie étrangère etc. „ (Monge, Geometrie descriptive, Paris, an VII). 
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l'identità essenziale degli uni e degli altri. Col classico libro 
ora ricordato e meglio ancdra colle impareggiabili lezioni alla 
Scuola politecnica di Parigi (1) , di cui egli fu uno dei primi 
e più splendidi ornamenti (2), egli ripose in onore lo studio 
della geometria fondato sulla considerazione diretta delle figure 
che ne sono l'oggetto^ ed agevolando la concezione delle figure 
geometriche a tre dimensioni preparò l'applicazione di conside- 
razioni stereometriche alla ricerca delle proprietà delle figure 
piane che Pappo aveva intravveduta soltanto (v. n. 5) e che rap- 
presenta* oggi uno dei più fecondi metodi di investigazione e 
dimostrazione che vanti la geometria (3). 

A lato della Geometrie descriptive di Monge va collocata la Gèo- 
métrie de positian (Paris, 1803) di Gamot; avendo questa comune 
con quella il fine di far acquistare alla geometria quella gene- 
ralità di concetti e di metodi ed in conseguenza quel procedere 
svelto e disinvolto che credevansi esclusivi dell'algebra. Il lettore 



(1) C&.: Arago, op. cit., 8, 1855, p. 70 e seg.; Jacobi, Ueber die Pariser 
polytechnische Sckule (GeB. Werke, 7, Berlin, 1891, pp. 355-370). 

(2) Monge ebbe per collaboratori nella sua opera rìformatrice parecchi 
colleghi — fra gli altri Lacroix (1765-1848) e Hachette (1769-1834) — e molti 
allievi. Fra questi è giustizia di far qui cenno particolare dì Carlo Dapin (1784- 
1873) che ' sopra gli altri com*aquila vola ,, grazie specialmente alle sue due 
opere Dévelappements de geometrie (Paris, 1818) e Applications de geometrie et 
ù mécanique (Paris, 1822) di cui avremo occasione di parlare più innanzi; 
qui intanto ricordiamo V elogio che di lui scrisse il Bertrand [Éloges ctcct-' 
démiquesj Paris, 1890) e V articolo Dupin di K. Fink (Eorresp.-Bl. f. d. GeL 
nnd Éealsch., 1893, pp. 1-27). Né possiamo esonerarci dal fare onorevole men- 
zione anche del Mémoire sur les lignes du second ordre (Paris, 1817) e del- 
VApplicatian de la théorie des transversales (Paris, 1818) del Brianchon 
(1788-1864), scritti di cui il primo contiene i fondamenti di una teoria sin- 
tetica delle sezioni coniche, con ispeciale riguardo alle loro costruzioni , fon- 
date in parte sul teorema di Pascal e suo correlativo (che il Brianchon 
stesso fece conoscere nel XIU cah. del Joum, Éc. poi. e poi generalizzò nel 
t. lY delle Ann. de Math.) , in parte sul rapporto anarmonico; mentre il 
secondo intende mostrare di qual fecondità nelle costruzioni siano i teoremi 
di Menelao e di Ceva, intende cioè ad un fine analogo a quello a cui mi- 
rava il Servois (1767-1847) nel comporre le sue Solutions peu connues de 
différents problèmes de geometrie pratiqtie (Paris, 1805). 

(3) L'influenza di Monge non si limitò alla Francia e ai paesi limitrofi; 
lo provano gli scritti di Garbinski (1796-1848) e Sapalski (1791-1888), cioè 
VEsposistione sintetica delle proprietà delle superficie rigate (Varsavia, 1822) 
del primo e Teccellente Trattato di geometria descrittiva (Varsavia, 1822 e 
1849) del secondo. Di più tale influenza non si spense presto, giacché la si 
può ravvisare anche nei metodi di insegnamento della geometria elementare; 
lo prova il tentativo di abbattere Tantica rigorosa separazione fra planime- 
tria e stereometria fatto per la prima volta dal BiAschneider (1808-1878) 
nel 1844, ripetuto più tardi dal Frischauf e condo^ a buon termine nel 
1884 -dal De-Paolis con i suoi eccellenti Elementi di geometria (Torino). 



J 
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che conosce soltanto il titolo dello scrìtto geometrico più im- 
portante d^ir " organizzatore della Vittoria » paò credere che il 
tema di esso coincida con quello che svolgono le opere moderne 
di geometria proiettiva. Nulla di più inesatto; l'intento che si è 
prefisso Camot è di determinare la scambievole dipendenza che 
esiste fra i differenti aspetti che può assumere una figura sod- 
disfacente a certe condizioni in corrispondenza alle varie posizioni 
di cui sono suscettibili i dati, studio capace di esonerare dflU'e- 
numerazione minuziosa dei vari casi di figura, a cui erano astretti 
i geometri dell'antichità. Tale scopo viene oggi raggiunto per una 
strada assai più piana e luminosa, cioè mediante l'uso metodico 
dei segni in geometria; donde la ragione per cui la Geometrie 
de position non presenta *oggi che poco più d'un interesse storico 
e debba venir ricordata meno per le idee che intende propugnare 
che per le applicazioni ivi esposte, fra le quali ci piace qui ri- 
cordare i principi della poligonometria e della poliedrometria, 
la teoria dei baricentri e la teoria delle trasversali, di cui è parte 
cospicua la celebre proposizione che oggi si designa còl nome dì 
teorema di Carnet (1). Giova ancora osservare qui che la memoria 
De la corrélcUion des figures de la geometrie (Paris^ 1801) è un primo 
abbozzo della Geometrie de position, mentre la Lettre du dtoyen 
Carnet au dtoyen Bossut (Paris, 1799) ed il Mémoire sur la relation 
qui existe entre Us distances respectjves de cinq points quelconques 
'pris dans V espace (Paris, 1806) hamio con questa moltejplici punti 
di contatto; che poi di essa formino parte integrante, come ta- 
luno opina, le Befléxions sur la métaphysique du calcul infinUé- 
simal (Paris, 1797) è cosa che non si può accettare senza ma- 
turo esame e lunga discussione. 

Gli scritti di Monge e Camot prepararono efficacemente il 
risorgimento della geometria pura; questo devesi far datare 
dall'apparizione (1822) del Tratte des propriétés projectives des 
figures di Poncelet (2). A convincere il lettore di quanto sia me- 
morabile questa data, basterà osservare che gli è nella grande 



(1) Crediamo opportano far anche notare che Camot adopera la parola- 
equipollenza in senso analoj^o a quello in cui assai più tardi la usò il Bel- 
la vitis. 

(2) Soltanto di passaggio ricordiamo Taspra guerra che venne mossa a 
quest'opera appena essa uscì, la quale in gran parte è dovuta al non essere 
state le idee del Poncelet abbastanza comprese. 
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opera di Poncelet che è dimostrata la potenza della proiezione 
centrale e del principio di continuità come struihenti di ricerca 
ed ausiliari nelle dimostrazioni (1); che ivi lo studio approfondito 
dell'omologia nel piano e nello spazio funge non solo da preludio 
ma anche da efficacissima preparazione allo studio delle corri- 
spondenze univoche fra 4ue varietà ad egual numero di dimen- 
sioni (cfr. Gap. Vili) ; che ivp ancora le antiche nozioni intorno 
alla polarità rispetto ad una conica e quelle scoperte nella scuola 
di.Monge intomo alla polarità rispetto ad una quàdrica prepa- - 
rane la legge di reciprocità che, riconosciuta dal Viète (2), da 
PiUppo van Lansberg (1561-1632) (3) , e daUo SneUio (1581- 
1626) (4) nella geometria della sfera, era destinata a venir enun- 
ciata in tutta la sua generalità e chiamata col*nome di principio 
di dualità quattro anni piti tardi (v. Ann. de Math., 17) àa Ger- 
gonne (1771-1859) (5). Mentre importanza piuttosto transitoria 
ebbero le considerazioni svolte da Poncelet sulle corde ideali 
delle sezioni coniche, su cui dovrà arrestarsi chi narrerà la storia 
della teorìa degU immaginari nella geometria, per converso 
grande valore si deve attribuire al Supplément dell'opera in di- 
scorso, dal quale fra l'altro si apprende l'esistenza di quattro 
coni in qualsiasi fascio di quadriche; pure valore permanente pos- 
siedono le investigazioni intomo ai poligoni inscritti in una co- 
nica e circoscrìtti ad un'altra; anzi, se il posto devoluto ad una 
ricerca matematica devesi determinare, non tanto in base al va- 
lore intrìnseco di cui sembra in possesso , quanto piuttosto per 
r orìginalità sua e la novità e varietà delle investigazioni che 



(1) Se gli antichi sapessero sfrattare la prospettiva nelle ricerche teoriche è 
questione che non possiamo qui esaminare (cfr. Ghasies, Apergu historiqtu^ 
2* ed., p. 74, nota); la questione analoga pel principio di continuità venne 
studiata da G. Taylor nella nota On the History of geometriecU Continuity 
(Cambridge Proc. 1880 e 1881) e nella prefazione (pp. lxxiii e segg.) del- 
Topera AncietU and Modem Geometra of Conics , ove, fra Taltro, sono de- 
scritti gli sforzi fatti dalBoscovich (1711-1787) per porre in sodo il principio 
anzidetto. 

(2) Variorum de rebus mathematicia responsorutn liber octavus (Tours, 1593). 

(3) Gfr. K. JFink, Kurzer Abrisg der Oeschichte der Elementar-Mathematik 
(Tùbingen, 1890), p. 196. 

(4) Doetrina triangolorum canonica (Leyden, 1627). 

(5) Altri particolari sull'origine del principio di dualità si trovano nelle 
Vorleaungen Uber eontinuirliche Oruppen del Lie redatte da G. Scheffers 
(Leipzig, 1893), opera in cui è anche esposta una importantissima generaliz- 
zazione della relazione dualistica. Si ve^ga pure : Julius PlUckers Gesammelte 
mssenschaftliehe Abhandlungeti, 1 (Leipzig, 1895), p. 619. 
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da essa rampollano, all'argomento da ultimo citato spetta una 
posizione a bei# pochi seconda. Ed è per ciò e per essere estre- 
mamente istruttivo il contemplare tutte le facce che la mate- 
matica moderna seppe scoprire in un solo ed umile soggetto, 
che noi vogliamo arrestarci qualche istante sui così detti poli- 
goni di Poncelet (1). 

13. U problema: '^ Date in un piano due sezioni coniche, co- 
struire un poligono d'im determinato numero di lati, il quale 
sia inscritto in una delle date curve e circoscritto all'altra ., 
sembra determinato, e fin dal 1817 Poncelet lo annovei*ava(2) fra 
quelli a cui si potevano applicare i metodi che egli stava allora 
elaborando ; ove però si ricordi che, se le due coniche sono cerchi, 
affinchè esso sia possibile devono i dati soddisfare a una certa 
relazione (3), nasce il sospetto che anche nel caso generale 
abbia luogo qualche cosa di analogo. Ed infatti cinque anni 
dopo Poncelet dimostrò che il problema enunciato non ammette 
generalmente parlando alcuna soluzione, ma che, ove ne abbia 
una, ne possiede infinite {Tratte des propr, prqj,^ nn. 530 e seg.; 
cfr. Applications citate, 1, Paris, 1862, p. 348 e seg.). Questa memo* 
rabile scoperta non passò inosservata; lo prova il fatto che non 
trascorsero più di sei anni dal momento in cui venne a cono- 
scenza del pubblico, che Jacobi nel corso delle sue memorande 
ricerche intomo alla teoria delle funzioni ellittiche osservò 
— nel celebre lavoro Ueber die Anwendung der elliptischen Tran-- 
scendenten auf ein, beìcanntes Problem der Elementar-Geometrie 
(Joum. f. Math., 3, 1828) — come questa fosse in grado di som- 
ministrare una soluzione generale completa (anzi l'unica espli- 
cita , vale a dire lion per via ricorrente , che ancor oggi si 



(1) Per mag^ori particolari si ricorra alla Note historique, critique ei philo- 
sophique, insenta da Poncelet nelle AppUcatùms d'analyse et de giométrie, eie, 
1 (Paris 1862), airopuscolo dell'autore intitolato I poligoni di Póncdet (To- 
rino, 1889), ed al complemento pubblicato nella Bibliotheea tnathemoHea, 
1889, col titolo Rassegna di alcuni scritti sui poligoni di Poncelet, 

(2) Réflexions sur Vusage de Vanalyse algibrique en geometrie, inserite prima 
nelle Ann. de Math., 8, 1817, e poi nelle Applications d'analyse et de geo- 
metrie, 2 (Paris, 1864), p. 466. 

(3) Pel caso di un triangolo essa venne scoperta da Eulero (Nov. Comm. 
Petrop., 2, 1751) e per gli altri poligoni venne cercata dal suo discepolo 
Nicola Puss (1755-1826) (Nova Acta Petrop., 10, 1794, pubbl. 1797, e 13. 
1798, pubbl. 1827) e trovata in parte da Steiner (Joum. f. Math., 2, 1827), 
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conosca) del problema che consiste nel cercare la relazione 
esistente tra i raggi e la distanza dei 'centri di due circonfe- 
renze che ammettono un poligono di Poncelet di un numero 
dato n di lati; e poiché, come pensava Laplace, " le scoperte 
consistono nel ravvicinare delle idee capaci di riunirsi e che 
dianzi erano disgiunte „, all' osservazione di Jacobi si deve 
senza esitare dare il nome di scoperta. Ninna meraviglia devesi 
in conseguenza sentire notando come lo scritto testé citato sia 
stato giudicato da Legendre meritevole di venire compendiato 
in uno dei supplementi alla terza edizione (1827-1832) della 
sua voluminosa Théorie dea fonctions eUiptiques et des intégrales 
eulériennes, e se il Bichelot (1808-1875) abbia giudicato opportuno 
dedicare due memorie (1) a svolgere e completare le idee del pro- 
prio maestro e mostrare anzi come esse potessero venire appli- 
cate a sciogliere gli analoghi problemi della geometria sferica. 
Al termine della memoria dianzi ricordata Jacobi rilevò che per 
la teorìa delle funzioni ellittiche sarebbe stato interessantissimo 
istituire su due coniche delle considerazioni analoghe a quelle 
da lui svolte per due circonferenze, dichiarandosi anzi disposto 
a ritornare lui stesso sull'argomento ; ma poi, attratto probabil- 
mente da problemi più importanti, non mise ad esecuzione il 
suo progetto, il quale per quasi quarant'anni attese in damo ehi 
lo eseguisse; finalmente nel 1865 Rosanes e Pasch. diedero 
nella notevole memoria Ueber da$ einem Kegélschnitte wnbeschrie- 
bene und einem anderen einbeschriebene Polygon (Journ. f. Math., 
64) una soluzione trascendente del problema, che consiste nella 
ricerca della relazione cui debbono soddisfare i coefficienti di due 
coniche affinchè inscrìtto nell'una si trovi un poligono di n }ati cir- 
coscritto all'altra, generalizzando all'uopo il metodo inventato da 
Jacobi. Inoltre gli or citati geometri adoperarono le funzioni 
ellittiche Jacobiane (2); che allo stesso risultato si possa per- 
venire adoperando le funzioni analoghe preferite da Weierstrass, 



(1) Anwendung der elliptischen Transeendenten auf die sphàrischen Pólygone, 
wMie zugleich einem ìdeinen Kreiae der Kugel eingeachriehen und einem 
anderen umgeschrieben sind (Journ. f. Math., 5, 1830) ; Ueber die Anwendung 
einiger Formeln aus der Theorie der elliptischen Functionen auf ein bekanntes 
Problem der Geometrie (Ib., 38, 1849). 

(2) Altrettanto paò ripetersi riguardo a Kogers, Note on the Porism of 
the Inseribed and Circumscribed Polygon (Proc. L. M. S, 16, 1884-85). 
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lo dimostrarono prima il Simon (1) e poi THalphen (1844-1889) (2) 
nel secondo volume (Paris, 1888) del classico suo Tratte des 
fonctions dliptiques et de leurs appliccUians (3). * 

Avendo nella nostra esposizione preferito l'ordine logico a 
scapito dell'ordine cronologico, fa d'uopo che ritorniamo indietro 
qualche decennio per fftr cenno dei lavori estremamente eleganti 
di Nicola Trudi (1811-1884) (4), e di quelli di A. Cayley (1821- 
1895) (5) non meno interessanti, ma assai più conosciuti e che 
ognor più si diffonderanno per essere adunati fra le opere di 
questo celebre scienziato (vedi i voi. 2, 3, 4, 5, 8); riguardo a 
tali lavori ci limiteremo a far noto come da quelli del geometra 
inglese si impari a scrivere sotto forma di determinante l'inva- 
riante simultaneo di ^ue forme ternarie quadratiche, il cui an- 
nullarsi annuncia che le coniche da queste rappresentate am- 
mettono un poligono di Poncelet di dato ordine. 

Risultati analoghi ottennero : il Mention nell'Essai sur le prò- 
blème de Fuss (Petersb. Bull., 1, 1860) utilizzando un'osservazione 
esposta dal Tchébycheff (1821-1894) nell'articolo Sur la sèrie du 
problème de Fuss (Id., ib.); il Puiseux (1820-1883) nella Note sur 
Us pólygones qui soni à la fois inscrits dans un cercle et circon- 
scrits à un autre cercle (Annales de la Soc. scient. de Bruxelles, 
3® ann., 1878-79^ 2®partie); il Kluyver nella memoria Over de 



(1) De rélationibus inter constantes duarum linearum secundi ordinis ut sii 
polygonum alteri inscriptum circumscriptum (Uteri (Diss. Berlin, 1867), e 
Qanzzahlige MuUiplica^ion der elHptisehen Fundionen in Verhindung mit dem 
Schlieasungspróblem (Joum. f. Math., 81, 1876). Cfr. Gundelfinger, Ueher dcts 
ScMiesaungsproblem bei zwei Kegelsehnitte (Ivi, 83, 1877). 

(2) C. Jordan, Georges Halphen (Joum. de Math.. IV, 5, 1889); lAste des 
travaux mathématiques de Oeorges-Henri Halphen (Palermo Rend., 3, 1889). 

(3) V. anche "Vi vanti. Sull'applicazione della funzione ellittica pu alla teoria 
dei poligoni di Poncelet (Palermo Rend., 7, 1893). 

(4) Sui poligoni iscritti e circoscritti alle curve coniche con date condizioni^ 
(Napoli, 1841); Rappresentazione geometrica immediata déU* equazione fonda- 
mentale della teoria delle funzioni diittiche con diverse applicazioni (Napoli, 
Rend., 1843); Studi intorno ad una singolare eliminazione con applicazione 
alla ricerca della relazione tra gli elementi di due coniche^ Vuna inscritta e 
l'altra circoscritta ad un poligono^ ed ai corrispondenti teoremi di Poncelet 
(Napoli Atti, 1863), e Sui teoremi di Poncelet relativi ai poligoni iscritti e 
circoscritti alle coniche (Giom. di Mat., 1, 1863). 

(5) Pei dati biografici intomo a questo geometra, di cui da poco piangiamo 
la perdita, rimandiamo il lettore alla Biographical Notice di A. R. Fòr- 
syth che prelude Vili voi. (1895) di The Colìected Mathematical Papers of 
Arthur Cayley; di più alla Notizia sulla vita e sulle opere di Arturo Cayley 
del Brioschi (Lincei Rend., V, 4, 1895i), trad. in francese in Bull. Se. math., 
II, 19, 1895, e airarticolo Arthur Cayley von M. N6ther (Math. Ann., 46, 1895). 
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invariante betrekking tusschen twee kegelsueden in en om denzelfden 
velhoek beschreven (Nieuw Archief voor Wiskunde , 15, 1888) e 
molto prima il Moutard in un lavoro (1) cui V originalità dei 
concetti e l'ampiezza di v^ute colloca in una posizione eminen- , 
tissima fra quelli riferentisi alla teoria che ci occupa. 

L'angustia dello spazio ci vieta di dilungarci sui lavori nume- 
rosissimi che si proposero il fine modesto di dimostrare con 
metodi differenti da quelli usati da Poncelet e Jacobi i risultati 
da questi ottenuti, e su quelH più significanti phe hanno per 
intento lo studio delle proprietà geometriche dei poligoni di 
Ppncelet (2). Vogliamo invece rilevare come il teorema stabilito 
dal grande geometra francese faccia parte oggi della splendida 
collezione di teoremi di chiusura, alla costituzione della quale 
contribuì potentemente lo Steiner che ne scoperse nel 1832 
uno relativo a cerchi del piano o della sfera (v. Systemaiische 
Entwickelung etc.) ed uno ancora più notevole relativo ai poligoni 
'd'un numero pari di lati inscritti in una cubica piana (Joum. f. 
Math., 32, 1846), a dimostrare il quale ultimo s'indilstria- 
robo^ molti egregi geometri, fra cui basti ricordare il Clebsch 
(Journ. f. Math., 63, 1864), Ed. Weyr (Id., 71^ e 73, 1870-1871), 
lo Schoule (Id., 95, 1883), l'Hurwitz (Math. Ann., 19, 1882)^ 
il Kiipper (Id., 24, 1884), il Disteli {Die Steiner' schen Schlies- 
sungsprobleme nach darstellend-geometrischer Methode, Leipzig^ 
1889; cfr. anche Pieder, Die darstellende Geometrie, etC; HI Th., 
p. 352 e seg., Leipzig, 1888), Martinetti (Palermo Rend., 5, 
1891) e lo Czuber (Journ. f. Math., 114, 1892). Alcune propo- 
sizioni analoghe sono dovute all'August (Archiv. der Math. 59, 
1876), all'.Hamack (1851-18^) (3) (Math. Ann., 12, 1877), al 
Westphal (Math. Ann., 13, 1878), al Porsyth (Proc. L. M. S. 14), 
al Juel (Nyt Tidss. for. Math., 1, 1890) e ad altri che per 
brevità si tacciono. • ^ 

tìiova invece osservare come l'esame della raccolta di lavori 
rìferentesi ai teoremi di chiusura in generale metta in evidenza 



(1) Beeherehes analytiquea sur lea polygones aimultanément inserita et cir- 
conacrits à deux coniqueSy in appendice al primo voi. delle Applications già . 
citate del Poncelet. 

(2) V. in particolare: Halphen, Application de la théorie des caractéristiquea 
pour lea eoniquea à une queation relative aux pólygonea de Poncelet (Bull. Soc. 
phil., Vn, 3, 1876). 

(S) A. Vo88, Zur Erinnerung an Axel Hamack (Math. Ann., 82, 1888). 
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un intimo legame fra questi e la teoria delle funzioni ellittiche. 
Ora, come è stato acutamente notato (1) che in matematica la 
comparsa di una contraddizione qualunque annuncia la presenza 
di una v^ità nascosta capace di comporre il momentaneo dis- 
sidio, così si può dire che un punto di contatto fra dottrine ete- 
rogenee deve trovare la propria giustificazione in qualche verità 
più generale; orbene, pei teoremi di chiusura questa ragione 
superiore consiste in ciò, che ognuno di essi dà luogo ad una 
relazione omogenea doppiamente quadratica fra due serie di va- 
riabili binarie, cioè ad una relazione della stessa forma di quella 
che intercede fra due funzioni ellittiche col medesimo argomentp; 
gli è quello che ha dimostrato il Cayley nella memoria On the 
Porism of the In-and Circumscribed Pólygon and the {2^ 2) Corres- 
pondene of Points on a Canio (Quart. Joum., 11, 1871) (2). E 
queste osservazioni ponendo allo scoperto quella parte di ragio- 
namento che interviene in tutte le dimostrazioni dei teoremi di 
chiusura, diede occasione all'Hurwitz di scrivere una memoria (3) 
in cui non sappiamo se più ammirare la vastità di vedute o la 
perfezione della forma, e colla quale poniamo termine a questa 
digressione, alla qjjiale invano cercheremmo chiusa più degna. 

14. Le memorie di Poncelet Sui centri delle medie armoniche 
(Journ. f. Math., 3, 1828) e SuUa teoria generale delle poUiri 
reciproche (Id. 4, 1829), nonché la posteriore Anali/se des trans- 
versales appliquée à la recherche des propriétés prqjectives des 
lignes et des surfaces (Ib., 8, 1832), ci fanno appressare all'anno 
1837, nel quale venne pubblicato VApergu historiqtie sur l'origine 
et le développement des méthodes en^ geometrie di Michele Chasles 
(1796-1880) (4) , opera aflfascinante in cui l'autore , dopo aver 
esposto con uno stile la cui bellezza potrà raggiungersi ma non 
superarsi tutto quanto costituiva ai suoi tempi il patrimonio 



(1) H. J. Stephen Smith, On the Preaent State and Proapeets of Some 
Branches of Pure Mathematics (Proc. L. M. S., 8, 1876, p. 25). 
' (2) Gir. anche i cap. IX-X della seconda parte del citato Tratte del- 
THalphen. 

(3) Ueber unendlich-tneldetUige geometrisehe Aufgàben insbesondere Uber 
die Schliessungsprobleme (Math. Ann., 15, 1879) ; y. anche la nota dello stesso 
geometra Ueber die Antcendung der elliptischen Punctionen aufein ProbUm der 
Geometrie (Ib.. 19, 1881). 

(4) Cfr. J. Bertrand , Éloge de Michel Chasles in Bevue scientifiqne del 
24 marao 1892. 
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della geometrìa pura, gagliardamente sostenne i diritti che questa 
aveva alla considerazione degli scienziati e che le venivano 
continuamente contrastati dai ciechi adoratori dell'analisi. Non 
bik)gna però credere che questa sìa un'opera di spia polemica, e 
che quindi abbia, oggi che la lotta è finita, soltanto un valore 
storìco. Infatti dal Mémaire de geometrie sur deux principes gène- 
raux de la science, che fa seguito alla parte storico-critica del la- 
voro in questione, s'imparano le proprietà generali delle trasfor- 
mazioni collineari e reciproche sia in generale sia nei casi in 
cui sono involutorìe, mentre nelle trentaquattro note che lo 
corredano sono consegnate importanti investigazioni storiche e 
scientifiche; delle prime nOn occorre far qui esplicita menzione, 
e riguardo alle altre basterà limitarci a nominare quelle sul 
rapporto anarmonico , sull' involuzione e sulla legge di conti- 
nuità, giacché delle rimanenti, essendo più speciali, è meglio 
rimandare l'esame a più opportuno momento. 

Ma nell'intervallo di tempo interposto fra la comparsa degli 
scritti di Poncelet e la pubblicazione dell'opera di Chasles, la Ger- 
mania erasi destata dal torpore in cui l'avevano immersa per 
mezzo secolo i soporiferi lavori della " Scuola dei combinatori », 
torpore dal quale non volle riscuoterla la voce possente di Gauss (1) 
(1777-1855), il princeps mathematicorutn, colui che Jacobi non 
esitò a paragonare ad Archimede, trovando ne' suoi lavori sco- 
perte egualmente profonde che in quelli dell'antico, esposte in 
forma altrettanto perfetta e con ideale rigore scientifico; colui 
la cui preminenza mentale si manifesta, come nota il Borchardt, 
nell'influsso decisivo che ha esercitato sulla matematica del 
nostro tempo , penetrando in ogni sua ricerca fino all'ultimo 
midollo, appurando ed ampliando i concetti fondamentali delle 
matematiche, stringendo in fasqio sotto leggi generali fatti che 
erano rimasti inesplicati o solitari,* e congiungendo il rigore dei 
metodi antichi al libero atteggiarsi dell'analisi moderna. 

n ridestarsi in Germania dello spirito d'indagine è contrasse- 
gnato da un nuovo trasferimento dello scettro matematico, il 
quale si può considerare per avvenuto nel 1826 , anno di fon- 



(1) Cfr.: Sartorias von Walterhausen, Gauss zum Gedàehtniss (Leipzig, 1856); 
Schering, Zur Peter ékr hundersten Wiederkehr von Oauss^ Oeburtstag (G6tt. 
Nachr., 1877; trad. italiana in Ann. di Mat, II, 9, 1878-79). 



i 
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dazione per opera di A. L. Creile (1780-1855) d'una pubblica- 
zione periodica a cui Abel (1802-1829) (1)/ e Jacobi, Steiner e 
Plucker, Mdbius e Staudt assicurarono ben presto una rino- 
manza «non destinata a perire; ed è appunto a questi ultiAii 
quattro scienziati che la geometria è debitrice di essere ritor- 
nata in onore all'orienta del Reno: ad essi è pertanto dover 
nostro di dedicare qualche linea di questo capitolo introduttorio. 



15. Il più poderoso dei lavori di M5bius (1790-1868) (2) nel 
campo della geometrìa è quello avente per titolo Der barycen- 
trische Calcul (Leipzig, 1827) (3); ivi le antiche nozioni sopra 
i baricentri d'un sistema di punti vengono poste a fondamento 
di un importantissimo calcolo, il quale conduce ad un nuovo 
sistema di coordinate, di cui l'autore dimostra l'applicabilità 
allo studio delle curve piane e sghembe e alla ricerca delle 
proprietà di nuove trasformazioni geometriche. Ulteriori applica- 
zioni degli stessi metodi sono contenute in memorie che l'autore 
inseri nei voi. .5 (1830), 24 (1842), 26 (1843) e 37 (1844) del 
Joum. f. Math., mentre nuove' specie di trasformazioni (af&nità 
circolare, involuzione, simmetria, trasformazioni elementari) gi- 
rono da lui esposte in altri scritti, i cui titoli noi ci dispensiamo 
dal citare qui per esteso, nulla di. più agevole essendo del rin- 
tracciarli ora che è compiuta la stampa delle sue Opere com- 
plete. Altre sue ricerche di genere differente verranno ricordate 
più avanti; qui facciamo un'eccezione soltanto a favore di quelle 
sopra i segni delle figure piane e solide (esse fra l'altro con- 
dussero alle nozioni di poliedri senza volume e di superficie unila- 
terali), sui poliedri, aulV Ausdehnungslehre di R. Grassmann (1809- 
1877) e sui quaternioni di W. R. ^Hamilton (1805-1865) , non 
potendo esse trovare più opportijna menzione nella nostra storia. 

Mòbius contribiH anche al* progresso della meccanica, dell'ot^ 
tica, dell'astronomia, nonché dell'analisi, ma questi suoi lavori 



(1) BierkneBS, Niels- Henrik Abd, Tableau de sa me et de son action sden- 
tifique (Paris, 1885). 

(2) Cfr. lo schizzo bio-bibliografìco premesso dal Baltzer a August Ferdinand 
Mòbius Gesammelte Werke (Leipzig, 1885-1887). 

(3) Notisi come un lavoro precedente sopra Zwei geometrisehe Aufgahen 
(inserito in un volume di Bèobachtungen auf der K, Univ.-Stemwarte zu 
Leipzig) dimostri che fino dal 1823 il Mdbius conosce^ e sapeva adoperare 
maestrevolmente il calcolo baricentrìco. 
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escono dalla cornice del nostro quadro ; se li ricordiamo è per 
rilevare come essi palesino una sostanziale differenza fra lui e 
l'altra delle stelle di prima grandezza che illuminavano in 
quell'epoca il cielo della matematica tedesca, cioè J. Steiner 
(1796-1863) (1), il quale fu così esclusivamente geometra, che 
coiranalisi non volle mai scendere palesemente a patti (2). Tutti 
sanno come nella sua Systematische Enttvickelung der Abhàn- 
gUfkeit geometrischer OestaUen von einander (Berlin, 1832) ** viene 
rivelata l'organizzazione in forza della quale i più svariati fe- 
nomeni dello spazio sono fra loro connessi ,, come ivi siano 
rigorosamente stabiliti i prìncipi mediante i quali quel grande 
geometra potè compiere le meravigliose scoperte che partita- 
mente verranno citate nel corso del nostro raccpnto ; qui soltanto 
vogliamo rìcordare, in primo luogo come la possibilità di fon- 
dare sopra di essi una completa trattazione delle sezioni coniche 
emerga dalle Vorlesungen iiber synthetische Geometrie (2* ed. , 
Leipzig, 1875-1876) che due egregi discepoli di Steiner (il Geiser 
e lo Schrdter) pubblicarono col nome di lui, ed in secondo luogo 
com'egli abbia in più occasioni dimostrato che il ragionamento 
puro, indipendente dal calcolo, possa venire adattato anche alla 
misura od al paragone di aree e volumi, e ne abbia offerto il più 
memorabile esempio nelle mefnorie Sui massimi ed i minimi, a 
dimostrare il valpre delle quali basti dire che il calcolo delle 
variazioni non seppe trovare che lungo tempo dopo Steiner e 
per la via da lui ^aperta i mezzi di tener dietro alla sintesi nella 
risoluzione di siffatte questioni (3). 



(1) Cfr. C. F. Geifler, In memùria di Jacopo Steiner (trad. italiana in Ann. 
di Mai, II, 7, 1875-76). 

(2) Come è noto nelle opere di Steiner s'incontrano innumerevoli propo- 
sizioni soltanto enunciate; un catalogo completo dei lavori intesi a dimo- 
strarle riuscirebbe estremamente utile ed h pertanto desiderato. 

(3) Le memorie originali di Steiner sui massimi e sui minimi vennero 
pubblicate completamente soltanto dopo la di lui morte fra le sue opere 
complete; prima ne erano stati pubblicati dei frammenti nel Joum. f. Math. 
ed nel Jaurn, de Math. In tale genere di ricerche Steiner fu seguito dal 
Lindel5f {Propriétés générales dee pólyèdres qui, sona une étendue superficielle 
donnée, renferment le plus grand volume, Math. Ann., 2, 1870 o Petersb. Bull., 
14, 1870; Quelqttea proUèmes relatifs à VéUipse et à Véllipsotde, Nouv. Ann., 
II, 10, 1871), dal Bauer {Ueber Maximum und Minimum geometrischer Figuren, 
ZeitBcbr. f. Math., 11, 1866), da R. Sturm (Bemerhungen und Zusàtze zu 
Steiner'Sf AufBdtzen Uber Maximum und Minimum, Joum. f. Math., 96, 1884 ; 
WUrfel und regulàres Tetraeder ala Maximum ttn^ Minimum,. Ih. 97, 1884), 
da Sturm e Lampe ( Ueber das Minimum dea Inhaltes einea Vierecka bei gege- 

Leftu, R pauaio ed H prttnU deOe principali Uorié gt^metrtche, ^S 
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Meno esclusivista di Steiner fu C. G. v. Staudt (1798-1867) (1), 
il quale non seppe completamente sottrarsi all'influenza del suo 
grande maestro Gauss e dedicò una parte della propria attività 
intellettuale a ricerche sulla teoria dei numeri. Una parte, ma 
non la più elevata e decisiva, che questa venne assorbita dalla 
soluzione del grande problema di trattare la geometria di po- 
sizione senza introdurre alcun concetto metrico; la Geometrie 
der Lage (Nurnberg, 1847), ed i Beitrdge, di cui egli la corredò 
negli anni 1856, 1857 e 1860, fanno fede del risultato completo 
che ebbero gli assidui e geniali suoi sforzi per depurare da qual- 
siasi elemento estraneo quella geometria proiettiva di cui poco 
dianzi avevano gettate le basi Poncelet e Ghasles in Francia, 
Steiner e M5bius in Germania. Non è in poche parole che si 
può delineare il contenuto di questi scritti che meritarono a 
Staudt l'invidiabile epiteto di ** Euclide del secolo XIX»; ricor- 
deremo soltanto la nuova definizione di proiettività ivi esposta, 
la quale non contiene se non quanto è necessario e sufficiente, 
e quelle di conica e di quadrica, le quali, abbracciando anche 
curve e superficie immaginarie , possono gareggiare con quelle 
analitiche e al pari di queste sono suscettibili di essere estese a 
curve e superficie d'ordine qualsivoglia ; aggiungeremo che le ri- 
cerche sull'immaginario in geometria valsero a fugare lo ^ spettro ^ 
che aveva perseguitato lo Steiner negli ultimi anni della sua vita, 
ed a rendere superfluo il "^ principio di continuità „ che aveva fatto 
pullulare gli oppositori alle dottrine di Poncelet (2). Altri lavori 



henen Seiten^ Ib., id.), daSchwarz (Beweis dee Sàtzes, dosa dieKugd Heinere 
Oherfi&che hesitzt ah jeder andere KSrper gleichen Volumens) GOttìng. Nachr., 

1884) e da E. Eòtter {Ueber diejenigen Pólyeder die bei gegebenen GaUung 
und gegebenen Volumen die Ideinste OberflUche besitzen, Joiim^ f. Math., 110, 
1892). 

(1) Cfr. lo studio di G. Segre premesso a Geometria di posizione di C, G. C. 
von Staudt, trad. dal tedesco a cura del Dr. M. Pieri (Torino, 1888). 

(2) Fra tutte le investigazioni di Staudt sono queste indubbiamente le 
più astruse ; perciò i risultiati di esse si disuserò più difficilmente pel mondo 
matematico; a facilitarne Tintelligenza s^industriarono in vario modo ilLù- 
roth (Math. Annalen, 8, 1875 eli, 1877), l'August (Programm der Friedrichs- 
Realschule, Berlin, 1872), lo Stolz (Math. Ann., 4, 1871); Henri J. Stephen Smith 
(Ann. di Mat., II, 3, 1869-70) , H. Wiener {Bein geometrische Theorie der Dar- 
stellung binàren Formen durch Punktgruppen auf den Geraden, Darmstadt 

1885) ed il Segre (Torino Mem., II, 38, 1886, e Joum. f. Math., 100, 1886). 
Alla teoria degli immaginari! di Staudt si collega la * Rechnang mit 
Wiirfen , a cui il Lùroth (Mem. citate), lo Sturm (Math. Ann., 9, 1876) e lo 
SchrOder (Id., 10, 1876) dedicarono delle ricerche speciali. 
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minori di Staudt contengono delle applicazioni delle dottrine an- 
zidette, e, dimostrando com'egli sapesse debitamente apprezzare 
e magistralmente trattare le questioni metriche, fanno rimpian- 
gere che non gli sia stato concesso di dare alla Geometrie der 
Lage una sorella colla Geometrie des Masses ch'egli aveva pro- 
gettata (1). 

Indirizzo completamente differente dalle indagini di Standt 
hanno le pubblicazioni di Giulio Pliicker (1801-1868) (2) al quale 
la geometria analitica è debitrice di decisivi progressi; a lui in- 
fatti si deve lo sviluppo delle coordinate omogenee e di quelle 
poliedriche (3), delle coordinate della retta nel piano (4) e del 
piano nello spazio (5); a lui, tacendo pel momento della geo- 
metria della retta nello spazio di cui tratteremo ex professo nel 
Cap. VII, si devono finalmente svariate ed importantissime ap- 
plicazioni del *" metodo della notazione abbreviata » (6) di cui 



(1) Gli è ispirandosi ai concetti di Staudt, anzi svolgendoli egregiamente, 
che il Jnel (nella Dissertazione Bildrag tU den imagituiere Linies og den 
itnaginctere Plants Geometri, Eopenhagen, 1885, e nell'articolo Ueber einige 
Qrundgehilde der projecHven Geometrie, Acta, 14, 1889) ed il Segre (nell'interes- 
sante grappo di note sopra Un nuovo campo di ricerche geometriche, inse- 
rite in Torino Atti, t. 25 e 26, 1890 e 1891) scoprirono delle nuove cor- 
rispondenze e delle nuove figure che è necessario considerare per esaurire 
la geometria proiettiva del piano completo (cioè con punti reali e com- 
plessi). Nella stessa direzione procedette lo Sforza scrivendo il Contributo 
dUa geometria complessa (Giom. di Mat., 80, 1892). 

(2) Cfr. A. Clebsch, Zum Ged&chtniss an Julius FtUcker (Gòtting. Abh., 15, 
1872). Nota a questo proposito giustamente il Beltrami, che il miglior 
elogio che si possa fare a Plùcker, considerato come geometra, è questo, 
che Clebsch non ha potuto tessere il racconto dei suoi lavori, senza rifare 
in gran parte la storia della moderna geometria analitica , (Giom. di Mat., 
11, 1873, p. 153). Oltre a numerose memorie pubblicate in massima parte 
nel Journal f Math., a Plùcker siamo debitori di cinque grandi opere geo- 
metriche; sono: Analytisch-geometrische Entwickelungen (Essen, 1828-1831), 
System der analytischen Geometrie (Berlin, 1835; cfr. ÌAnzeige datane da 
Pliicker stesso in Joum. f. Math., 10, 1833), Theorie der algebraischen Ourven 
(Bonn, 1839), System der Geometrie des Baumes (DfSsseldorf, 1846) e Neue 
Geometrie des Baumes (Leipzig, 1868-1869). 

(3) Ueber ein neues Coordinatensysthem (Journ. f. Math., 5, 1829). 

(4) Uà>er eine neue Art, in den analytischen Geometrie Punkte und Curve 
durch Gleichungen darzustellen (Ib., 6, 1829). 

(5) Note sur une théorie generale et nouvelle des surfaces courbes (Ib., 9, 1831). 

(6) Udter ein neues JMncip der Geometrie tmd den Gébruch unbestimmter 
Sifmbole und Xhefficienten (Ib., 5, 1829); Anatytisch-^eometrische Aphorismen 
(Ib., 10 e 11, 1831); Ueber Curven drifter Ordnung und analytische Beweis- 
fUhrung (Ib., ?4, 1847). 



-sc- 
egli è uno dei creatori (1), e di quello della " numerazione delle 
costanti , che, spesso ma non sempre , egli seppe adoperare a 
dovere (2). Se noi ci dispensiamo dair enumerare in questo 
momento i nuovi risultati di cui la scienza nostra è a lui debi- 
trice, gli ò che riteniamo assai più conveniente il farne cenno 
descrivendo l'evoluzione successiva delle singole teorie che costi- 
tuiscono la geometria moderna ed alle quali è ornai tempo che 
ci volgiamo, avendo finito lo schizzo del movimento intellettuale 
che preparò l'epoca attuale. Vedremo così come i grandi di cui 
ora apprendemmo resistenza siano stati seguiti da una numerosa 
e brillante coorte di discepoli, i quali, spigolando nei campi disso- 
dati dai maestri , mostrarono la fecondità dei semi che questi 
vi avevano gittati. 



(1) Di questo procedimento (immaginato anche dal Bobiliier) il Plueker 
rileva le qualità più pregevoli con le parole seguenti : ' Heine Gleichungs- 
formen sind voUst&ndlge Darstellungen graphischer Gonstructionen in ^en 
nichtfi fremdartiges sìcH findet; es sind ideale mit analTtischen Symbolen 
hingezeichneten Fignren , (Joum. f.' Math.,34, 1847, p. 882). 

(2) Niuno ignora quanto sia pericoloso questo ajrtifìcio del resto fecon- 
dissimo (cfr. ad es. la recente memoria pubblicata dal Eùpper nei Math. 
Ann., 22, 1888); il Plùcker che ne conosceva e vantava le qualità, ne cono- 
sceva pure gli inconvenienti e spesso riusci ad evitarli nel modo descritto 
dal Glebsch nella Commemorazione dianzi citata. 
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CAPITOLO n. 



Teoria delle curve piane algebriche. 



1. La teoria generale delle curve piane nacque dalla geometria 
cartesiana. È facile rendersi ragione dell'avere tardato sino a 
questo momento a sorgere una dottrina di così capitale impor- 
tanza; infatti y la distinzione delle curve in algebriche e tra- 
scendenti, la nozione d'ordine d'una curva algebrica, l'esatta de- 
finizione di curva generale nel proprio ordine, sono tutti concetti 
che l'analisi non incontra alcuna difficoltà a caratterizzare con 
pieno rigore, mentre la pura geometria degli antichi non vi 
riusciva, e la pura geometria dei moderni dovette e deve tut- 
tora faticare non poco per gareggiare con la propria sorella. 

Che la geometria analitica corazzata con i procedimenti infini- 
tesimali fosse veicolo più di qualunque altro rapido e sicuro per 
arrivare a conoscere le proprietà comuni a tutte le linee alge- 
briche, è dimostrato dalla facilità (relativa almeno) con cui queste 
vennero scoperte. Infatti il primo lavoro che si riferisce a questo 
argomento, VEnumeratio linearum tertii ordinis di Newton, benché 
pubblicato nel 1701, sembra stato scritto prima del 1678 (1); 
ivi sono enunciate tre proposizioni generali importanti assai sulle 
curve algebriche, le quali sono estensioni di altrettanti teoremi 
sulle coniche (2). Si dovrebbe, con Chasles, far eco alle parole di 
Cramer il quale dice essere *^ da lamentare che Newton siasi con- 
tentato di esporre le proprie scoperte senza corredarle delle rela- 
tive dimostrazioni, e che abbia preferito' il piacere di farsi am- 



(1) Ball, A 8hort Account on the Hiatory of Mathematics (Cambridge, 1888) 
pag. 821. 

(2) n lettore ne troverà gli enunciati in Chasles, Ap, hist, (2* ed., 1875), 
pp. 144-145. A questo grande geometra siamo debitori di un'elegante ap- 
pUcasdone dei teoremi di Newton alla Construction graphique dea tangentes 
et dea rayana de caurbure dea courbea géométriqtiea (Bull, de Férussac, 18, 1830), 
completata più tardi da H. J. Stephen Smith (On aome Geometrical Cona- 
tructionaf Cambridge Journ., 7, 1852). 
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mirare a quello di istruire „ (1), ove non si riflettesse essere 
stato il suo silenzio uno stimolo potente a nuove indagini capaci 
di sopperirvi, sicché Tinfluenza ieìVEnumeratio fu quale ogni 
opera può desiderare. A provarlo ricorderemo il lavoro di Stir- 
ling (1696 circa-1770) intitolato Lineae tertii ordinis Newianianae 
sive Illustratio tractatus Newtoni de enumeratione linearum tertii 
ordinis (Oxoniae, 1717) ed il Traité des lignea du troisième ordre 
(Mém. de l'Acad. pour l'année 1731, Paris, 1733) di Nicole (1683- 
1758), nei quali, a tacer d'altro, si trova determinato il numero 
dei punti arbitrari pei quali si può far passare una curva generale 
di dato ordine e sono dimostrate delle proposizioni (2) intomo 
al numero ed alla situazione degli asintoti dalle quali emerge 
ridentità di comportamento fra essi e le tangenti. Nuove con- 
ferme all'influenza esercitata da Newton le troviamo nei tentativi 
di due suoi discepoli, Cotes (1682-1716) e Maclaurin (1698-1746), 
di accrescere il numero delle proprietà comuni a tutte le curve 
algebriche: VHarmonia mensurarum (Cambridge, 1722) del primo 
e il De linearum geometricarum proprietatibus generalibus tractatus 
(Londra, 1720) (3) del secondo testificano a sufficienza quanto 
questi tentativi siano stati coronati da buon successo. Di altre pro- 
posizioni analoghe siamo debitori a Waring (1736 circa-1798) (4); 
ma già prima di lui Maclaurin (5) e Braikenridge (6) , svilup- 
pando alcune idee schizzate da Newton nélVEnumeratio (7), arri- 
varono ad assegnare per le curve d'ordine superiore delle gene- 



(1) y. la pre&zioiie (p. vni) àeìVIntroduction citata più innanzi. 

(2) Sono riprodotte néiV Introduction di Cramer, pp. 842-351. 

(3) Tradotto in francese dal De Jonquiéres ed inserito in appendice ai 
Mélanges de geometrie pure (Paris, 1856). 

(4) Miscellanea analytica de aequitatibus algebraicis et curvarum proprie- 
tibtia (Cambridge, 1762); Proprietates algébricarum curvarum (Ib., 1772; Phil. 
Trans., 1763 e 1764). Nel primo di questi scritti in particolare è osservato 
(p. 100) essere la classe di una curva di ordine n inferiore a n', e altret- 
tanto potersi dire pel numero delle normali uscenti da un punto qualunque. 

(5) Geometria organica sive descriptio linearum curvarum universalis 
(London, 1720; cfr. Phil. Trans., 1719, e De Jonquiferes, Note sur la geometrie 
organique de Maclaurin contenant diverses applications des théories de la geo- 
metrie moderne^ Joum. de Math.i II, 2, 1857). 

(6) I dati biografici su questo geometra mancano completamente; lo os- 
serviamo sperando che qualcuno vorrà occuparsi di cercarli. L*opera a cui 
alludiamo nel testo è VExercitatio geometriae de descriptione linearum cur- 
varum (1733, cfr. Phil. Trans., 1735). 

(7) Cfr. C. Taylor On Newton's organic Description of Ourves (Cambridge 
Proc. 3, 1880). 
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razioni organiche assai notevoli, analoghe a quello che questo 
grande aveva scoperte per le coniche. 

2. I. teoremi generali testé nominati sono d'indole metrica; 
malgrado la tendenza verso il campo proiettivo che in questo 
secolo domina la geometria, i matematici volilo e seppero 
aggiungere a quelle proposizioni delle nuove analoghe non prive 
d'importanza e valore. Citeremo fra queste anzitutto il seguente : 
^ il centro delle medie distanze dei punti di contatto dello tangenti 
d'una curva algebrica aventi una stessa direzione, non muta al 
variare di questa „, che Chasles fece conoscere nei due Mémoires 
sur la transformation des figures inseriti nella Correspondance 
mathématique (5 e 6, 1829 e 1830). Va poi ricordato il Mémoire 
sur la théorie des diamètres rectilignes des courbes quelconques 
(Joum. f. Math. , 14, 1849) di P. L. Wantzel (1814-1848), la 
grande memoria di Steiner Veber solche algebraische Curven 
wdche einen MiUelpunkt haben ecc. (Journ. f. Math., 47, 1854), 
le note di Chasles intitolate Propriétés des diamètres des courbes 
géométriques (C. R., 72, 1871), Propriétés générales des courbes 
géométriques relatives à leurs axes hcymoniques e Théorènies re- 
latifs aux axes harmoniques des courbes géométriques (C. R., 73, 
1871) (1), ed il recente scritto di E. Ciani Le linee diametrali 
deUe cUtrve algebriche piane e in particolare i laro assi di sim~ 
metria (Pisa Ann., 6, 1889). Al primo dei citati scritti di Chas- 
les si collega il notevole scritto di J., Liouville (1807-1882) Sur 
quelques propositions générales de geometrie et sur la théorie de 
l'élimination dans les équations algébriques (Journ. de Math., 6, 
1841; cfr. Fouret Démonstration et application d'un théorème de 
Liouville sur l'élimination , Nouv. Ann., IH, 9, 1890), la conti- 
nuazione di esso intitolata Développements sur un théorème de 
^^cwn^^rie (Journt de Math., 9, 1844), ed i complementi che esso 
ricevette per opera del Duhamel e di 0. Terquem (1782-1862), e 
che quest'ultimo espose nell'articolo Démonstration du théorème de 
M. Chasles sur les tangentes parallèles et les plans tangents parai- 
lèles (Nouv. Ann., 4, 1845). Invece alcune delle proposizioni che 



(1) Altre proposizioni 'congeneri del medesimo autore verranno citate 
nel n. 9 del cap. IX. 
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sono enunciate nella memoria di Steiner furono dimostrate 
(dopo d'averle sottoposte ad una trasformazione proiettiva) dal 
Giissfeldt nel lavoro Ueber Gurven , wdche einen harmonischen 
Poi und eine harmonische Oerade besUzen, und darUuf bezUgliche 
Eigenschaften allgemeiner algebraischer Gurven, mit besanderer 
Berucksichtigung der Gurven dritter Ordnung (Math. Ann., 2, 
1870) e dal Bobek nella nota Ueber die Stmnerschen Mittd- 
punktscurven .(Wien^er Ber., 98, 1889). Né vanno dimenticati 
l'altro scritto di Steiner Von dem Krummungs^Schwerpunkt ebener 
Gurven (Joum. f. Math., 21, 1840; cfr. C. Neumann Sul bari- 
centro di curvatura delle curve algebriche, Ann. di Mat., Il, 1, 1868), 
VJ^ication de quelques théorèmes de geometrie (C. E., 20, 1845) 
e la Note sur lea centres des lignee et des surfaces algébriques 
(Joum. de Math., 11, 1846) del Bréton (de Champ), la nota Di 
alcune proprietà generali delle curve algebriche (Giom. di Mat., 4, 
1866) del Beltrami, nonché le memorie del Minding Sur la somme 
des carrés de toutes les droites qui à partir d'un point donne 
coupent sous un angle donne une courbe algébrique (Joum. f. Math., 
Jl, 1834), di G. Fouret Sur quelques propriétés relatives aux 
points d'inddence des droites issues d'un ménte point et rencon- 
trant une courbe algébrique sous un méme angle (Palermo Rend., 
5, 1891) e del Birkeland Ein Satz ilber algebraische Gurven 
(Monatshefte, 1, 1890); né si possono passare sotto silenzio il 
Mémoire sur les polaires inclinées (Nouv. Ann., 18 e 19, 1859 e 
1860) del Dewulf e le geniali ricerche dell'Hurwitz Ueber Tan- 
gentenconstructionen (Math.'' Ann., 22, 1883), aventi lo scopo di 
generalizzare VEinfache Gonstruction der Tangenten an die allge- 
meine Lemniscate inventata da Steiner (Journ. f. Math., 14, 1835). 
Malgrado il valore di questi scritti, si può ritenere che la 
chiave per impadronirsi delle più interessanti e riposte proprietà 
metriche delle curve sia stata somministrata fii geometri da 
Pliicker colla generalizzazione che egli — inspirandosi senza 
dubbio a Poncelet * — propose per l'antica nozione di fuoco 
d'una conica nella celebre memoria Ueber solche Punkte, die bei 
Gurven einen hòheren Ordnung als der zweiten den Brenn-- 
punkten der Kegelschnitte entsprechen (Joum. f . Math., 10, 1833 ; 
cfr. Siebeck Ueber eine neue Behandlungsweise - der Brennpunkte, 
Ib., 64, 1865). Chi voglia convincersi della verità di quest'asser- 
zione non ha che da consultare le memorie che da essa derivano 



— 41 — 

e di cui le seguenti sono for^e le più importanti (1): Laguerre, 
Théorèmes généraux sur Us courbea planes algébriques (C. R., 60, 
1865), Sur qudques propriétés des courbes algébriques (Id., 70, 
1875) Q'Sur les polaires d'une droìte rdativement aux courbes et aux 
surfaces algébriques(Bulh S. M. F., 3, 1875); Clifford, On the Theory 
of Distance» (Btìì. Ass. 1869; cfr. Mathematical Papera, London, 
1882y.p. 147-151 e 612); E. Holst, Ein Paar allgemeine metrische 
Sdtz fur algebraische Curven (Math, Ann., 11, 1877) e Ein P(mr st/n- 
thetisches Methoden in der metrischen Geometrie mit Anwendungen 
(Lie Arch., 7, 1882); C. Stéphanos, Sur certaines directions de trans- 
versales des courbes algébriques qui correspondent aux directions 
des axes de coniques (Bull. S. M. F., 9, 1881); Fierì, Sopra al- 
cuni problemi riguardanti i fasci di curve e di superficie algebriche 
(Giom. di Mat., 24, 1886); Hurabert, Sur quelques propriétés 
métriques des courbes (Nouv. Ann., Ili, 6, 1887); Fouret, Sur 
quelques propriétés involutives des courbes algébriques (Palermo 
Rend., 3, 1889); Amigues, Théor^e sur les foyer s d'une courbe 
quelconque (Nouv. Ann., Ili, 11, 1892); P. H. Schoute, Sur une 
relation generale dans la théorie des courbes planes (Acad. d'Am- 
sterdam, Yerslagen, 1892-93); Gob, Extension et application du 
théorème de Netvton (Belgique Bull, IH, 28, 1894). 

3. Mentre le verità ricordate nel n. 1 furono in massima parte 
scoperte coll'aiuto delle coordinate cartesiane, all'analisi infini- 
tesimale siamo debitori della conoscenza della esistenza e delle 
proprietà di punti speciali sulle curve. Tacendo dei flessi, che 
vennero studiati per la prima volta metodicamente nell' appen- 
dice alla seconda edizione (1668) del Mesolabium di B. F. De 
Sluse (1622-1685), il quale considerò anche le curve .che ta- 
gliano una data nei propri punti d'inflessione, ricorderemo che nel 
carteggio di Giovanni BemouUi (1667-1748) con Leibniz (Leibni- 
zisens Math. Schriften, ed. Gerhardt, 3, p. 185) del* luglio 1695 
è discorso delle cuspidi la cui presenza è segnalata nella para- 
bola semicubica. Che un punto di tal natura sia caso speciale 



{l\, Chiediamo venia al lettore per questo ed altri aridi elenchi di lavori, 
e confidiamo che il )[>erdono non ci verrà negato da chi rifletta essere 
l'opera presente, piuttosto che una guidUf un orario ferroviario in cui pertanto 
il lettore troverà meno descrizioni che enumerazioni di paesi; possa esser 
dessa di ^ovamento a chi sta per tracciare il proprio itinerario scientifico! 
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di un punto doppio avvertì più tardi il Saurin (1659-1737) 
nella memoria intitolata Remarques sur un cas singulier du pro^ 
blème des tangentes (Paris, 1723); che oltre alle cuspidi dell'an- 
zidetta specie altre ne esistano, osservò il marchese de l'Hò- 
pital (1661-1704) nella sua ben nota Analyse des infiniment 
petits pour V intelligence des lignes courbes (Parigi, 1696) (1); e 
la nuova singolarità apparve ad Eulero abbastanza impor- 
tante per dedicarvi un lavoro speciale (2). Né sfuggì l'esistenza 
di punti in cui la tangente ha colla curva un contatto ancor 
più intimo d'una tangente d'inflessione; infatti il Maupertuis 
(1698-1759) nella memoria Sur qudques affections des courbes 
(Mém. de Paris, 1729) considerò il caso del contatto di terzo 
ordine, mentre del caso generale trattò più tardi il Cramer nella 
grande opera che esamineremo fra breve. Aggiungiamo che ad 
uno dei più abili commentatori di Cartesio, cioè l'abate de Gua 
de Malves (1714-1785), siamo debitori (3) dei criteri analitici 
per riconoscere i punti multipli delle curve piane e quindi di 
un metodo per assegnarne le coordinate. 

4. I lavori citati nei nn. 1 e 3 portarono ad un numero con- 
siderevole le cognizioni intomo alle curve piane in generale, 
sicché verso la metà del secolo XVlll a due eminenti geometri 
parve giunto l'istante di raccoglierle coordinandole: alludiamo 
a Leonardo Eulero e Gabriele Cramer (1704-1752), al secondo 
volume delV Introductio in analysin infinitorum (Lausannae, 1748) 
di quello, alYlntroduction à Vanalyse des ligne» courbes algébri- 
ques (Genève, 1750) di questo, opere che per ineluttabile neces- 
sità dovevano avere ed effettivamente presentano molti punti 
di contatto. Alcune delle investigaaioni ivi esposte (per esempio 



(1) Cfì*. Enestròm Sur la pari de Jean Bemolli dans la ptiblieation de 
V * Analyse des infiniment petits , (Bibl. math., 1894). 

(2) Sur le point de rebroussement de la seconde espèce de M. le marquis de 
VHòpital (Mém. de Berlin, 5, 1749); vedi anche Cayley, Onthe Cusp of the 
second Kind or Nodecusp (Quart. Joum., 6, 1964). 

(3) Usage de Vanalyse des Descartes pour découvrir, sans le secours du ealcul 
différentiel, les propriétés des lignes géométriques de tous les ordres (raris, 
1740). Che quest^opera, malgrado i suoi pregi, non sia esente da gravi im- 
perfezioni é detto senza reticenze da Cramer nella prefazione alVIntrodttetion 
già menzionata. 
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quelle su i diametri, gli asintoti (1) ed i centri (quando esistono)) 
perdettero buona parte del loro valore dopo che si apprese a 
considerare le proprietà metrìche come casi • particolari delle 
proiettive (v. Gap. X) ; ma altre meritano un posto eminente es- 
sendo state il punto di partenza di ulteriori ricerche importanti. 
Rileveremo anzitutto Tuso della rappresentazione parametrica delle 
coordinate dei punti d'una curva (Cramer,p. 33; cfr. Introductio, 1, 
p. 39-46), poi le osservazioni di Cramer (1. e, p. 78-79) e di Eulero 
{Sur une contradiction apparente dans la doctrine des lignes courbes, 
Mém. de Berlin, 4, 1748) intomo alla possibilità di far passare 

una curva d'ordine n per più di J^ punti , osservazioni 

importantissime, che diedero origine al così detto ^ paradosso di 
Cramer „, proposizione che molti scienziati si sforzarono di depu- 
rare da ogni traccia d'eccezionalità. Ricorderemo anche il teorema 

* se degli T punti per cui deve passare una curva d'ordine 

n, pili di mn si trovano su una curva dell'ordine w < n, la curva 
d'ordine n è composta » (Cramer, 1. e, p. 78), il quale può riguar- 
darsi come la prima pietra di quel grandioso monumento costruito 
con una folla di bei teoremi di Gergonne (2), di Pllicker (3), di 
Jacobi (1804-1851) (4), di Cayley (5) ed in cima al quale si trova 
l'interpretazione geometrica del celebre teorema di Abel (6). 



(1) Notiamo a questo proposito con S. Gtìnther {Albrecht DUrer, einer der 
BegrUnder der neueren Curventheorie , Bibl. math., 1886) che la nozione di 
asintoto curvilineo d può far risalire ad Alberto Dùrer (1471-1528) che vi al- 
luse nel 1525. 

(2) Sur quelques lois qui régissent les lignes et les surfaces cUgébriques 
(Ann. de Math., 17, 1826-27). 

(8) Recherehes sur les courbes cUgébriques de tous les degrés (Ivi, 19, 1828- 
• 1829), Htéarhnes généraux concernant les équations d'Un degré quelconque entre 
un nombre quelconque d'inconnues (Joum. f. Math. 16, 1837; alcune inesat- 
tezze che vi si trovano furono segnalate da A. SchOnfliess a p. 608 di Ju- 
lius FlUckers Gesammelte wissenschaftliche Abhandlungen, 1, Leipzig 1895). 

(4) De relation, quae locum habere debeni inter puncta intersectionis ^ ecc. 
(Joum. f. Math., 15, 1836). Cfr. Lejeune-Diriohlet, Gedàchtnissrede auf C, G. 
J, Jacobi (Beri. Abh., 1852). 

(5) On the Interseetions of Curves (Cambridge Joum., 3, 1845), On the 
Theory of Algebraic Curves (Ivi, 4, 1843), On the Theory of Involution in Geo- 
metry (Cambridge Joum. 2, 1847) e On the Intersection of Curves (Math. Ann., 
30, 1887); quesVultima nota in risposta alle osservazioni contenute nell'articolo 
del Bacharach Ueber den Cayley'sche SchnittpunctsatZy Ib., 26, 1886). Si veda 
anche Tinteressante articolo • dello Zeuthen Sur la détermination d*une courbe 
àlgébrique par des points donnés (Ib., 31, 1888). 

(6) Nei tre articoli del Woepcke intitolati: Nouveaux théorèmes rélatifs 
aux interseetions de certains systèmes de courbes ou de surfaces (Joum. de Math., 
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E giacché l'ordme cronologico ci costrinse a considerare si- 
multaneamente le due opere congeneri di Gramer e di Eulero, non 
possiamo esimerei dal paragonarle fra loro e constatare come la 
prima sia discutibilmente superiore alla seconda: donde anche la 
ragione per cui essa trova oggi assai più lettori di questa. Anche 
tacendo del fatto che neW Introduction si trova determinato il nu- 
mero delle intersezioni di due curve .piane algebriche qualisivo- 
gliano, perchè la stessa questione venne da Eulero trattata nella 
. memoria intitolata Démonstration sur le nombre dea points où 
deux lignes d'un ordre quelconque peuvent se couper (Mém. de 
Berlin, 4, 1748), importa per converso ricordare l'esame minuzioso 
(p. 562-568) di ti^te le complicazioni che possono presentare i 
punti multipli d'una curva d'ordine < 7, e le osservazioni (p. 455- 
59) intomo al numero ed alla molteplicità dei punti singolari 
che può avere una curva di dato ordine: e queste fanno ri- 
scontro ad un errore grave commesso da Eulero (op. cit., n. 300, 
p. 164), del quale vi è tanta maggior ragione di meravigliarsi 
in quanto che sembra dovesse l' enumerazione da lui fatta 
(p. 31-32) delle curve degeneri d'un dato ordine impedirgli di 
commetterlo. 

6. Altri risultati particolari conseguiti da Eulero e Gramer per 
l'esiguità di spazio debbono venir qui passati sotto silenzio. Ma 
altrettanto non è permesso di fare riguardo ad un progresso 
assai notevole di cui la teoria delle curve piane (anzi, più gene- 
ralmente, quella dei luoghi rappresentati ciascuno da un'equazione 
fra le coordinate d'un punto) è debitrice ad uno studente della 
Scuola delle miniere di Parigi, Gabriele Lamé (1795-1870) (1), il 
quale inai^gurò la p]*oprìa carriera di scienziato colV Examen des* 
différentes méthodes emplayées pour résoudre les problèmes de geo- 
metrie (Paris, 1818), ov'è dimostrata, mediante molteplid applica- 
zioni, la fecondità della osservazione (designata oggi col nome 
di ** principio di Lamé „) che l' equazione X U + ^V -\- ... = o 



20, 1855); Propriétés générales dea courbes algéhriques et théorèmes sur Ut 
coniques homothétiques (Joum. f. Math., 53, 1856) e ProprUtés d*un svsthème 
de courbes cUgébriques ayant en commun un eeriain nombre de points (Id., 54, 
1857), sono esposte alcune ovvie conseguenze di teoremi noti sui punti d*in- 
tersezione di curve. 
(1) J. Bertrand, Eloges académiques (Paris, 1890). 
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rappresenta la totalità dei luoghi passanti pei punti comuni ai 
luoghi U = 0, V = 0, .... 

Una vera trasformazione radicale subì la teoria che ci occupa 
per merito di Pliicker. Infatti nel System der analytischen Geometrie 
(1835) (1) é per la prima volta considerata metodicamente una 
curva piana ad un tempo come luogo di punti e come inviluppo 
di rette ed e mostrato come sia conveniente questo doppio modo 
di studiare una medesima figura, inoltre è ivi ampliato il con- 
cetto di coordinate si da abbracciare anche coordinate omo- 
genee e poligonali (2), sì da includere anche le rette. L'impor- 
tanza di queste innovazioni è visibile già nell'opera ora citata, 
ma si manifesta in modo ancora meno discutibile nella posteriore 
Theorie der algebraischen Curveti (1839), nella cui introduzione 
si ritrovano quei teoremi sulle intersezioni di curve citati nel 
n, prec. e delle cui due parti dobbiamo ora dire qualche 
parola. La prima tratta un terna oggi fuor di moda, la teoria 
degli asintoti; se si paragona il modo in cui lo considera PlU- 
cker con le trattazioni anteriori, si ravviserà senza stento come 
questi abbia ampliata ed approfondita tale teoria col conside- 
rare, non solo gli asintoti curvilinei, ma ancora quelli che hanno 
colla curva un contatto d'ordine superiore e sia per tal modo 
riuscito a correggere degli errori concernenti le curve piane di 
quart' ordine che Eulero aveva divulgati con la sua ItUroductioi^). 
Nella seconda parte della Theorie trattò a fondo delle proprietà 



(1) In questo anno medesimo apparvero altre due opere sulla teoria che 
stiamo trattando; una postuma di E. C. F. Erause (1781-1832) {Novae theoriae 
Unearutn curvarum originariae et verae scientificae specimina quinque prima; 
edidit H. SchrOder, Monachii), Taltra di A. Peters (1803- V) (Neue Curven- 
lehre, Dreeden); entrambe si proposero di sostituire alla geometria carte- 
siana nn metodo meno artificioso (tale intento è dichiarato nel proemio della 
seconda di queste opere che sola io potei esaminare); lo scopo non è sra- 
gionevole certamente, ma il tentativo è fallito ; ed é il caso di tenerne conto 
soltanto come di un avviamento allo studio delle curve e superficie con ele- 
menti intrinseci, indipendenti cioè da uno speciale sistema di coordinate, 
benché chi più tardi immaginò tali importantissime rappresentazioni non 
abbia tratto certamente la propria ispirazione dai due scritti or citati, ne 
gU autori di questi siansi avveduti della portata delle loro idee. 

(2) Gfr. la chiusa del Gap. I. Idee analoghe s'incontrano in Bobillier (1797- 
1832) (Essai d'un nouveau mode de recherdte dea propriétés de Vétendue^ Ann. 
de Math., 18, 1827-28). 

(3) Queste investigazioni di Pliicker vennero recentemente riprese e con- 
dotte a perfezione dallo Stolz nella memoria Allgemeine Theorie der Asymp- 
toten der algebraischen Ourven (Math. Ann., 11, 1877)., 
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dei punti singolari delle curve piane, di cui egli si può consi- 
derare per il vero creatore (1); ivi infatti egli, non soltanto ha 
insegnato a distinguere chiaramente le singolarità dei luoghi dalle 
singolarità degl'inviluppi ed a caratterizzare senza ambiguità 
le singolarità ordinarie degli uni e degli altri, ma ha stabilite 
le relazioni che intercedono fra le sei caratteristiche di una 
curva piana esente da singolarità eccezionali (2). Sono queste le 
celebri ** formolo di Plucker „, mediante le quali venne defi- 
nitivamente sciolto il così detto ^ paradosso di Poncelet „, cioè 
quell'apparente contraddizione (3) che s' incontra se si applica 
senza riguardo ai punti singolari la formola che dà il numero 
delle tangenti d'una curva algebrica uscenti da un punto e poi, 
servendosi della formola correlativa, si vuol ritrovare l'ordine 
della curva data (4). Le sei caratteristiche con cui Plucker definì 
una curva piana con sole singolarità ordinarie sono a due a due 
correlative; ora si presenta il fatto notevole che, tranne per 
quattro curve speciali, l'uguaglianza di due caratteristiche &a 
loro correlative, trae seco che la curva sia correlativa a sé 
stessa, cioè che anche le caratteristiche correlative delle altre 
due coppie siano fra loro identiche (5). 

6. Alle formolo di Plucker sono collegate parecchie questioni, 
di cui due si presentano spontaneamente. 
La prima riguarda la loro invertibilità, vale a dire il problema : 



(1) Per convincersene si confrontino colla trattazione del Plucker quelle 
del Lacroix, nel 3^ voi. del suo grande TrctUé du caletti differenti^ et du 
ccUcul integrai (1797-1800X e del Poisson, neììo, nota, Sur les paints singuliers 
dea courbes (Journ. Éc. poi., 14* cah., 1808). 

(2) Cfr. anche la chiusa al Systh. der an. Oeom. e gli articoli : Solution d'une 
question fondamentale eoncernant la théorie generale dea courhea (Journ. f. 
Math., 12, 1834) e Note sur les points singuliers dea courhea (Journ. de Math., 
2, 1837). 

(3) Cfr. Poncelet, Solutions de próhlèmBa de geometrie, auiviea d^une théorie 
dea polaires réciproguea et de réflexiona aur Vélimination (Ann. de Math., 8, 
1818, oppure Applications d*analyae et de geometrie, 2, Paris, 1864). 

(4) Fra le dimostrazioni più recenti delle formule di Pltìcker ricorderemo 
quella che si legge neir articolo del Beck, Bine elementare Herleitung der 
PlUcker^schen Formdn (Wolf Zeitschr., 30, 1889) e quella che, con una lieve 
aggiunta che ho indicato altrove (Bull. Se. math., II, 17 {, 1893), si desume da 
una osservazione del Bischoff [Eztrait de deux lettrea à M. Cremona , Ann. 
di Mat., II, 6, 1873-75). 

(5) PlOcker, a pag. 212 della citata Théorie; e più completamente Bioche, 
Sur lea singulariiéa dia courhea algéhriquea planea (Bull. S. M. F., 20, 1892). 
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* a sei numeri arbitrari che le soddisfino corrisponda sempre 
una curva piana ?„; ora che tutti questi numeri non si possano 
scegliere sempre completamente ad arbitrio, risulta dal non po- 
tere il numero delle cuspidi oltrepassare un certo limite (1), ma 
il trovare delle limitazioni analoghe per gli altri cinque numeri, 
se pure ci sono , ed il dimostrare che, quando siano soddisfatte 
da sei numeri, esiste una curva che ha questi per caratteristiche, 
sono problemi importanti la cui soluzione è riserbata all'avvenire. 
La seconda questione invece si riferisce all' estensione delle 
formolo di Pliicker a curve piane dotate di singolarità qua- 
lunque e può oggi considerarsi per risoluta ; e noi non possiamo 
far meglio che rimandare il lettore alla VI sezione dell'impor- 
tante scritto di Brill e Nother intitolato Die Entwìchélung der 
Tkeorie der algebraischen Functionen in àUerer und neuerer Zeit 
(Deutsch. Math.-Ver., 3, 1892-93) ove sono luminosamente esposti 
i più cospicui risultati consegnati nei lavori a cui si deve la fon- 
dazione e lo sviluppo di tale teoria e dei quali, per mancanza 
di spazio, noi siamo forzati a ricordare qui i soli titoli: Cayley, 
Note sur ìes singularités supérieures des courbes planes (Journ. 
f. Math., 64, 1865), On the Higher Singularities of a Piane 
Curve (Quart. Journ., 7, 1866) , Nouvelles recherches sur Véli-- 
mination et la théorie des courbes (Journ. f. Math., 63, 1864) e 
Suite des recherches sur Vélimination et la théorie des courbes (Ib., 
64, 1865); Nother, Ueber die algebraischen Functionen, U Nota 
(GrOtting. Nachr., 1871), Ueber die singulàren Werthsy sterne einer 
alg. Function und die singulàren Punkte einer algebraische Curve 
(Math. Ann., 9, 1875), Rationale Ausfuhrung der Operaiionen 
in der Théorie der alg. Functionen {Ih,, 23, 1883), Zum Fun- 
damenialsatz aus der Théorie der alg.* Functionen {Ih., 34, 1889), 
e Les coìnbinaisons caraMristiques dans la transformatiòn d'un 
point singulier (Palermo Rend. , 4, 1890); Stolz, Ueber die 



(1) Lo dimostrò F. Padula (1815-1881) nel notevole scritto che tratta 
De' punti multipli delle curve algebriche (Tortolini Ann,, 3, 1832), scritto ricco 
di altri risultati originali. Pel caso di curve razionali il limite corrispondente 
ili trovato da Clebsch nella sua celebre memoria sulle curve di genere 0, di 
<Jtti parleremo nel n. 13 (cfr.: anche Vorlesungen Uber Geometrie, I Bd., Leipzig, 
1876, p. 352); di più : Malet, On a Limit to the Number of Cusps belonging to 
a Piane Curve of any Order (Hermathen,' 1880) e Pellet, Sur le nomare 
des points muUiplea d'une courbe algébrique et les courbes unicursales (Nouv. 
Ann,, II, 20, 1881). 
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singulàren Punkte der algebraischen Functionen und Curven (Math. 
Ann., 8, 1874) e Die MuUiplidtàt der Schnittpunkte zweier ol- 
gébraischen Curven (Ib. , 15, 1879); De la Gournerie (1814- 
1883) (1), Note sur les singularités élevées des courbes planes (Joum. 
de Math., Il, 14 e 15, 1869-70) e Nòte sur le nomare des poinfs 
d'intersection qui représente un point multiple commun à deux 
courbes planes (C. R. , 77 , 1873); Painvin, Sur Vabaissement de 
la classe d'une courbe produU par la présence d'un point de re- 
brou^sement (Bull. Se. math., 4, 1873), e Note sur l'intersection 
de deux courbes (Jh., ò, 1874); Halphen, Métnoire sur la déter- 
minatùm des coniques et des surfaces du second ordre (Bull. S. M. 
F., 1, 1873); Sur les points singuliers de courbes algébriques planes 
(Mem. prés., 26, 1877), Sur une question d'élimination ou sur Viiv- 
tersection de deux courbes en un point singulier (Bull. S. M. P., 3, 
1875), e Étude sur les points singuliers (Paris , 1884); H. J. 
Stephen Smith (1826-1883) (2), On the Higher SingularUies of Piane 
Curve (Proc. L. M. S., 6, 1876); Zeuthen, Note sur les singularités 
des courbes planes (Math. Ann., 10, 1876), e Sur un groupe de 
théorèmes et formules de la geometrie énumérative (Acta 1, 1883). 
A. Brill, Ueber Singularitàten ebener algebraischen Curven und eine 
neue Cùrvenspedes (Math. Ann., 16, 1879), Ueber die MuUipliciiat 
der Schnittpunkte von zwei ebenen Curven (MUnchener Ber.^ 1888), 
Ueber das Verhalten einer Function von zwei Verànderlichen in der 
Umgebung einer Nullstelle (Ib., 1891) e Ueber die Auflosung hòherer 
Singularitàten einer algebraischen Curve in elementare (Eatalog 
der math. Ausateli., Miinchen, 1892); Kronecker (1&23-1891)(3) 
Ueber die Discriminante algebraischer Functionen einer Variabel 
(Joum. f. Math., 91, 1881 ì; Guccia, Sur une question concemant 
les points singuliers des courbes algébriques planes (C. R., 103, 
1886) e Sulle singolarità composte delle curve algebriche piane 
(Palermo Rend., 3, 1889); Cosserat, Sur Vétude d'une courbe aU 
gébrique dans le voisinage d'un de ses points (Toulouse Ann., 
4, 1890); Bertini, Sopra alcuni teoremi fondamentali delle curve 
algebriche piane (Rend. Ist. Lomb., II, 21, 1888), Sul numero dei 



(1) J. Bertrand, Éloges académiquea (Paris 1890). 

(2) Cfr. i preliminari deiropera Ihe coUected Maihematical Papera of Henry 
John^ Stephen Smith edUed hy J. W. L. Glaisher (Oxford, 1874). 

(3) Cfr. H. Weber Leopold Kronecker (Math. Ann., 43, 1893). 
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punti di diramazione di una singolarità qualunque di una curva 
piana algebrica (Ib., 23, 1890), Zum Fùndamentalsatz aus der 
Theorie der algebraischen Functionen (Math, Ann., 34, 1889), 
Sopra un teorema- del sig. Netto (Ib., 35, 1890), Rappresenta- 
zione di una forma ternaria per combinazione lineare di due altre 
(Rend. Ist. Lomb., Il, 24, 1891) e Trasformazione di una curva 
algebrica in un'altra con soli punti doppii (Riv. di Mat., 1, 1891^ 
oppure Math. Ann., 44, 1894); Pieri, articolo dallo stesso titolo 
(Riv. di Mat., 4, 1894) (1); Miss C. A. Scott, On the higher Sin- 
gularities of Piane Curves (Am. Journ., 14, 1892 e 15, 1893), 
A. Voss, Ueber einen Fùndamentalsatz aus der Theorie der alg. 
Functionen (Math. Ann., 27, 1886); H. F. Baker, Examples of the 
Applications ofNeiotoWs Polygon to the Theory of Singular Points 
of Algebraic Functions (Cambridge Trans., 15, 1894; cfr. Math. 
Ann., 45, 1894) (2). 

Riguardo a queste ricerche ci limiteremo ad osservare che esse 
rivelarono la possibilità di applicare le formolo di Pliicker a 
curve comunque specializzate, mostrando come ogni singolarità ' 
superiore equivalesse (almeno per ciò che concerne quelle for- 
molo) a un certo numero di punti doppi e di cuspidi, di tan- 
genti doppie e di flessi; esse inoltre obbligarono a determinare 
esattamente quante intersezioni di due curve sono assorbite da 
un punto comune singolare per entrambe, nonché le condizioni 
di rappresentabilità di una forma ternaria con una combinazione 
lineare di due altre. 

7. Il largo uso fatto da Pliicker del principio di dualità non 
sembra fosse ritenuto sufficientemente legittimò dai di lui con-, 
temporanei; lo prova il fatto che un suo eminente compatriota 
credette opportuno, fors'anche necessario, di confermare con un 

calcolo diretto l'esistenza di -^ n{n'—2){n* — 9) tangenti doppie 



(1) Allo stesso teorema si riferisce la nota del Simart, Sur un théorème 
relatif à la transf&rmation dea courbes algébriques (C. K, 11 6« 1898). 

(2) Se fra i lavori citati non si trova VÉtude de la courbure en un point 
multiple d'une courbe piane del Painvin (Ann. di Mat., II, 4, 1870-71), è 
perchè questo tratta una questione metrica. Per converso ad essi vanno uniti 
due importanti lavori dello Zeuthen^ che trattano problemi affini a quelli 
ora considerati; cioè la Détenninatian dea nombrea plUckeriena dea enveloppea 
(C. R., 78, 1874) — ove, fra l'altro , si trova la nozione di " genere d*un 
sistema di curve piane „ — e la memoria Sur un groupe de théorèmea et de 
farmulea de la geometrie énumérative (Acta 1, 1882-83). 

Lqbu, Il pauaio td il prmnU dtU$ prine^U iéorù gtonuiricki. 4 



■■# r»- 
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e 3n(n — 2) flessi in una curva generale d'ordine n; noi, benché 
non possiamo dividere quei dubbi, dobbiamo essere riconoscenti 
a quegli scrupoli, perchè ad essi siamo debitori di una memoria 
di Jacobi estremamente notevole (1) , ove è insegnato a trovare 
mediante il calcolo i punti di contatto delle tangenti doppie 
ed i punti d'inflessione di una curva qualunque. 

Nelle indagini di tal fattìt Jacobi venne seguito dal suo celebre 
discepolo Otto Hesse (1811-1874) (2), il valente geon)etra che 
seppe per primo metodicamente applicare i risultati della teoria 
deUe equazioni algebriche alla ricerca delle proprietà delle curve 
e superficie di ordine qualsivoglia (3). In analoga direzione pro- 
cedette Hesse medesimo nella memoria Ueber die WendepunJcte 
der algebraischen ebenen Curven und die Schmiegungsebenen der 
Curven von doppeUer Krummung welche durch den SchniU zweier 
algebraischen Oberflàchen entstehen (Journ. f. Math., 41, 1851), 
il Salmon nell'articolo On the Doublé Tangente to Piane Curves 
(Phil. Mag., ottobre 1858) ed il Cayley nella nota On the Doublé 
J'angente of a Piane Curve (Phil. Trans., 149, 1859), il quale 
ultimo allargò ancora ed approfondi tale campo di indagini nelle 
grandi memorie On the Conic of five-poiritic Contact at any point 
of a Piane Curve (Phil. Trans., 149, 1859) e On the sextaetic Points 
of a Piane Curve (Ib., 155, 1865 (4); cfr. Spottiswoode, On the 
sextaetic Points of a Piane Qurve, Ivi); e la ben nota scrittura 



(1) Beweis des Satzes, dosa eine Curve n**** Ordnungim AUgemeinen j-n (a — 2) 

(n' — 9) Doppeltangenten hai (Journ. f. Math., 40, 1850). 

(2) Si veggano le memorie sulle curve di quarto ordine che saranno ci- 
tate nel n. 12 del presente Capitolo; inoltre Auazug dreier Schreiben von 
Herrn Prof. Hesse und eines Schreibens an Herm Prof, Hesse (Journ. f. 
Math., 40, 1850). 

(3) Gir. G. Bauer, GedOchtnissrede an OUo Hesse (Munchen, 1882). 

(4) Riguardo a quest'ultima osserveremo in primo luogo, come il Batta- 
glini opinasse che il numero, trovato da Cayley, pei punti (sestastici) in 
cui una curva generale ha con .una conica un contatto di 5° ordine, po- 
tesse determinarsi colla ben nota * teoria dei reciprocanti „ di Sylvester 
(cfir. Am. Journ., 8, 1886) ; ma delle ricerche istituite in proposito soltanto 
un frammento ha visto la luce (v. la nota Sui punti sestcUici di una curva 
qucdunguef Lincei Bend., IV, 4^); ed in secondo luogo che le modificazioni 
subite da quel numero per Tintervento di singolarità della curva vennero 
determinate dairHalphen nella memoria Sur le contact des courbes planes avec 
les coniques et les courbes du troisihne degré (Bull. S. M. F., 4, 1876) e verifi- 
cate poi dal Gerbaldi nella nota Sui punti sestatici delle curve algèbriche piane 
(Palermo Bend., 4, 1890). 
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di A. R. P. Clebsch (1833-1872) (1) Ueber eine Classe von Elimi- 
nationsproblemen und ilber einige Punkte der Theorie der Polaren 
(Joum. f. Math.y 58, 1861) si accosta a queste perchè mostra 
delle nuove eleganti applicazioni dell'algebra moderna alla geo- ^ 
metria; lo stesso dicasi riguardò alla nota del Pasch Ueber eine 
Eigenschaft der reciproken Curven (Ih,, 74, 1872). 

Delle questioni su cui testé c'intrattenemmo e di tixtte le 
'altre attinenti alla teoria' analitica- delle curve piane, è agevole 
prendere oggi esatta cognizione grazie ad uno dei pregevolissimi 
trattati che fecero di Giorgio Salmon uno dei più efficaci *coo- 
peratori alla diffusione dei recenti metodi algebrici e geome- 
trici (2). In particolare si apprende da' esso almeno il primo 
stadio dell'applicazione alla geometria della teoria delle funzioni 
dotate di carattere inyariantivo, «la quale ''fin d'allora si palesò 
come il metodo naturale per esprimere e studiare le relazioni 
fra curve che non si perdono per trasformazioni omografiche, 
in particolare per trattare le curve covarianti che portano 
il nome di Steiner, di Hesse, di'Cayley (3) e di altri (4). Quella 
teoria si dimostrò poi ancora più ubertosa di risultati geo- 
metrici quando venne svolta coll'uso metodico della notazione 
simbolica: lo pose in luce forse per primo il Clebsch — al 
quale, com'è noto, l'algebra moderna deve moltissimo — va- 
lendosene per esporre il metodo di Jacobi per determinare le 
tangenti doppie nell'articolo modestamente intitolato Bemerhung 
zu Jacohi's Beweis filr die Anzahl der DoppeUangenten (Journ. 
f. Math., 63, 1864; cfr. Dersch, DoppeUangenten einer Curven 
nf^ Ordnung, Math. Ann., 7, 1874), lo dimostrò più largamente, 



(1) Cfr.: Zum Andenken an Rudolf Friedrich Alfred Clebsch (Math. Ann. 
6, 1873); Rudolf Friedrich Alfred Clebsch. Versuch einer Darlegung und 
WUrdigung seiner toissenschaftlichen Leistungen^ von einigen seiner Freunden 
db., 7, 1874). 

(2) Allndo qui al Treatise on Higher Piane Curves, pubblicato per la prima 
volta nel 1852, ristampato in seguito molte volte e tradotto nelle princi- 
pali lingue. 

(3) Delle Hessiane, Steineriane e Cayleyane successive si occupò il Mai- 
sano in una breve nota intitolata Ricerche intomo a certe curve covarianti 
analoghe alle curve HessianCf Steineriane e Cayleyane di una curva fondamen- 
tale d'ordine n (Palermo Rend., 1, 1387). 

(4) Le singolarità di queste curve vennero studiate di recente con metodo 
algebrico uniforme da E. Wòlffìng nella nota Dos VerhaUen der Steiner'schen 
Cayley'schen und anderer Covarianter Curven in singuldren Punkten der 
Orundeurve (Zeitschr. f. Math., 40, 1898). 
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inspirandosi appunto a Clebsch, F. Lindemann con le ben note 
Vorlesungen iiber Geometrie von A. Clebsch (I Bd./Leipzig, 1876) (1). 

. 8. Ma da queste Vorlesungen si apprende eziandio con facilità 
tutta la luce che sui fenomeni dello spazio projetta la teoria delle 
funzioni ellittiche e abeliane, la cui metodica applicazione alla 
geometria è pel Clebsch uno dei più solidi titoli di gloria impe- 
ritura. Tale applicazione venne da lui indicata in un caso partico- 
larissimo (estensione allo spazio del problema di Malfatti) nella 
memoria intitolata Anwendung der elliptischen Functionen auf 
ein Problem der Geometrie des Raumes (Joum. f. Math., 53, 1857), 
ma è fatta conoscere in tutta la sua ampiezza in una collana 
di memorie dei cui anelli ricorderemo pel momento soltanto gli 
scritti pubblicati nel voi. 63 (1864) del Journ. f. Math., e che 
portano i titoli: Ueber einen Satz von Steiner und einige Punkte 
der Theorie der Curven dritter Ordnung, Ueber die Anwendung 
dei' AbeVschen Functionen in der Geometrie, Ueber die Singula- 
ritàten algebraischer Curven e Ueber einige von Steiner behandeUe 
Curven (2). La tirannia dello spazio ci vieta di riassumere 
queste 'splendide memorie e la Theorie der AbeVschen Functionen 
(Leipzig, 1866), redatta in collaborazione col Gordan e ad esse 
strettamente collegata. Soltanto osserveremo che da esse emerge 
la capitale importanza per tutta la geometria delle curve piane 
della considerazione di quel numero, in cui già celebri analisti 
Abel (3) e B.Riemann(4) (1827-1866) (5) s'imbatterono, e che 
Clebsch introdusse come settima caratteristica di una curva 
e designò col nome di Geschlechtj mentre Cayley, nella sua nota 



(1) Ya qui ricordato anche il Mémoire sur Vapplication dea formea binaires 
à la geometrie (Journ. de Math., Ili, 1, 1875) del Laguerre, benché abbia un 
indirizzo differente da quello dei lavori di Clebsch. 

(2) Sullo stesBO tema si veggano le lettere del Lindemann e dell'Hermite 
(Joum. f. Math., 84, 1878), e il pregevole scritto di A. Buchheim, On the 
Extension of certains Theoriea rélating io Piane Guinea to Curven of any Defl- 

* cieney (Proc. L. M. S., 13, 1882). 

(3) Mémoire aur une propriété generale d^une elaase trèa-étendue de fono- 
tiona tranacendantea in (Èuvres compUtea^ ed. Sylow et Lie (Ohrìstiania, 1881) 1. 

(4) Theorie der AbeVachen Functionen (Joum. f. Math., 54, 1857). 

(5) y. : Bernhard Biemann'a Lehenalauf in fine di Bernhard Biemann's 
Oea. math, Werke (Leipzig, 1876) e Klein, Biemann und aeine Bedeutung fUr 
die Entwiekelung der modernen Mathematik (Verhand. der Gesell. deutscher 
Naturf. und Aerzte, Leipzig, 1894). 
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On the Transformations of Piane Cm've8(ProG. L.M. S.,1, 1865-66), 
preferì quello di Deficiency; noi italiani lo chiamiamo genere 
ed i francesi lo dicono genre. 

Come l'ordine di una curva è un carattere invariantivo rispetto 
a trasformazioni projettive, il genere lo è rispetto a trasfor- 
mazioni univoche qualunque: tale proprietà, a cui il genere deve 
principalmente la sua importanza, venne dimostrata per via 
trascendente nei lavori citati di Abel e Riemann, algebrica- 
mente nell'opera dianzi ricordata di Clebsch e Gordan, e geome- 
tricamente dal Cremona (nel § 58 dei Preliminari di una teoria 
geometrica delle superficie) , dal Voss (nella Note betreffend die ein-^ 
deutige Transformation ebener Curven, GStting. Nachr., 1873), dal 
Bertini (nell'articolo intitolato Nuova dimostrazione del teorema: 
Due curve punteggiate prqjettivamente sono dello stesso genere p, 
Giorn. di Math., 6j 1870), dallo Zeuthen {Nouvelle démons- 
tration de théorèmes sur les séries de points correspondants sur 
deux courbes e Addition, Math. Ann., 3, 1871) — al quale ultimo 
geometra anzi si deve una generalizzazione estremamente note- 
vole di quel teorema, espressa da un'equazione fra i generi di due 
curve, fra cui passa una corrispondenza algebrica qualunque (1) 
— e dallo Schubert ( Ueber die Erhaltung de» Oeschlechts bei ztvei 
ein-eindeutig auf einander bezogenen Plancurven, Math. Ann., 16, 
1880). Aggiungiamo che, accanto al genere, si sogliono consi- 
derare certi numeri invarianti per trasformazioni univoche , cioè 
i ** moduli „ di una curva algebrica (2), collocando in una stessa 
" classe „ le curve aventi eguali i generi ed i moduli, e che la 
determinazione del genere di una curva dotata di singolarità 
superiori è fatta nei lavori già citati (n. 5) sulle singolarità 
superiori ed in altri ancora (3). 

Due cose devono ancor notarsi riguardo ai lavbri di Clebsch 
di cui poco fa ci occupammo. La prima è che essi servirono di 



(1) Una dimostrazione stereometrica della formola di Zeuthen, analoga a 
quella già citata del Cremona per la conservazione del genere, si legge nella 
nota Ueber einen Beweis der ZeutheWschen Verallgemeinerung dea Satzes von 
der Erhaltung dea Geschlechts (Math. Ann., 29, 1887) di W. Weiss. 

(2) V. fra altre la memoria di Casorati q Cremona /ntorno al numero dei 
moduli delle equazioni o delle curve algebriche di dato genere (Rend. Ist. Lomb., 
U, 2, 1869). 

(3) Halphen, Sur la conaervation du genre dea courbea algébriquea dana lea 
tranaformatiom uniformea (Bull. S. M. P., 4, 1875); Raffy, Détermination du 
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stimolo ai tentativi di sfruttare a prò della geometria le tra- 
scendenti abeliane ed altre ancora (1). La seconda è che, sic- 
come molti dei risultati conseguiti in quei lavori si riferiscono 
a fun^oni algebriche, così era supponibile poter essi venire 
raggiunti senza ricorrere a funzioni trascendenti ; questa previ- 
sione venne splendidamente confermata dall^ omai celebre me- 
moria di Brill e N5ther Vèber die algebraischen Functionen und ihre 
Antoendung in der Geometrie (Math. Ann., 7, 1874j e dai lavori 
che da essa rampollano (2), di cui i più cospicui sono riassunti 
neir eccellente Bericht compilato da questi egregi geometri e 
che abbiamo citato nel n. 5. Però all'acuta analisi dei due citati 
scrittori,^ per deficienza di tempo, non poterono venire sottoposti 
alcuni lavori importanti, su cui io, come italiano, gioisco di at- 
trarre l'attenzione degli scienziati ; sono quelli che pubblicarono 
il Segre, il Bertini, il Castelnuovo ed altri che ne seguirono le 
orme; parecchi di essi verranno da noi citati nel seguire l'evo- 
luzione della geometria a più dimensioni (v. Gap. XI), qui però 
segnaliamo subito due memorie riassuntive recenti, dallo studio 
delle quali à agevole formarsi un concetto della direzione co- 
mune in cui procedette e dei risultati che conseguì il manipolo 
di geometri sopra ricordati. Sono : E. Bertini, La geometria delle 
serie lineari sopra una curva piana secondo il metodo algebrico 
(Ann. di Mat., E, 22, 1894); C. Segre, Introduzione alla geo- 
metria sopra un ente algebrico semplicemente infinito (Id., ib.) (3). 

9. Le investigazioni fin qui ricordate nel presente Gap. si ri- 
feriscono di regola ad una curva unica, benché incidentalmente 



genre d*une caurbe algébrique (Math. Ann:, 23, 1884); Baker, The practicaX de- 
termination of the Deficiency (Geschlecht) and adjoint (p-curves for a Biemann 
aurface (Id., 45, 1894). 

(1) Humbert, Application géométrique d^un théorème de Jaeóbi (Joum. de 
Math., IV, 1, 1885) ; Application de la théorie des fanctions fuchsiennes à Vétude 
dee courhes aigébriquea (Id., 2, 1886) ; Sur le théorhne d^Abel et quelques-unes 
de aes applicaHona géométriquea (Id., 3, 1887; 5, 1889; e 6, 1890). 

(2) Molti furono già citati nel n. 6 perché concernono i pnnti multipli. 
(8) Vanno qui ancora riòordate le seguenti memorie del Eùpper, che pel 

tema si «collegano a quelle or nominate: Zur Theorie der ebenen und 
Haumcurven, Die Curven C", C*"+* vom Maximalgeschleeht mit bess. (n — 1)", 
n(n — 1) Doppelpunlcten (Prager Ber., 1888); Ueber die aufeiner Curven m'*^ 

Ordnung C^ vom OescMecht p ^on den 00* Oeraden G der Ebene auegesch- 

nittene lineare Schaar gj^ (Math. Ann., 81, 1888); Geometrische Betracktungen 

auf Grundlagen der Functionentheorie (Prager Ber., 1892); e Bestimmung der 
Minimaìgruppen fUr C"* (Ivi). 
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ìn molte siano trattate delle questioni relative a gruppi di curve ; 
in particolare, in quante di esse non sono considerati sistemi li- 
neari di curve semplicemente (fasci) o doppiamente infiniti (reti) ! 
D'altronde la teoria delle trasformazioni piane univoche con- 
duce' ad un'importante classe di reti, cioè le reti omaloidiche 
(v. Gap. Vin, n. 4), mentre lo studio della rappresentazione di 
una superficie su un piano (v. Gap. Vili, n. 8) impone la con- 
siderazione dei sistemi analoghi oo^, il cui studio diretto venne 
fatto assai bene da E. Gaporali (1855-1886) (1) nella memoria 
Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti di curve piane algebriche 
(Goll. math., 1881). Nulla di più naturale adunque dell'essere in 
questi ultimi anni nata e fiorita la teoria generale dei sistemi 
lineari a quante si vogliano dimensioni di curve algebriche d'or- 
dine qualunque, della quale ora daremo qualche notizia^ 

Un grande numero di ricerche che vi si riferiscono trattano 
della riduzione dei sistemi lineari a certi determinati tipi me- 
diante trasformazioni univoche, ed hanno come loro punto di 
partenza un teorema di Nother, di cui parleremo altrove (v. il * 
n. 4 del Gap. Vili), che si legge dimostrato una prima volta 
nel t. 8 (pag. 165) dei^Math. Ann. e più completamente nel t. 5 
(p. 635) della medesima raccolta. Geme prime sue derivazioni sono 
da considerarsi alcime delle Ricerche del Bertini sulle trasforma- 
zioni univoche involutorie nel piano (Ann. di Mat., U, 8, 1877), 
ove le argomentazioni del N5ther, opportunamente generalizzate, 
conducono a nuove ed importanti conseguenze; a questo scritto 
tengon dietro, dopo un lungo intervallo, quelli del Guccia {Gene- 
ralizzazione d'un teorema di Nother e Sulla riduzione dei sistemi 
lineari di curve ellittiche, Palermo Rend., 1, 1887), e del Mar- 

• _ 

tinetti (Sui sistemi lineari di genere uno, Rend. Ist. Lomb., Il, 
20, 1887; Sopra una classe di sistemi lineari di curve piane alge- 
briche^ Palermo Rend., 1, 1887; e Sopra alcuni sistemi lineari 
di curve piane algebriche di genere due, Ib. id.), nonché quelli assai 
più estesi del Jung {Ricerche sui sistemi lineari di genere qualunque, 
Ann. di Mat., Il, 15 e 16, 1888 e 1889; cfr. anche Ib. 18, 1890, 
p. 129; Delle famiglie associate di sistemi lineari, ecc., Palermo 
Rend., 4, 1890). 



(1) Cfr.: G. Loria, L* opera scientifica di Ettore Caporali (Giom. di Mat., 
27, 1889). 
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Un teorema fondamentale di natura differente era già stato 
molto prima scoperto dal Bertini [Sui sistemi lineari, Rend. Ist. 
Lomb., Hf 15, 1882; cfr. Luroth, Beweis eines Satzes von Ber- 
lini uber lineare Systeme ganzer Functionen, Math. Ann., 42, 1893, 
e 44, 1894), geometra al quale si devono anche delle ricerche 
Sulle curve fondamentali dei sistemi lineari di curve piane algebriche 
(Palermo Rend., 3, 1889). 

Una instaurano ab imis fundamentis neirindirizzo delle indagini 
sopra i sistemi lineari si è manifestata quando si pensò di ricor- 
rere per studiarli alle proposizioni della *" geometria su una curva 
algebrica „ ch'erano state scoperte in gran parte col mezzo 
della teoria delle funzioni algebriche ; il vantaggio di tale appli- 
cazione fu segnalato dal Segre in ima breve nota Sui sistemi 
lineari (Palermo Rend., 1) e confermato dal Gastelnuovo in due 
lavori Sulle superficie le cui sezioni piane sono curve iperellittiche 
(Palermo Rend., 4, 1890) e sulla Massitna dimensione dei sistemi 
lineari di curve piane di dato genere (Ann. di Mat., Il, 18, 1890) (1) ; 
ma essa fu dimostrata inconfutabilmente dall'altro lavoro di 
quest'ultimo geometra intitolato: Ricerche generali sopra i sistemi 
lineari di curve piane (Torino Mem., Il, 42, 1891; cfr. Giani, Sopra 
i sistemi lineari di curve piane algèbriche, Giom. di Mat., 33, 1895), 
ricco di concetti importanti ed originali destinati a 'venire con- 
tinuamente sfruttati dai futuri cultori della geometria e capace 
a saldare per sempre il legame fra la teoria dei sistemi lineari 
e le ricerche inaugm-ate da Brill e NOther. 

Con i lavori del Gastelnuovo non hanno dipendenza né la 
memoria di K. Doehlemann TJéber lineare Systeme in der Ebene 
und im Raum und uber deren Jacobi'sche Curve beziehungsweise 
Jacobi'sche Fldche (Math. Ann., 41, 1893), né le Ricerche sui 
sistemi lineari di curve algebriche piane, dotati di singolarità qua- 
lunque (Palermo Rend., 7, 1893, e 9, 1895) del Guccia, giacché 
l'uno e l'altro scritto trattano di preferenza di curve generabili 



(1) Più generalmente : si chiami ' lineare „ un sistema di curve determinato 
su una superficie da un sistema lineare di superficie; allora la questione 
sciolta dal Gastelnuovo in questa nota è inclusa in altra più generale, alla 
risoluzione della quale é dedicata la nota deirEnriques Sulla massima di- 
mensione dei sistemi lineari di curve di dato genere appartenenti ad una super- 
fide algebrica (Torino Atti, 29, 1894); v. anche l'articolo dello stesso autore 
intorno a Una questione sulla linearità dei sistemi di curve appartenenti ad 
una superficie algebrica (Lincei Rend., V, 2, 1893i). 
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con sistemi lineari proiettivi e di sistemi di dimensioni particolari 
con speciale riguardo a certe loro figure covarianti. Alla prima 
parte delle Ricerche testé ricordate si può allacciare il lavoro 
del GerbaMi Sulle singolarità della Jacobiana di tre curve piane 
(Palermo Bend., 8, 1894), il quale, fra Taltro, conferma che THes- 
siana d'una curva generale à esente da singolarità, proposizione 
questa che fu ammessa come postulato dal Cremona e dimo- 
strata per le curve di 4^ ordine dal Geiser (Sopra la teoria delle 
curve piane di quarto grado, Ann. di Mat., Il, 9, 1878) ed in ge- 
nerale, una prima volta dal Del Pezzo {Sulla curva Hessiana, Na- 
poli Rend., 22, 1883) e più recentemente dal Valentiner (Bevis for 
at den Hesseske Curve i Almindelighed ikke har noget Dohheltpunkt, 
Tidsskrift, V, 6, 1888) ; a tal proposito osserveremo che il modo 
di comportarsi dell' Hessiana di una curva in im punto singolare 
venne studiato dal Brill nella memoria Ueber die Hess^sche Curve 
(Math. Ann., 13, 1878; cfr. anche EUiot, Sur les points d'inflexion 
des conrbes algébriques, Bull. Se. Math., U, 2, 1878, e dal Segre 
nella nota Sulla forma Hessiana (Lincei Rend., V, 4 18958) (1). 

Alle investigazioni intorno ai sistemi lineari si può da un certo 
punto di vista riattaccare la generalizzazione che ai dì nostri 
ricevette l'antica teoria della polarità rispetto a una curva 
(od a una superficie) d'ordine qualunque, di cui si occuparono 
W. K. Clifford (1845-1879) (2) {On a Generalization of the Theory 
of Polars, Proc. L. M. S., 2, 1868), il Grassmann {Verwendung 
der Ausdehnungslehre far die allgemeine Theorie der Polaren und 
den Zusammenhang algebraischer Gebilde, Journ. f. Math., 84, 
1878), P. Serret {Sur un principe unique contenant toute la théorie 
des courbes et des surfaces d'ordre ou de classe quelconque (C. R., 
86, 1878), eR. De Paolis (1854-1892) (3) {Alcune applicazioni della 
teoria generale delle curve polari, Lincei Mem., IV, 3, 1885-1886). 



(1) Sa molte ricerche intomo a speciali sistemi dì curve ci h forza sten- 
dere il velo del silenzio. Facciamo un'eccezione pel teorema di Lie * Se le 
curve di una schiera continua di curve piane si possono accoppiare in modo 
che le curve corrispondenti determinino su qualunque trasversale delle 
coppie di punti in involuzione, esse curve sono le coniche di un fascio ,, 
teorema che G. Scheffers dimostrò recentemente nella nota intitolata:. 
CuTPenachaaren , die auf jeder Geraden eine InvoluHon bestimmen (Leipziger 
Ber., 44, 1892). 

(2) V. la Prefaee di R. Tucker e V Introduction di H. J. S. Smith a Mathe* 
matical Papera hy W. K. Clifford (London, 1882). 

(3) Cfr. C. Segre, Riccardo de Paolia (Palermo Rend., 6, 1892). 



-sa- 
io. Gli studi intorno alle curve piane, di cui sin qui addi- 
tammo i vari indirizzi ed i risultati di maggior rilievo, sono 
tutti derivazióni più o meno evidenti del concetto di sfruttare 
la scienza del numero a profitto della scienza della «stensione. 
Tuttavia non è a credere che l'uso costante di coordinate sia 
indispensabile a chi voglia emulare Eulero e Gramer, Pliicker e 
Salmon nell'esporre metodicamente la teorìa delle curve piane. 
Ha t.entato per primo di dimostrarlo Steiner, il quale in una 
comunicazione giustamente celebre fatta nel 1848 all'Accademia 
di Berlino (riprodotta nel t. 47, 1854, del Journ. f. Math., sotto 
il titolo di AUgemeine Eigenschaften der algebraischen Curven) 
riprese la teoria delle polari d'un punto rispetto ad una curva 
— che il Bobillier aveva già da tempo fondata (1) come esten* 
sione della teoria delle curve diametrali (o diametri curvilinei) 
di Newton e Gramer, e di cui il Grassmann stesso erasi dianzi 
occupato designandola col nome di Theorie der Centralen (Journ. 
f. Math., 24, 1842, e 25, 1843) — e dimostrò come essa po- 
tesse fungere da fondamento ad una trattazione metodica delle 
curve algebriche.' Fra i concetti nuovi introdotti da Steiner 
basti qui ricordare le notevoli curve covarianti ad una data 
che oggi si designajio coi nomi di Steiner stesso, di Hesse 
e di Gayley. Questi brevi cenni, assieme alle indagini del 
medesimo Steiner, dello Chasles (2) e del De Jonquières (8) 



(1) Démonstration de quelques théorèmes sur les lignea et surfaces algébri- 
ques de totts les ordreSf Eeeherches sur les lignes et surfaces idgibriques de 
tous les ordreSt Reeherches sur les lois génerales qui régissent les lignes et les 
surfaces cUgébriques (Ann. de Math., 18, ''1827-28) ; Reeherches sur les lois gè- 
nérales qui régissent les courbes algébriques e JThéorèmes sur les polaires suc- 
eessives (Id., 19, 1828-29) Cfr. anche De Jonquières, Mémoire sur lathéorie 
des pòles et des polaires dans les courbes d'ordre quelconque (Journ. de Math., 
n, 2, 1857). 

(2) Détermination du nombre des points qu*on peut prendre arbitrairement 
sur une courbe donnée d'ordre n pour former la base d'un faisceau de courbes 
d*ordre m <[ n (C. R., 45, 1857); Deuz théorèmes généraux sur les courbes et 
les surfaces géométriques de tous les ordres (Id. ib.; cfr. finche i HUorèmes 
concernant la détermination sur une courbe géométrique, d'une sèrie de grou- 
pes de points en nombre détenniné, Id. 78, 1871). 

(3) Essai sur la generation des courbes géométriques , et en particulier sur 
celle de la courbe du quatrième or(2re (Mém. prés., 16, 1856); Note relative à la 
construction de diverses courbes à troia points muttiples de degrés supérieurs 
et théorèmes relatifs à ces courbes, (Ann. di Mat., 1, 1858). ^ullo stesso argo- 
mento si vegga: H&rtenberg, Ueber die Erzeugung geometrischer Curven 
(Journ. f. Math., 58, 1861); A. Olivier, Ueber einige allg, Eigenschaften 
der geometrischen Curven (Id., 70, 1869), Zur Theorie der Erzeugung geo- 
metrischer Curven (Id., 71, 1870), Ueber die Methode , die OrdnungszaM einer 
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intorno aUa generazione delle curve algebriche col mezzo di 
fasci proiettivi di curve d'ordine inferiori, costituiscono i ma- 
teriali primi di cui si giovò il Cremgna nel comporre la sua 
famosa Introduzione a una teoria geometrica delle curve piane 
(Bologna Mem., 12, 1862; tradotta in tedesco da M, Curtze, Greifs- 
wald, 1865), nella quale sono esposte con metodo uniforme, 
assieme a molti nuovi ed importanti risultati , tutte le pro- 
prietà delle curve piane sooperte dai geometri analisti ante- 
cedenti (1). 

Che però il lavoro del Cremona non possa soddisfare i geo- 
metri sintetici intransigenti è dimostrato, fra l'altro, dal fatto 
che la proposizione fondamentale da lui designata col nome di 
^ porisma di Chasles „ (nn. 3€t-37 della trad. fed.) non à altro che 
l'equazione d'una curva algebrica in coordinate trilineari. Non si 
deve adunque stupire se nel 1882 l'Accademia di Berlino abbia 
scelto come tema del premio Steiner l'estensione alle curve e su- 
perficie algebriche d'ordine qualunque delle ricerche di geometria 
pura che Staudt condusse a buon termine per le curve e superficie 
di secondo ordine. Una prima volta tale questione non ricevette 
alcuna risposta soddisfacente, ma nel 1886 E. K&tter venne pre- 
miato grazie alla memoria intitolata Grundzuge einer rein geome 
trischen Theorie der algebraischen Curven, stampata piìi tardi in 



Curve zu finden, welche durch zwei projektivische CurvenbUschel eraeugt wird 
(Id. ìb.) e Joarres, Einige allgemeine Satze Uber ebene Curven und Uber Flàchen 
mit Anwendungen auf Curven und Flàchen zweiter und dritter Ordnung (Id., 
77, 1870); Bobek, Ueber projectimsche Erzeugung von Curven (Math. Ann., 
25 , 1885) ; Study, Ueber SchniUpunhtfiguren ebener afgebraiacher Curven 
(Id., 36, 1890).. Di recente il De Jonquières é ritornato sulla generazione 
con fasci progettivi occnpandosi delle curve con punti doppi (C. R. , 105, 
1887); ma alcune conclusioni a cui egli giunse vennero confutate dal 
Kùpper nella nota Die Abzàhlung dia Fehlerquelle in der modemen Geometrie 
(Math. Ann., 31 , 1888). Un'altra generazione analoga venne indicata da 
Em. Weyr (1848-1894) nell'interessante nota Erzeugung algebraiseher Curven 
durch projectivischen Involutionen (Math. Ann., 3, 1871). Di natura diffe- 
rente invece h quella di Grassmann esposta nei GrundzUge zu einer rein 
geomeiriachen Theorie der Curven^ mit Anwendung einer rein-geometrischen Ana- 
lyee (Joum. f. Math., 31, 1846) e nell'altro lavoro sopra Der allgemeine Satz 
Uber die Erzeugung aller algebraischen Curven durch Bewegung gerader Linien 
(Id., 42, 1851) e commentato da Y. Schlegel nella nota Ueber die mechanische 
Erzeugung von Curven (Math. Ann., 6, 1873). 

(1) Per complementi dXV Introduzione possono considerarsi le note: Cre- 
mona, Sopra alcune questioni nella teoria delle curve piane (Ann. di Mat., 
6, 1864); Kòhler, Sur lea réaeaux dea courbea planea (Bull. S. M. F., 1, 1875); 
e Kohn, Ueber die Satellitcurven und Satellitflàchen (Wiener Ber., 89, 1884). 
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Berl. Abh., 1887, ed alla quale serve da proseguimento l'altro 
lavoro del medesimo autore Die Hesse'sche Curve in rein geome- 
trischen Behandlung, Math. Ann., 34, 1889). Il procedimento di 
soluzione scelto dall' autore non si può compendiare in poche 
sentenze e (notiamolo di passaggio) ha bisogno di venire ancora 
elaborato prima di poter penetrare nell'insegnamento; esso si 
accosta di preferenza alle ricerche di Steiner, inquantochè le 
curve dei differenti ordini vengono generate col mezzo di fasci 
proiettivi di curve d'ordini inferiori. 

Sembra invece che alle ricerche di Staudt (definizione di una 
conica col mezzo di sistemi polari) divisasse avvicinarsi il De 
Paolis nella soluzione da lui immaginata pel problema proposto 
dall'Accademia di Berlino; sventuratamente tale soluzione ri- 
marrà per sempre sconosciuta (1), perchè la morte colse l'inven- 
tore quando egli aveva pubblicato due lavori sulla questione (2) 
di non piccola importanza, ma che sono da ritenersi soltanto 
quali preliminari remoti della soluzione stessa. 

Aggiungeremo che, prima e dopo dei geometri citati, di que- 
stioni collegate alla teoria rigorosamente sintetica delle curve 
piane (e delle superficie) algebriche, molti altri si occuparono; 
dei loro lavori ricordiamo i seguenti: Schur, Eine geometrische 
Ableitung der Polareigenschaften der ebenen Curven (Zeitschr. 
f. Math., 22, 1877); Thomae, Die Definition der geometrischen 
Oebilde durch Construction ihrer Polar-sgsteme (Id., 24, 1879); 
Kohn, Zur Theorie der harmonischen Mittélpunkte (Wiener Ber.. 
1883) e Eine Definition der Polaren (Palermo Rend., 7, 1893); 
R. Schumacher , Die Punktsysteme auf der Geraden und ihre 
Anwendung zur Erzeugung der algebraischen ebenen Curven (Joum. 
f. Math., 110, 1892, e 111, 1893); Guccia, Una definizione sinte- 
tica delle curve polari (Palermo Rend., 7, 1893); ai quali si 
possono aggiungere i due che vennero premiati nel 1868 dal- 
l'Accademia di Berlino, cioè: H. J. S. Smith, Mémoire sur 



(1) Gfr. la nota del Sempre in calce alla nota postuma del De Paolis in- 
titolata Teoria generale delle corrispondenze proiettive e degli aggruppatnenti 
proiettivi nelle forme fondamentali a due dimen8Ìoni,{Linc^ Bend., V, 2, 1894)). 

(2) Teoria dei gruppi geometrici e delle corrispondenze che si possano staln- 
lire tra i loro elementi (Mem. Soc. XL, III, 7, 1890) e Le corrispondenze pro- 
iettive nelle forme geometriche fondamentali di 1^ specie (Torino Mem. II, 42, 
1892). 
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quelques problèmes cubiques et biquadratiques (Ann. di Mat., U, 
3, 1869-70) e Kortum, Veber geometrische Aufgaben dritten und 
mrten Grades (Bonn, 1869). 

11. Accanto alla collezione di scritti derivanti dal desiderio di 
scoprire quali siano le proprietà comuni a tutte le curve al- 
gebriche qualunque ne sia Tordine e dei quali tentammo nelle 
pagine precedenti di porgere un'idea al lettore, un'altra ne esiste 
non meno ricca, ma più variopinta e che, trattando di curve 
caratterizzate da qualche specialità, dovrebbe giudicarsi per 
meno importante ove non si riflettesse che lo spirito umano 
procede dal particolare all'universale e che quindi molte inve- 
stigazioni non dotate di grande generalità devono giudicarsi di 
gran valore se non altro per essere state o perchè presumibil- 
mente diverranno il primo passo verso proposizioni estese. Gli 
è di questo secondo gruppo di lavori che ora ci occuperemo. 

Per porre un po' d'ordine nelle svariatissime ricerche sulle 
curve speciali, tratteremo dapprima delle curve d'ordine partico- 
lare, poi di quelle di genere particolare e finalmente di quelle 
(non tutte necessariamente algebriche) soddisfacenti ad una o più 
condizioni comuni. 

Fra le curve d'ordine determinato spetta il primo posto alle 
sezioni coniche ; ma chi mai potrebbe illudersi di dare un concetto 
almeno approssimato delle innumerevoli ricerche che su di esse 
vennero compiute nei venti secoli in cui vennero studiate, delle 
imiumerevoli qualità che in esse vennero segnalate e che ogni 
di crescono, dei differenti punti di vista da cui vennero consi- 
derate? Una semplice raccolta dei teoremi che ora possediamo 
su quelle celebri curve riempirebbe più di un grosso volume: 
sia lecito a noi di non accordare la preferenza ad alcuno, ri- 
mandando il lettore alle molte pregevoli esposizioni geome- 
triche ed analitiche che ne possediamo. E passiamo a dire qualche 
cosa delle curve di terz'ordine, su cui pure la letteratura è tanto 
estesa che, nell' accingerci a rendere conto delle produzioni più 
cospicue in essa contenute, noi sentiamo il bisogno (più che in 
qualunque altra occasione) d'invocare l'indulgenza del lettore 
per le lacune e le involontarie ingiustizie che per fermo non riu- 
sciremo ad evitare. 

Molte rilevanti ricerche di varia natura sulle cubiche piane 



mf 
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si apprendono dalle opere d'Eulero, di Gramer e di PlUcker 
citate nelle pagine precedenti, nonché deM' Enumeratio di Newton 
e dal De linearum geometricarum proprietatibus generalibus trac- 
tatus (London, 1720) del Maclaurin. In Inghilterra queste' 
curve continuarono a venir studiate anche in tempi a noi vi- 
cini ; al Salmon infatti si deve la scoperta dell'importante pco- 
posizione che afferma la costanza del rapporto anarmonico delle 
quattro tangenti condotte alla curva da un puntò arbitrario 
di essa {Théorèmes sur les courbes de troisiètne degré, Journ. f. 
Math., 42, 1851; cfr. R. Sturm, Ueber die ebenen Cwrven driiter 
Ordnung, Id., 90, 1881 e V. Jamet, Sur le rapport anharmonique 
d^une courbe du troisième ordre, Bull. S. M. T., 15, 1887), pro- 
posizione assai notevole che venne utilizzata piìi tardi dal Cre- 
mona per classificare le curve in questione {Considerazioni sulle 
curva piane del tersf ordine, Giorn. di Mat., 2, 1864); d'altronde 
al Gayley si devono interessanti ricerche Bui punti corrispondenti 
d'una cubica {Mémoire sur les courbes du troisième ordre, Journ. 
de Math., 9, 1844; Nouvdles remarques sur les courbes du troi- 
sième ordre, Id., 10, 1845), nonché delle importanti investiga- 
zioni analitiche che condussero alla scoperta di parecchie curve 
covarianti ad una cubica {A Memoir on Curves of the Third 
' Order, Phil. Trans., 147, 1857 ; On the Tangential of a Cubie, Id., 
148, 1858), ed altre, di cui pel momento ricordiamo soltanto 
quelle On a Case of the Involution of Cubie Curves (Cambridge 
Trans., 11, Parti, 1866; cfr. i due articoli On the Cubie Centres 
of a Line with respect to Three Lines and a Line, Phil. Mag., 20, 
1860, e 22, 1861), e quelle On the Mechanical Description of a 
Cubie Curve (Proc. L. M. S., 4, 1871-73); finalmente a Sylvester 
dobbiamo l'elegante teoria dei punti residui che tutti conoscono 
grazie al Cap. V del Treatise on Higher Piane Curves del Sal- 
mon (1). 

Speciali modi per generare una curva di terz'ordine si appren- 
dono dagli scritti di Cayley testé ricordati e da altri che saranno 
citati poi ; di tale questione si occuparono anche Chasles (Con- 



(1) Fra le applicazioni recenti della teoria di Sylvester ricorderemo quelle 
che 6i leggono nella nota del Yalentiner, Om KonstruJUionen af Curver af 
5di« Qg ^de Qjr^gf^^ bestemte ved ai skulle gaae gjennem hendholcUvis 9 og li 
Punkter (Nyt Tidsakrift for Math., 8, 1892). 
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strucHon de la courbe du troisième ordre déterminée par neufpoints, 
C. R., 36, 1853) e poi ex-professo il Grassmann {Ueber die Erzeu- 
gung der Curven dritter Ordnung durch gerade Linien und iìber 
geametrische Definitionen dieser Curven, Journ. f. Math., 36, 1838 ; 
Die lineale Erzeugung von Curven dritter Ordnung, Id., 52, 1856), 
il debsch {Ueber zwei Erzeugungsarten der ebenen Curven dritter 
Ordnung, Math. Ann., 5, 1872), lo SchrSter (1829-1892) {Ueber eine 
besondere Curve dritter Ordnung und eine einfache Erzeugungsart 
der aUgemeinen Curven dritter Ordnung, Id., ib.; Ueber Curven drifter 
Ordnung, Math. Ann., 6, 1873; Zurilckfuhrung der Grasstnannschen 
Definition der Curve dritter Ordnung auf die von Chasles, Cayley 
und Hesse angegebenen Erzeugungsweisen, Joum. f. Math., 104, 
1889), il Durège {Ueber die Curven dritter Ordnung welche den geo- 
metrischen Ort der Brennpunkte *einer Kegehchnittschaar bUdet, 
Math. Ann., 5, 1872) e VUeger {Eine Construction von Curven dritter 
Ordnung au8 conjugierten Punkten, Zeitschr. f. Math., 25, 1880). 
Alle due prime fra le or nominate memorie dello Schròter ed a 
qaella del Durège sono collegate quella dell'Hamack Ueber lineare 
Constructionen von ebenen Curven dritter Ordnung (Zeitschr. f. 
Math., 22, 1877) , di T. Walter Ueber den Zusammenhang der 
ebenen Curven dritter Ordnung mit Kegelschnittschaaren (Diss. 
Giessen, 1878), dell'Hurwitz Ueber die Schroter'sche Construction 
der ebenen Curven dritter Ordnung (Joum. f. Math., 107, 1891) 
e del Bobek sopra Die Brennpunktscurven dea Kegelschnittsbiischel 
(Monatshefte, 3, 1892). 

Sui punti d'inflesso e più generalmente sulle linee aventi con 
una data cubica dei contatti assegnati, Steiner enunciò parecchie 
eleganti proposizioni {ScUze iiber Curven zweiter und dritter Ordr- 
nung, Journ. f. Math-., 32, 1846), che vennero poi dimostrate 
da P. August {Ein Steiner^ scher Satz Uber Krummungskreise bei 
Kegdschnitten und ein allgemeinerer Steiner^ scher Satz uber os- 
culirende Kegelschnitte bei Curven dritten Grades, Journ. f. Math., 
68, Ì868), dal Durège {Ueber die Kegelschnitte welche eine Curve 
dritter Ordnung osculieren, Prager Ber., 1871) e dal Gent {Ueber 
den Zusammenhang der 8y steme derjenigen Punkte, in welchen 
Kegelschnitte eine allgemeine Curve dritter Ordnung osculiren, 
Zeitschr. f. Math., 17, 1872); di questioni affini si occuparono 
con successo anche Hesse {Ueber die Wendepunkte der Curven 
dritter Ordnung, Journ. f. Math., 28, 1844; Ueber die Curven 
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dritter Ordnung und die Kegelschnitte, welche diese Curven in 
drd verschiedenen Punkte beriihren, Id., 36, 1848; Ueber Cur- 
ven dritter Klasse und Curven dritter Ordnung, Id., 38, 1849; 
Eigenschaften der Wendepunkte der Curven dritter Ordnung und 
der Buckkehrtangenten der Curven dritter Klasse, Id. ib-), Clebsch 
{Ueber die Wendetangenten der Curven dritter Ordnung, Id., 58, 
1861), G. Battaglini (1826-1894) (1) (Sulle cubiche ternarie sizige- 
tiche, Coli, math.), il Servale {Sur les coniques oscvlatrices dans les 
courbes du troisième ordre, Belgique Bull. HI, 23, 1892), W. Wir- 
tinger {Ueber eine Eigenschaft der Wendetangenten der Curven 
dritter Ordnung, Monatshefte, 4, 1893), G. Eohn {Bemerkung 
iiber die Kegelschnitte tvelche sechs Wendetangenten einer (? be- 
riihren. Ivi), A. Wiman {Om inflexionspunkterna til plana kur- 
vor of tredje ordningen, Nyt ÌPidsskrift for Math., 5, 1894) e 
Ferrers {On the Inflexional Tangents of a Cubie and the Conics 
touched by them. Mesa., 24, 1894-95). 

Su certe classi di poligoni inscritti in una cubica piana vertono 
alcuni Geometrische Lehrsdtze di Steiner (Journ. f. Math., 32, 
1846) ed i lavori intesi a dimostrarli e che citammo altrove 
(Cap. I, n. 13), nonché la nota di Grassmann Zur Theorie der 
Curven dritter Ordwwn^r (Gotting, Nachr., 1872), i Teoremi sui po- 
ligoni di Steiner inscritti in una curva di terzo ordine (Palermo 
Rend., 5, 1891) del Martinetti e le due note di Em. Weyer Ue- 
ber Funfecke, welche einer C3 gleichzeitig ein- und umgeschrieben 
sind e Ueber Vierecke, welche einer (? gleichzeitig ein und umge- 
schrieben sind (Monatshefte, 4, 1893). 

Gol solo sussidio della geometria sintetica le cubiche piane 
furono studiate dal Kùpper {Ueber Curven dritter Ordnung als 
Einhiillenden von Kegelschnitte, Prager Ber., 1871, Beitrdge zur 
Theorie der Curven dritter und vierter Ordnung , Prager Abh., 
VI, 5, 1871), da R. Slawyk {Die Polareigenschaften der aUge- 
meinen ebenen C3, Diss. Breslau , 1872) , dal Milinowski {2!ur 
Geometrie der ebenen Curven dritter Ordnung, Journ. f. Math., 
78 , 1874 (2); Zur synthetischen Behandlung der ebenen Curven 



(1) Cfr. E. d'Ovidio, Commemorazione del Socio Giuseppe Battaglini (Lincei 
Mem., V, 1, 1895). 

(2) Ivi 8Ì leggono le dimostrazioni pei teoremi sulle cubiche che Steiner 
enunciò nella sua grande memoria sulle curve a centro. 
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dritter Ordnung, /eitschr. f. Math., 21, 1876; SyntHetischer 
Beweis , dass jede ebene Curve dritter Ordnung durch einen 
KegelschniUbiischel und einen ihm prcjectiven Strahlenbiischel erzeugt 
werden kann, Id., 23, 1878; 2kir Polarentheorie der Curven und 
Flachen dritter Ordnung, Journ. f. Math., 89, 1880), dallo Schur 
{Synthetischer Beweis der Identitàt eiìier Tripelcurve mit dem Er- 
zeugniss eines Kegelschnittsbuschels und eines ihm projectiven Stràhl- 
biìschels, Zeitschr. f. Math., 24, 1879), da S. Kantor {Una semplice 
generazione della curva Jacobiana di una rete di curve di 3® ordine, 
Lincei Rend., m, 3, 1879), dall' Ameseder (1858-1891) [ìfotiz iiber 
Tripel einer Curve dritter Ordnung welche denselbe Hòkenschnintt- 
punkthahen, Zeitschr. f. Math., 28, 1883), dal Reye(Z)fe Geometrie 
der Lage, 3® Anfl. I Abth., Leipzig 1886, p. 237, e segg.), 
dal London {Ueber die Polarfiguren der ebenen Curven dritter 
Ordnung, Math. Ann., 36, 1890) jb dal Kótter (Einige Haupt- 
sdtze aUs der Lehre von den Curven dritter Ordnung, Id., 38, 
1891, e Note iiber ebene Curven dritter Ordnung, Journ. f. Math., 
114, 1894 (1). A queste memorie si possono riavvicinare le 
ricerche di M. Disteli 2jur Configuration der Wendepunkte der . 
allgemeinen ebenen Curven dritter Ordnung (Wolf Zeitschr., 24 
1890), ove la cubica viene considerata come la proiezione di 
una quartica gobba di prima specie fatta da un suo punto, . 
e le numerose costruzioni pel nono punto comune a tutte le cu- 
biche passanti per gli stessi otto punti di cui le più notevoli 
sono forse quelle che si leggono nei lavori seguenti: Weddle 
e Hart, Construction by the [Buie alone to determine the ninth 
Paint of Intersection of two Curves of the Third Order (Cambridge 
Journ., 6, 1851); Hart, On the Intersection of Piane Curves of 
the Third Order (Dublin Trans., 1878); Chasles, Principe de 
correspondance entre deux objets variables, qui peut ètre d'un grand 
usage en geometrie e Note sur les courbes du troisième ordre, con- 
cernant les points d' intersection de ce» courbes entre elles ou par 
des lignes d'ordre inférieur (C. R., 41, 1855); Cayley, On the 
Construction of the Ninth Point of Intersection of the Cubie which 
pass through eight given Points (Quart. Journ., 5, 1862); Miiller, 



(1) In qaest' ultimo lavoro sono esposte dicane semplicissime considera- 
zioni geometriche che abilitano a concludere la rappresentazione parame- 
trica dei punti di una cubica, di cui parliamo più innanzi. 

LoBià, U patiaio td U pruénU dilli princ^MU iiorii giomitricke, 5 



*•• 
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Ueber eine geometrische Verwandschaft fùnften Grades (Math. Ann., 
2, 1870); London, Lineare Constructionen deh neunten Schnitt^ 
punktes zweier Curv^n drUter Ordnung (Id., 36, 1890); Russell, 
Buie Canstructions in connexion tvith Cubie Curves (IrisH Trans.. 
30, 1892); Beyel, Canstruction der Curven dritter Ordnung aus 
neun gegebenenen Punkten und Construction der neunten Punktes 
zu acht Grundpunkten eines Buschels von Curven dritter Ordnung 
(Zeitschr. f. Math., 40, 1895); Lange, Zeichnung des neunten 
Schnittpunktes zweier Kurven 3, Ordnung (Wismar, 1895). 

In campi contigui a quelli finora considerati si aggirano al- 
cune indagini su poligoni polari e su altre figure collegate ad 
una cubica piana; nell'impossibilità di descriverne a parte il 
contenuto ci limitiamo far menzione dei lavori in cui furono pub- 
blicate: Geiser, Ueber zwei geometrische Probleme (Journ. f. Math.. 
67, 1867) (1); Siebeck, De triangulo, cuius latera continent polos 
respectu qiuUuor sectionum conicarum coniugatos (Ann. di J\iat., 2. 
1868-69) ; H. J. S. Smith, Observatio geometrica (Id., ib.) e On 
some Geometrical Constructions (Proc. L. M. S. , 2, 1868) ; Em. 
Weyr, Zur Erzeugung der Curven dritter Ordnung (Wiener Ber., 
1868), Die Erzeugung der Curven dritter Ordnung mittelst sgni- 
metrischer Elementarsysteme zweiten Grades (Id., 1874), Die Curven 
dritter Ordnung als Involutionscurven (Prager Ber., 1877) e Ueber 
eindeutige Beziehungen auf eine allgemeinen ebenen Curven dritter 
Ordnung (Wiener Ber., 1883); Grassmànn, Ueber zusammen- 
gehorige Fole (GStting. Nachr., 1872); Caporali, Teoremi sulle curve 
e sui fasci di curve del terz'ordine (Lincei Trans., HI, 1, 1877), 
Alcuni teoremi sui fasci sizigetici di curve del terzo ordine e SuUa 
figura costituita dai punti di contatto delle tangenti condotte ad 
una cubica da tre suoi punti in linea retta (scrìtti postumi pub- 
• blicati fra le Memorie di Geometria di Ettore Caporali , Napoli. 
1888); Laguerre (1834-1886) (2) Sur les courbes de la traisième 
classe (Journ. de Math., HI, 4, 1878); Clijflford, The potar Theory 
of Cubics (frammento inserito fra i Mathematical Papers by W. K, 
Clifford, London, 1882); Folio e Le Paige, Mémoire sur les courbes 



(1) Una generalizzazione di tali problemi venne indicata dal Milinowskì 
nella Bemerkuna zu des Geisersche die Curve dritter Ordnung hetreffende Ab- 
handlung, ecc. (Journ. f. Math.,' 77, 1874). 

(2) Cfr. E. Rouché, Edmond Laguerre, sa vie et ses travaux (Journ. Éc. poi., 
56» cah., 1887). 
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du troisième ordre (Belgique Mém., 43, 1880 e 45, 1882); Le Paige, 
Sur les courbes du troisième ordre (Belgique Bull., IH, 4, 1882) e 
Sur une propriété des cuhiques planes (Prager Ber., 1882); Marti- 
netti, Ricerche sulle curve piane del terzo ordine (Giorn. di Mat., 
23, 1885); R. A. Roberta, On Triangles of Maximum and Mini- 
mum Area inscribed iti a Piane Cubie (Mess., 15, 1885); 0. Schle- 
singer, TJeber conjugierte Curven, insbesondere iiber die geometri- 
sche Relation zuHschen einer Curve dritter Ordnung und einer zu 
ihr conjugierten Curve dritter Classe (Math. Ann., 31, 1887; cfr. 
33, 1889); P. Serret, Sur une sèrie récurrente de pentagones, inscrip- 
tibles à une méme courbe generale du troisième ordre, et que Von 
peut construire par le seul emploi de la règie (C. R., 115, 1892); 
J. de Vries, Polygones cycliques sur courbes cuiiques planes {Ar- 
chives Néerlandaises, 25, 1893); Miss C. A. Scott, On piane 
Cubics (Proc, R. S., 44, 1894). 

Le coordinate dei punti di una curva generale del terzo or- 
dine sono esprimibili mediante funzioni ellittiche di un para- 
metro ; di tale rappresentazione e delle conseguenze geometriche 
che se ne possono dedurre si occuparono: Durège, Ueber Curven 
dritter Ordnung und ihre Abbildung auf einem Kreise (Zeitschr. 
f. Math., 17, 1872); Harnack, Ueber die Verwerthung der ellipti- 
schen Functionen far die Geometrie der Curven dritten Grades 
(Math. Ann., 9, 1876); Hermite, Extrait d'une lettre adressée à 
Jf. Fuchs {Joum. f. Math., 83,. 1877); Halphen, Recherches sur 
les courbes planes du troisième degré (Math. Ann. , 15, 1879) e 
Traité des fonctione elliptiques et de leurs applications (II partie, . 
Paris, 1888, XI chap.) ; Picquet, Applications de la représentation 
des courbes du troisième degré à Vaide des fonctions elliptiques 
(Journ. Ec. poi., 44® cah., 1885); 0. Schlesinger, Ueber die Ver- 
werthung der ^'Functionen fiir die Curven dritter Ordnung nebst 
einer Anwendung auf die zu einer Curve dritter Ordnung apo- 
laren Curven (Math. Ann., 31, 1888); Valyi, Zur Theorie der 
ebenen Curven dritter Ordnung und sechster Classe (Math. und 
riaturwiss. Ber. aus Ungarn, 9, 1892 e 10, 1893). 

Fra un altro ramo d'analisi e le curve generali del terz'or- 
dine esiste una parentela assai stretta; intendiamo alludere alla 
teorìa delle forme ternane cubiche di cui ogni formola può in- 
terpretarsi come un teorema sulle cubiche piane, di cui ogni 
progresso corrisponde ad una nuova cognizione intorno a queste 
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figure geometriche; esce dal nostro tema il seguire Tevoluzione 
e ritrarre lo stato attuale di quella importante teoria, ma vo- 
gliamo almeno ricordare le memorie di Aronhold (1819-1884) 
(Journ. f. Math., 39, 1850, e 55, 1858), e Clebsch e Gordan (Math. 
Ann., 6, 1873) le quali a buon diritto meritano l'epiteto di fon- 
damentali su tale argomento. 

Una curva del terzo ordine non può specializzarsi proiettiva- 
mente che per la presenza di un punto doppio o di una cuspide; 
la curva allora acquista delle proprietà particolari assai note- 
voli, di cui basti qui ricordare Tesprimibilità delle sue coordi- 
nate mediante forme binarie cubiche, la quale fa apparire per 
identiche la ricerca delle proprietà delle cubiche razionali e 
quella delle proprietà di una terna di forme binarie cubiche. 
Sia sfruttando questo legame, sia con considerazioni dirette, le 
curve in discorso furono molto studiate in molti lavori di cui 
ricorderemo i seguenti: Durège, Ueber fortgesetzes Tangenten- 
ziehen an Curven dritter Ordnung mit einem Doppelr oder Biick- 
kehrpunkte (Math. Ann., 1, 1869); Rosenow, Die C3 mit einem 
Doppelpunkt (Diss. Breslau, 1873); Em. Weyr, Ueber Punkt- 
systeme auf Curven 3'^ Ordnung (Zeitschr. f. Math., 15, 1870), 
Ueber die Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt (Math. 
Ann., 3, 1870), Zur Geometrie des Curven 3^ Ordnung (Zeitschr. 
f. Math. 15, 1870), Sulle curve piane razionali del terz'ordine((iìovìi. 
di Mat., 9, 1871), Ueber Projectivitàten und Involutionen auf 
ebenen rationalen Curven dritter Ordnung (Wiener Ber., 1880), 
Ueber dreifach-ierilhrende KegelschniUe einer ebenen Curve dritter 
Ordnung und vierter Classe (Id., 1879), Ueber die Abbildung einer 
raiionalen ebenen Curve dritter Ordnung auf einen Kegelschnitt 
(Id., ib.); Ed. Weyr, Ueber die Doppelelemente projectivischer Gè- 
bUde und deren Bedeutung fiir Curven dritter Ordnung und Classe 
(Prager Ber., 1869); Igei, Ueber ebene Curven dritter Ordnung mit 
einetn Doppelpunkt (Math. Ann. 6, 1873) ; Juel, Geometriske jBe- 
viser for nogle Sàtninger om kurver af tredie Orden med et, og 
kurver af fijerde Orden med pre Dobbeltpunkter (Tidsskrift, IV, 
1, 1877); Pittarelli, Sulle curve del terz'ordine con un punto 
doppio (Napoli Rend., 24, 1885),^ Le. curve di 3^ ordine e di 
4^ classe (Id., ib.) e Le cubiche con un punto doppio e la corri- 
spondenza (1, 2) (Lincei Mem., IV, 3, 1886; questo scritto fa se- 
guito allo Studio algebrico-geometrico intorno alla corrispondenza 
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(1, 2) inserito nello stesso voi.); Dingeldey, Ueber Curven dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt (Math. Ann., 27, 1886) e 2jur Cons- 
trudion der Hesse'schen Curve der rationalen Curven dritter 
Ordnung (Id., 28, 1887); Berzolari, Sulla curva del terzo ordine 
dotata di punto doppio (Rend. Ist. Lomb., Il, 25, 1892) ; Drasch, 
Ueber einige'Eigenschaften der ebenen Curven III 0. mit Rilckkehr- 
punkt (Monatshefte, 4, 1893) ; Stiner , Metrische Eigenschaften 
der Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt (Ivi). 

Alcune curve di terz'ordine specializzate dal punto di vista me- 
trico furono studiate dagli antichi (serva d'esempio la cissoide 
di Diocle) ; anche alcuni moderni se ne occuparono come si ap- 
prende dagli scritti seguenti: Bjerkness, Sur une certaine classe de 
courbes de troisihme degré, rapportées à lignes droites qui dépendent 
de paramètres donnés (Journ. f. Math., 55, 1858) ; Hermes, Ueber 
eine getoisse Curve des dritten Orades (Id., 97, 1884) (l); Schoute, 
Bemerkung anldsslich des Aufsatzes von Herrn 0, Hermes^ ecc. 
(Ib., 99, 1886) e Disteli, Die Metrik der circuldren ebenen Curven 
dritter Ordnung in Zusammenhang mit geometrischen Lehrsàtzen 
Jacob Steiner's (Wolf Zeitschr., 36, 1891). 

Prima di abbandonare le curve piane di terzo ordine ricor- 
deremo due esposizioni metodiche delle loro principali proprietà ; 
sono: Durège, Die ebenen Curven dritter Ordnung (Leipzig, 1871) 
e Schroter, Die Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung 
(Leipzig, 1888). 

12. Fra i molti studi che vennero compiuti sulle proprietà 
delle curve generali di quarto ordine, spetta il posto d'onore 
a quelle che si aggirano intorno alla distribuzione delle 28 
tangenti doppie di una tale curva e che, essendo state com- 
piute in parte applicando i risultati ottenuti intomo a funzioni 
trascendenti notevoli, meritano, in certa misura almeno, un 
posto nella storia dell'analisi. Come prime indagini sul detto 
argomento dovrebbero considerarsi quelle di Plttcker {Theorie 
der alg. Curven, 1839, p. 228 e segg.), ove parecchie delle pro- 
posizioni che ne compendiano i risultati non fossero erronee, 
perchè ottenute col mezzo di una enumerazione di costanti non 
conclusiva. Meglio è dunque farle cominciare con la memoria 



(1) Cfr. Steiner in Journ. f. Math., 45, 1853, p. 375. 
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di Steiner intitolata Eigenschaften der Curven vierten Grades riick-- 
sichtlich.ihrer DoppeUangenten (Journ. f. Math., 49, 1855) ^e la 
contemporanea di essa di Hesse Ueber die Doppeliangenien der 
Curven vierten Grades (Id., ib.). Con questa fanno sistema due altre 
di quest'ultimo autore : Transformation der Gleichung der Curven 
14'^ Grades, welche eine gegebene Curve 4^ Grades in den Bernh-- 
rungspunkten ihrer DoppeUangenten schneiden (Id., 52, 1856) e 
Zu den DoppeUangenten der Curven vierten Grades (Id., 55, 1858). 
A dimostrare le proposizioni enunciate da Steiner, ad aggiun- 
gerne altre o a stabilire altrimenti i teoremi di Hesse lavora- 
rono il Geiser adoperando la geometria a tre dimensioni {Ueber 
die DoppeUangenten einer ehenen Curve vierten Grades, Math. 
Ann., 1, 1869; Ueber die Steiner' schen Sàtze von den DoppeUan- 
genten der Curven vierten Grades, Journ. f. Math., 72, 1870) (1), 
TAmeseder {Geometrische Untersuchungen der ehenen Curven vierten 
Ordnung, insbesondere ihrer Beruhrungskegelschnitte, Wiener Ber., 
85, 1882 e 87, 1883) ed il Kohn (Ueber die Beruhrungskegelschnitte 
uhd DoppeUangenten der aUgemeinen Curve vierten Ordnung, Journ. 
f. Math., 107, 1890; Ueber die Belationen, welche zwischen den ver- 
schiedenen Systemen von Berilhrungskegelschnitten einer aUgemeinen 
Curve vierter Ordnung bestehen, Monatshefte, 1, 1890) con mezzi 
planimetrici; con procedimenti analitici (algebrici o trascen- 
denti) oppure con metodi misti TArcnhold (Ueber den gegensei- 
tigen Zusammenhang der 28 DoppeUangenten einer aUgemeinen 
Curve vierten Grades, Berliner Ber., 1864), il Rock (Ueber die 
Doppeltangenten an Curven vierter Ordnung, Journ. f. Math., 66, 
1866), il Riemùnn (Zur Theorie der AbeV schen Functionen far den 
Fallf = 3, in Ges, Math. Werke, Leipzig, 1876), il Cayley (Note 
sur ValgorUhme des tangentes doubles d'une courbe du quatrième 
ordre, Journ. f. Math., 68, 1868; On the Bitangents of a Piane 
Quartic, Id., 94, 1883; e On the Doublé Tangents ofa Curve ofthe 
FouHh Order, Phil. Trans., 151, 1861), il Nother (t/ei^r die Glei- 
chung achten Grades und ihr Auftreten in der Theorie der Curven 
vierter Ordnung, Math. Ann., 15, 1879; Zur Theorie der Beriihr- 
ungscurven der ebenen Curven vierter Ordnung, Munchener Abh., 



(1) Cfr.: Frahm, Bemerhungen Uher des Flàchennetz zweiter Ordnung (Math. 
Ann., 7, 1874) e Toeplitz, Uehei* ein Fldchennetz ztoeiter Ordnung (Ib., 11, 
1873). 
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17, 1889, e Note Uber die Siebensysteme von KegelschniUen, welche 
durch die Beruhrungspunkte der Doppeltangenten einer ebenen 
Curve vierter Ordnung gehen , Math. Ann., 46, 1895), il Frey- 
berg {Die Gleichung fur die Beruhrungspunkte der DoppéUan- 
genten der Curve 4. Ordnung, Id., 17,- 1880), H. Weber (Rei^ 
die Gahis^schen Gruppen der Gleichung 28^ Grades, von welcher 
die Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung abhàngen, Id., 
23, 1884) ed il Frobenius {Ueber die Beziehungen zunschen den 
28 Doppeltangenten einer ebenen Curve vierter Ordnung, Journ. f. 
Math., 99, 1886, e JJeber den Jacobischen Covarianten der Systeme 
von Beriihrungskegelschnitten einer Curve vierter Ordnung, Id., 
103, 1888). 

Incomparabilmente ìneno estese e profonde sono le nostre 
cognizioni intomo alla distribuzione dei flessi delle curve di 
quart'ordine; la configurazione cui essi danno luogo fu scopo di 
lunghe e perseveranti indagini da parte del Caperai;, il quale 
però non giunse a risultati decisivi ; a tali investigazioni siamo 
debitori di una nota Sopra una certa curva del 4^ ordine (1) 
(Napoli Rend., 2\, 1882), di. alcuni frammenti postumi Sulla teoria 
delle curve piane del quarto ordine pubblicati nelle Memorie di 
Geometria (Napoli, 1888) e di altri apergus fatti conoscere dal 
Segre nella nota concernente Alcune idee di Ettore Caporali in- 
torno alle quartiche piane (Ann. di Mat., Il, 20, 1892): aggiun- 
giamo che L'equazione di 24^ grado da cui dipende la ricerca dei 
flessi nella curva generale di 4^ ordine è stata studiata da F. Ger- 
baldi (Palermo Rend., 7, 1893). 

Una Énumeration des courbes du quatrième ordre, d'après la 
nature differente de leurs branches infinies, fu fatta da Pliicker 
(Journ. de Math., 1, 1836). Di proprietà comuni a tutte le quai'- 
tiche trattarono sinteticamente Grassmann {Erzeugung der Curven 
vierter Ordnung durch Bewegung gerader Linien, Journ. f. Math., 
44, 1852), Chasles (Sur les courbes du quatrième et du troisième 



(1) Questa curva, benché speciale, è esente da punti multipli; come tale 
è analoga a due studiate una dal Liiroth (Einige Eigenschafteh einer gewissen 
Gattung von Ourven vierter Ordnung j Math. Ann., 1, 1869, e Neuer Beweis 
des SaizeSf dass nicht jeder Curve vierter Ordnung ein FUnfseit eingeachrieben 
werden kann, Id., 18, 1878) e l'altra dal Geiser (Sopra la teoria delle curve 
piane di quarto grado, Ann. di Mat., II, 9, 1879): quest'ultima curva gode la 
proprietà di avere per Hessiana una curva con punto doppio. 



— 72 — 

ardre, Développement des conséquences du théorètne general concer- 
nani la description des courbes du quatrième ordre au moyen de 
deux faisceaux de coniques, C. R., 37, 1853), il de Jonquières {Mode 
de canstrucfion et de descriptian de la courbe du quatrième ordre 
determinée par quatorze points, Joum. de Math., H, 1, 1856), 
il Milinowski {Zur synthetischen Behandlung der ebenen Curven 
vierter Ordnung, Zeitschr. f. Math., 23, 1878) e J. Gardinaal 
(Zur Geometrischen Theorie der ebenen Curven vierter Ordnung, 
Joum. f. Math., 102, 1888). Con altri metodi studiarono le 
quartiche piane: Hesse (Ueber Determinanten und ihre Anwen- 
dung in der Geometrie, insbesondere auf Curven vierter Ordnung, 
Joum. f. Math., 49, 1855), Clebsch {Ueber Curven vierten Grades, 
Id., 59, 1861 ;cfr. Ciani, Sopra due cufve invariantive di una 
quartica piana, Ann. di Mat., Il, 20, 1892-93, Sopra le serie qua- 
dratiche di coniche inviluppanti la quartica piana, Rend. Ist. 
Lomb., n, 28, 1895, e Sopra la corrispondenza polare fra coniche 
inviluppo e coniche luogo stabilita da una quartica piana, Lincei 
Rend., V, 5, 18952), ^ Laguerre {Sur les singularités des courbes de 
quatrième classe, Journ. de Math., HI, 1, 1875), il Le Paige {Sur les 
£Ourbes du quatrième ordre, C. R., 98, 1884; e Sur quelques questions 
relatives aux quartiquesplanes, Ann. de la Soc. se. de Bruxelles, 
8, 1884), J. De Vries {Involutions cubiques sur les courbes biqua- 
dratiques, Archives Néerlandaises, 23, 1889); e E. Pascal {SuUe 
315 coniche coordinate alla curva piana generale di 4^ ordine. 
Lincei Rend., V, 1, 1892^, Ricerche sugli aggruppamenti formati 
colle 315 coniche coordinate alla curva piana generale di 4^ ordine, 
Ivi, e Sugli aggruppamenti tripli di coniche coordinate alla quar- 
tica piana, Id., 2, 1893i). 

Tacendo dei lavori che trattano delle proprietà invariantive 
delle forme ternarie biquadratiche, perchè sono di diretta per- 
tinenza dell'algebra moderna, ci occuperemo delle memorie ri- 
ferentisi alle quartiche particolari. 

Alle quartiche di genere 2 (con un punto doppio od una cu- 
spide) sono dedicate le seguenti : BrioscM, Les tangentes doubles 
à une courbe du quatrième ordre avec un point doublé (Math. Ann., 
4, 1871); Cremona, Observations géométriques à propos de la note 
de M, Brioschi (Ivi) ; Brill, Note ilber die Doppeltangenten einer 
Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt {Id., 6, 1873) e Ueber 
die Wendepunkte der Curven vierter Ordnung mit Doppelpunkten 
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(Id., 17, 1880); Brioschi, Sopra una classe di curve del 4^ ordine 
(Lincei Rend., HI, 8, 1884) (1); BjOrling, Construction mittelst 
Lineals und Cirkel der Curven vieHer Ordnung vom Geschlechte 2 
(Stockh. Oefv., 1887); Bobek, TJeber Curven vierter Ordnung von 
Geschlechte Zweij ihre Systheme beriihrender Kegelschnitte und 
DoppeUangenten (Wiener Abh., 53, 1887). 

Le quartiche di genere 1 possono studiarsi facilmente riguar- 
dandole per proiezioni di quartiche gobbe di prima specie : in 
tal modo esse furono considerate dal Fiedler {Die darstellende 
Geometrie, TU Aufl., Il ThL, Leipzig, 1885, p. 180 e seg.) e dallo 
Zeuthen {Nogle Egenskaber ved Kurver af fjerde Orden med éo 
Dobbelspunkter, Bull, de TAcad. danoise des Sciences. 1879) ; 
mentre THumbert le studiò esprimendone le coordinate mediante 
funzioni ellittiche di un parametro {Sur la courbe du 4^ ordre à 
deux points doubles, C. R., 97, 1883). 

Assai più copiosa è la letteratura sulle quartiche razionali, le 
quali somministrarono delle eleganti applicazioni alla teoria 
delle forme binarie ; fra gli scritti di tale categoria ricorderemo 
i seguenti : Brill, TJeber rationale Curven vierter Ordnung (Math. 
Ann., 12, 1877), Nagel, Bestimmung der Doppelpunkte einer 
rationalen Curve vierter Ordnung (Id., 19, 1882), R; A. Robert, 
On certain Conics connected tvith a Piane Unicursal Quartic e Notes 
on the Piane Unicursal Quartic (Proc. L. M. S., 16, 1884) , 
Le Paige, Sur les courbes de la quatrième classe à trois tangentes 
doubles (Prager Ber., 1884), W. Stahl (1846-1893) (2), Ueber die 
rationale ebene Curve vierter Ordnung (Journ. f. Math., 101, 1887 
e 104, 1889), G. Eohn, Zur Theorie der rationalen Curven vierter 
Ordnung (Wiener Ber., 95, 1887), Pr. Meyer, Zur algebraischen 
Erzeugung sàmmtlicher, auch der zerfallenden ebenen rationalen 
Curven vierter Ordnung (Math. Ann., 31, 1888), E. Meyer, Die 
rationalen ebenen Curven 4^ Ordnung und die binare Form 6^ 
Ordnung (Diss. Konigsberg, 1888) e W. Binder, Ueber das System 
der Tangentialpunkte einer unicursalen Plancurve vierter Ordnung 
(Zeitschr. f. Math., 34, 1889). Ad essi può unirsi la memoria di 



(1) Le curve ivi studiate sono rappresentate in coordinate omogenee da 
equazioni della forma seguente: a?%xz + a^z xi + z^\ x% = 0. 

(2) Reye, Wilhelm Stahl (Journ. f. Math., 114). 
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Cayley, On the mechanical Description of certain Quartic Curves by 
a modifiel ovai Chuck (Proc. L. M. S., 4, 1871-73). Pure razionali 
SODO le curve a cui sono consacrati i lavori seguenti : Laguerre, 
Sur les courbes du quatrième degré qui ont trois points doubles a 
inflexion, et enparticulier sur la lemniscate (Nouv. Ann./ Il, 
17, 1878), Schoute, Ueber die Curven vierter Ordnung mit drei In- 
flexionsknoten (Arch. der Math., II, 2 e 3, 1885, 4, 1886, 6, 1888), 
Beyel, Die Ckirven vierter Ordnung mit drei doppelten Inflexians- 
knoten {Zeìtschr.f. Math., 30, 1885), e Ueber die Curven IV Ordnung 
mit einem doppelten Beruhrungsknoten und einem Doppelpunkt 
(Wolf Zeitschr., 31, 1886), e Balitrand, Sur les courbes du qua- 
trième ordre qui ont trois points doubles à inflexion (Mathésis, II, 
3, 1893). 

A queste curve specializzate dal punto di vista della geo- 
metria proiettiva, ne fanno riscontro altre godenti di partico- 
larità metriche e che furono variamente studiate in parecchi 
scritti (1), di cui ci limitiamo a ricordare ì seguenti: Chasles, 
Apergu hist. (1837), note XXI ; Hart, An Account of some Trans- 
formation of Curves (Cambridge Joum., 8, 1853), Siebeck, Ueber 
einer Gattung von Curven vierten Grades welche mit den eUipti- 
schen Functionem zusammenhàngen {Joum. f. Math., 57, 1860, e 59, 
1861); Sylvester, Cayley e Crofton in Educational Times, 1866; 
Crofton, On certain Properties of the Gartesians Ovals (Proc. L. 
M. S., 1, 1866), La Goumerie, Mémoire sur les lignes spiriques 
(Joum. de Math., Il, 14, 1868), Casey (1820-1891), On bicircular 
Quartics (Dublin Trans., 24, 1869), Darboux, Sur une classe re- 
mar quable de courbes et de surfaces algébriques (Paris, 1873), 
Crono, Elementàrgeometriske Beviser for nogle Sàtninger vedrorende 
bicirkuldre Kurve af 4' Orden (Tidsskrift, IV, 3, 1879), G. Loria, 
Remarques sur la geometrie analytiquè des cercles du pian et sur 
son application à la théorie des courbes bidrculaires du 4^ ordre 
(Quart. Joum., 22, 1887), 0. Richter, Ueber die Systeme derje- 
nigen Kegelschnitte, die eine bicirculare Curve vierter Ordnung 
viermal beriihren (Zeitschr. f. Math., 35, 1890). 

Ma fra le particolari curve di quart'ordine nessuna gode di 
tante proprietà eleganti, nessuna fu scopo di tante acute inve- 



li) Una era conosciuta dagli antichi: la concoide di Nicomede. 
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stigazioni, nessuna interviene in così svariate questioni, nessuna 
è suscettibile di tante generazioni differenti quanto Tipocicloide 
tricuspide su cui Steiner attirò l'attenzione del mondo dei geo- 
metri con la breve nota Ueber eine besondere Curve dritter Klasse 
[und vierter Ordnung) (Journ. f/Hath., 53, 1857). A provare la 
verità delle proposizioni enunciate dal grande geometra tedesco 
ed aggiungerne delle nuove o a studiare le figure collineari alla 
curva anzidetta sono dedicati^ gli scritti seguenti (1) : Schroter, 
Ueber die Erzeugnisse krummer projectivischer Gebilde (Journ. 
f. Math., 54, 1857), Cremona, Sur Uhypociclotde à trois rebrous- 
sements (Id., 64, 1865), Clebsch, Note zn vorstehenden Abhandlung 
(Ivi), Battaglini, Sopra una curva di 3" classe e 4° ordine (Giom. 
di Mat. , 4, 1866), Siebeck, Ueber die Erzeugung der Curven 
dritter Klasse und vierter Ordnung durch Bewegung eines Punktes 
(Journ. f. Math., 66, 1866), Eckhardt, Einige Sàtze uber Epicy- 
cloide und Hypocgcloide (Zeitschr. f. Math., 15, 1870), Painvin, 
Xote sur Vhypociclmde à trois rebroussements (Nouv. Ann., Il, 
9, 1870), Kiepert, Ueber Epicycloiden, Hypocycloiden und daraus 
abgeleitete Curven (Zeitschr. f. Math., 17, 1872), Frahm, Ueber 
die Erzeugung der Curven 3^^ Classe und 4^^ Ordnung (Id. , 
18, 1873), Milinowski, Uèber die Steiner' sche Hypocycloide mit 
drei RuckJcelnpunkte (Id., 19, 1874), Laguerre, Extrait d'une lettre 
adressée à M, Bouxget (Ivi), Sur la courbe enveloppée par les axes des 
coniques qui passent par quatre points donnés, ecc. (Id., 18, 1879), 
e Sur qnelques propriétés de Vhypocicldide à trois points de rebrous- 
sement (Bull. S. M. F., 7, 1879), S. Kantor, Die Tangentengeometrie 
an der Steiner' schen Hypocicloide (Wiener Ber., 1878) e Quelques 
ihéorèmes nouveaux sur V hypocicloide à trois rebroussements (Bull. 
Se. math., Il, 3, 1879), Mac Mahon, The tree-cusped Hypocycloid 
(Mess., II, 12, 1883), C. Intrigila, Studio geometrico dell* ipocicloide 
tricuspide (Giom. di Mat., 23, 1883) e R. A. Roberts, On Poly- 
gons circumscribed about a Iricuspidal Quartic (Proc. L. M. S. 
14, 1883). 



(1) Non figura in questo gruppo la bella memoria del Padula, Intorno 
alle curve di quarto grado che hanno tre punti di regresso di prima specie 
(Tortolini Ann., 3, 1852 e Napoli Mem., 1, 1856) essendo essa indipendente 
da quella di Steiner. 
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13. La teoria delle curve di 5<* ordine (e così dicasi per gli 
ordini più elevati) è ancora tutta da fare ; soltanto per la classe 
più semplice di esse venne indicato un modo di generazione 
(v.: Rohn, Eine einfache lineare Construction der ebenen rationalen 
Curven fiinfter Ordnung, Matfa. Ann., 25, 1885, e Eberle, 
Ueber rationale Curven fiinfter Ordnung, insbesondere derjenigen 
vierter und fiinfter Klasse, Mtinchen, 1892); mentre per quelle 
generali si è cominciato a trattare analiticamente la questione 
delle tangenti doppie (Maisano, Gleichung der Curve, welche die 
Beriihrungspunkte der doppelten Tangetiten der allg. Curve des 
fiinften Grades ausschneidet, Math. Ann,, 29, 1887) e delle ellit- 
tiche J. de Vries espose delle eleganti proprietà {Ueber Curven 
fiinfter Ordnung mit vier Doppelpunkten, Wiener Ber., 104, 1895; 
cfr. anche le note dello stesso autore Ueber eine gewisae Gruppe 
ebener Curve, Amsterdam Akad. Wetens. Versi., 1894-95). Noi 
quindi, dopo avere ricordati alcuni studi del Cayley, On the 
mechanical Description of certain Sextic Curves (Proc. L. M. S., 
4, 1871-73), abbandoneremo le curve piane d'ordine particolare 
per rivolgere la nostra attenzione a quelle di genere particolare. 

Cominceremo da quelle di genere zero, caratterizzate geome- 
tricamente dal possedere il massimo* numero di punti doppi e 
cuspidi e analiticamente dall'essere le coordinate dei loro punti 
esprimibili con funzioni razionali di un parametro, ed il cui posto 
notevole nella geometria venne avvertito, indipendentemente 
Tuno da gli altri e con considerazioni differenti, sin dal 1827 da 
Móbius nel Barycentrischer Kalkiil, poi da Clebsch nella me- 
moria Ueber diejenigen ebenen Curven, deren Coordinaten rationale 
Functionen eines Parameters sind (Journ. f. Math., 64, 1864) e 
da Chasles nelle due note Sur Us courbes dont les points se de- 
terminent individuellement (C. R., 62, f862). Fra coloro che in 
seguito si occuparono di curve razionali meritano un posto spe- 
ciale prima Em. Weyr — pei molteplici lavori che scrisse su 
di esse e di cui citeremo i seguenti : Ueber algebraische Curven, 
deren Punkte sich mit einer Variabeln in eindeutige Beziehung 
setzen lassen (Zeitschr. f, Math., 16, 1871); Ueber die Singulari- 
tàten der zweiten Ordnung bei rationalen ebenen Curven (Prager 
Ber., 1872), Ueber rationale Curven (Ivi); Ueber Punktsysteme 
auf rationalen Curven (Id., 1873 e 1874), Lineale Erzeugung der 
Curve n^^ Ordnung mit einem (n — lyfachen Punkt und der 
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Curve n^^^ Klasse mit einer {n — \yfachen Tangente (Id., 1874); 

Beitràge zur Curvenlehre (Wien, 1880) — e poi Pr. Meyer per 

l'opera intitolata Apolarìtàt und rationale Curven (Tlibingen, 1883). 

Bisogna poi nominare qui le altre memorie : Haase, Zur Theorie 

der ebenen Curven n '*'' Ordnung mit -s- (n — 1) (^ — 2) DoppeU 

und Buckkerpunkten (Math. Ann., 2, 1870), Luroth, Beweis eines 
Satzes iiber rationale Curven (Id., 9; 1876), Garbieri, Nuovo teo- 
rema algebrico e sua speciale applicazione ad una maniera di 
studiare le curve razionali (Giom. di Mat., 16, 1878), Beltrami, 
Ricerche di geometria analitica (Belogna Mem. , III, 10, 1879), 
Pasch, Ueber die rationalen Curven (Math, Ann., 18, 1881), R. A. 
Roberta, On Unicursal Curves (Proc. L. M. S., 17, 1885), Welt- 
zien, Zur Theorie der Doppelpunkt und Doppeltangenten der 
ebenen rationalen Curven (Math. Ann., 26, 1886), Schoute, Sur 
la construction de courbes unicursales par points et tangentes (Ar- 
chives Néerlandaises, 20, 1886), Gross, TJeber die ComUnanten 
hindrer Formensysteme, welche ebenen rationalen Curven zugeordnet 
sind (Id., 32, 1888), de Jonquières, Construction géométrique de 
courbes unicursales, notamment de celle de 5® ordre douée de six 
points doubles (Palermo Rend., 2, 1888), W. Stahl, Ueber die Fun- 
damentalinvolutionen auf rationale Curven (Journ. f. Math., 104, 
1889) e Zur Erzeugung der ebenen rationalen Curven (Math. Ann., 
38, 1891). Noteremo da ultimo le interessanti ricerche dei Bertini 
Sulle curve razionali per le guati si possono assegnare arbitra-- 
riamente i punti multipli (Qiorn. di Mat., 15, 1877), e del 
Darboux Sur une classe de courbes unicursales et sur une prò- 
priété du cercle (Ann. de TÉc. norm., Ili, 7, 1890) destinate 
a mettere in luce alcune proprietà metriche comuni a tutte 
le curve di classe n aventi la retta all'infinito per tangente 
(n — 1) - pia. 

14. Le curve di cui nel n. prec. ci occupammo hanno comune 
con le curve (ellittiche, ossia) di genere 1 e con queste soltanto 
la proprietà di ammettere infinite trasformazioni univoche in 
se stesse: è questa un'importante proposizione scoperta e dimo- 
strata da H. A. Schwarz nella memoria Ueber diejenigen alge- 
braischen Oleichungen zwischen zwei Verànderlichen Grossen, welche 
eine Schaar rationaler, eindeutig umkehrbarer Transformationen 
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in sich selbst zulassen (Journ. f. Math., 87, 1879; cfr. Hettner, 
Ueber diejenigen algebraischen Gleichungen zwischen zwei veràn- 
derlichen Grossen welche eine Schaar rattonaler eindeutig umker^ 
barer Transfonnationen in sich zulassen, GOtting. Nachr., 1880, 
N5ther, Note iiber die algebraisehe Curven welche eine Schaar 
eindeutiger Transformationen in sich zulassen, Math. Ann., 20, 
1882, e Nachtrag, Id., 21, 1883, e Picard, Sur les transformations 
birationnelles des courbes algébriques en elles-mémes; Bull. S. M. 
F., 21, 1893). Tolto questo punto di contatto, le curve el- 
littiche godono di proprietà specifiche affatto differenti da 
quelle possedute dalle curve* razionali e che furono studiate 
da molti autori; fra questi spicca il Clebsch per la famosa me- 
moria Ueber diejenigen Curven deren Coordinaten sich als eUi- 
ptische Functionen eines Parameters darstellen lassen (Journ. f. 
Math., 64, 1865; cfr. anche Sur une propriété des cQurbes d'ordre n 

a -x- n (n — 3) points doubles, C. R., 1865), il Brioschi per le 

ricerche Sulla equazione che dà i punti di flesso delle curve ellit- 
tiche (Rend. Ist. Lomb., II, 2, 1869), il Cayley per la nota, On 
bicursal Curves (Proc. L. M. S., 4, 1871-73), THumbert per quella 
Sur les courbes de genre un (C. R., 97, 1883), il Bertini per la 
scoperta di Una nuova proprietà delle curve d'ordine n con un 
punto (n — 2)-pto (Lincei Rend., HI, 1, 1877) la quale suggerì al 
Caporali alcune notevolissime osservazioni Sulle tangenti condotte 
ad una curva algebrica piana da un suo punto multiplo (Napoli 
Rend., 20, 1881), Em. Weyr per le note Ein Beitrag zur Grup- 
pentheorie aufden Curven vom Geschlechte Eins (Wiener Ber., 1883), 
Ueber Vervollstdndigung von Involutionen auf Trdgern von Ge- 
schlechte Eins und iiber Steiner'sche Polygone (Id., 1892), Ueber 
abgeleitete J"„_i auf Trdgern vom Geschlechte Eins (Ivi) e Ueber 
einen symboltóchen Calcul'auf Trdgern vom Geschlechte Eins und 
scine Anwendung (Id., 1894), 0. Schlesinger per la sua memoria 
Ueber elliptische Curven in der Ebene (Math. Ann., 33 e 34, 1889), 
C. Segre pei due lavori Remarques sur les transformations uni- 
formes des courbes elliptiques en elles-mémes (Math. Ann., 27, 1886) 
e Le corrispondenze univoche sulle curve ellittiche (Torino Atti, 
24, 1889), G. Castehiuovo per la sua Geometria sulle curve ellit- 
tiche (Ivi), e S. Kantor per la nota intorno a Les correspondances 
dans les courbes elliptiques, déduites géométriquement (Id., 29, 1894). 



— 79 — 

Delle curve iperellìttiche si occuparono il Brill (Ueber dieje-- 
nigen Curven, deren Coordinate, sich als hyperelliptische Functionen 
eines Parameters darstellen lassen, Joum. f. Math., 65, 1866), il 
Cremona {Sulla trasformazione delle curve iperellittiche, Kend. 
Ist. Lomb., n, 2, 1869), il Clebsch {Ueber die Chirven, fiir welche 
die Classe der zugehorigen AbeVschen Functionen p = 2 ist, Math. 
Ann., 1, 1869), il Bobek {Ueber hyperelliptischen Curven Wiener 
Ber., 93, 1886; 94, 1887, Math. Ann., 29, 1887; cfr. anche 
Ueber Dreischarcurven, Wiener Ber., 98, 1889), il Kupper (jHy- 
pereUiptische C^. Hierzu ein Anhang von K. Robek^ Prager Abh., 
7, 1887, e S. Eantor {Sur les courbes hyperelliptiques portant des 
correspondances univoques, Palermo Rend., 9, 1895). 

15. Chiuderemo questa rassegna delle varie direzioni in cui 
procedettero le indagini intomo alle proprietà delle curve piane 
accennando ad alcune categorie di curve definite da proprietà 
speciali, categorie che non sempre includono esclusivamente 
curve algebriche come le classi fino ad ora considerate. Non ci 
arresteremo nlle caustiche ed alle podarie che per ricordare, 
riguardo alle prime, le investigazioni istituite su di esse da 
C. Sturm {Becherches sur lescaustiques, Ann. de Math., 15, 1824-25) 
e A. Quetelet (1796-1874) {Mérhoire sur une nouvelle manière de 
considérer les caustiques, Brux. Mém.^ 3, 1826; v. anche 4 e 5), e 
più rece9temente dal Cayley {A Memoir upon Caustics, Phil. 
Trans., 147, 1856, e A supplementary Memoir upon Caustics, 
Id., 157, 1867; cfr. On a Property of the Caustic by Befraction 
ofthe Girale, Phil. Mag., 6, 1853), e da Em. Weyr {Ueber die Iden- 
titàt der Brennlinien mit den Fusspunktcurven, Zeitschr. f. Math., 
14, 1867), la Construction des Krilmmungskreises far Fusspunkt- 
curven (Wiener Ber., 1869) dello stesso autore, e, riguardo alle 
seoonde, la determinazione delle caratteristiche plUckeriane delle 
podarie successive (positive e negative) di una curva algebrica 
compiuta da A. Rosen {Om fotpunktkurvérs karakterer, Doctor- 
dissertation, Lund 1884). Ci piace ricordare qui ancora lo studio 
fatto da Haton de la Goupillière delle evolute successive {Mé~ 
maire sur les centres successifs de courbure des lignes planes, Journ. 
de Math., Il, 4, 1858), e la determinazione dovuta al Binet (Be- 
marque sur une courbe qui est sa propre développée, ecc., Id., 6, 
1841) e dal Puiseux {Problèmes sur les développées et les dévelop- 
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pantes des courbes planes, Id., 9, 1844), delle curve che sono 
eguali o simili alle loro evolute ; i risultati così ottenuti sono 
estensioni delle elegantissime proprietà che Giacomo Bemoulli 
(1654-1705) avvertì per primo nella spirale logaritmica. A tali 
curve si possono avvicinare quelle con cui A. Serret (1819-1885) 
rappresentò gl'integrali euleriani di 2^ specie {Note sur les inté- 
grales eulériennes de seconde espèce, Journ. de Math., 7, 1842), le 
quali godono della proprietà seguente : Il luogo delle proiezioni 
dei centri di curvatura sopra i raggi vettori è una curva simile 
alla curva primitiva. 

D'altronde la teoria delle funzioni ellittiche condusse H. J. 
S. Smith a considerare certe curve (On the Singularities ofthe Mo- 
dular Equations and Curves, Proc. L. M. S., 9, 1878), che fissarono 
più tardi l'attenzione del Cayley (v. A Memoir on the Transfor- 
mation of Elliptic Functions, Phil. Trans., 164, 1874). A questo poi 
si deve un interessante lavoro On Polyzomal Curves, otherwise the 

Curves |/tJ + |/V + etc. = o (Cambridge Trans., 25, 1868), ed a 
Klein e Lie un'elegante memoria Ueber diejenigen ebenen Curven 
welche durch ein geschlossenes Systhem von einfdch unendlich- 
vielen vertauschbaren Transformationen in sich iibergehen (Math. 
Ann., 4, 1871) (1), il cui significato dipende in parte dal rappre- 
sentare il primo passo che il Lie mosse in una strada ch'egli 
doveva percorrere raccogliendo larga messe di risultati e di 
gloria. 

Al Fouret siamo poi debitori di uno scritto Sur les courbes 
planes, ou surfaces, qui soni leurs propres polaires rédproques, par 
rapport à une infinite de coniques ou surfaces du second ordre 
(Bull. Soc. Phil., Vn, 1, 1878), ed al Weltzien di uno Zur 
Theorie derjenigen ebenen Curven, deren Coordinateti sich rational 
und ganz durch zwei lineare Functionen und zwei Quadratwurzeln 
aus ganzen Functionen eines Parameters sich darstellen lassen 
(Math. Ann., 30, 1887), colla quale egli ascese il primo gradino 
verso un campo di ricerche che sembra ubertosissimo. Da ultimo 



(1) Queste curve furono incontrate già prinaa dal Battaglini nelle sue 
ricerche Sulle involuzioni dei diversi ordini nei sistemi di seconda specie 
(Napoli Atti, 2, 1865) e poi dal Clebsch e Gordan nel loro ben noto studio 
Ueber internare Formen mit contragredienten Variabeln (Math. Ann., 1, 1869). 
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non vanno dimenticate le curve piane trìangolari (analoghe alle 
curve sghembe tetraedriche) il cui studio fu intrapreso dal Lamé 
e poi proseguito dal de la Gournerie in un capitolo delle sue Be- 
cherches sur les surfaces réglées tétraédraUs symétriques (Paris, 
1867), dal Jamet {Sur les surface et les courbes tetraédrales syrné- 
triques, Ann. Éc. norm., IH, 4, 1687) e dal Fouret {Sur le rayon 
de courbure des courbes triangulaires et des courbes tetraédrales 
symHriques, Bull. S. M. F., 20, 1892). 

E qui ci arrestiamo attratti da altre ricerche dotate di più 
decisiva importanza, molte delle quali, è bene notarlo, sono ge- 
neralizzazioni di quelle ora discorse. 



LoKià, li patsaio ed ti presente dille principali Uorte geometriche. 6 
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CAPITOLO m. 



Teoria delle superficie algebriche. 



1. Lo spirito di generalizzazione che informa le ricerche geo- 
metriche dopo che esse subirono più o meno palesemente l'in- 
fluenza dell'analisi, spinse gli scienziati a cercare neUo spazio 
delle proposizioni analoghe a quelle che aveva rivelato lo stadio 
deUa geometria piana ; ond'è che la teoria generale deUe super- 
ficie segue da presso quella delle curve piane ed ha pertanto 
deUe origini moderne. Essa può dirsi abbia un secolo e mezzo 
di vita, giacche ci sembra che l'appendice aUa seconda parte 
dell' Introductio in analysin infinitorum (Lausannae, 1748) di Eu- 
lero sia il primo scritto in cui si trovi applicata l'idea del 
Parent (Gap. I, n. 11), di rappresentare una superficie col mezzo 
di un'equazione fra le tre coordinate cartesiane di un punto 
dello spazio ; ivi di più è dimostrato quanto convenga lo studiare 
le sezioni piane di una superficie a chi voglia conoscerne la 
natura e quanto riesca utile la trasformazione delle coordinate 
per raggiungere il medesimo intento, il tutto illustrato coU'ap- 
plicazione alle superficie di secondo ordine. 

Lo sviluppo ulteriore che la teoria delle superficie ricevette 
dopo Eulero manifestò nei cultori di essa due tendenze distinte: 
quelli che seguirono l'una si occuparono delle proposizioni in 
cui il concetto d'infinito o d'infinitesimo non rappresenta di 
regola una parte fondamentale ; gli altri invece studiarono esclu- 
sivamente le proprietà infinitesimali delle superficie ; fra gli uni 
come fra gli altri vi sono dei geometri puri, come vi sono di 
quelli che metodicamente usufruirono dell'aiuto offerto dalla 
analisi; dei secondi ci occuperemo nel Gap. Y, appunto dedi- 
cato alla Geometria differenziale, dei primi nel Gap. attuale, 
ed entreremo in materia avvertendo come chi voglia oggi im- 
parare questa parte della geometria abbia a propria disposi- 
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zìone due eccellenti trattati, cioè il Treatise on Anali/tic Oeo- 
metry of three Dimensiona del Salmon (di cui esistono edizioni 
parecchie e traduzioni in tedesco ed in francese) ed i Prelimi- 
nari di una teoria geometrica delle superficie del Cremona (Bo- 
logna Mem., n, 6 e 7; tradotta in tedesco da M. Gurtze, 
Berlin 1870) (1); riguardo a queste due opere noteremo che la 
prima per metodo di esposizione può dirsi informata ad un ben 
inteso eclettismo, benché nell'autore sia indiscutibile una ten- 
denza verso i procedimenti analitici, la seconda invece è pre- 
ponderantemente sintetica, come lo è l'Introduzione a una teoria 
geometrica delle curve piane (v. Gap. Il, n. 10) dello stesso autore, 
della quale è un naturale proseguimento; l'esporre con metodo 
geometrico puro la teoria che ci occupa è compito riserbato ai 
geometri dell'avvenire. 

2. I teoremi generali che oggi si conoscono intorno alle su- 
perficie algebriche non sono così numerosi come quelli noti per 
le curve piane algebriche e che noi citammo nei n. 1 e 2 del 
capitolo precedente; fra essi basterà qui ricordare le relazioni 
scoperte da Pliicker {Becherches sur les surfaces algébriques de 
tous les degrés, Joum. de Math., 19, 1828, e Théorèmes généraux 
concernant les équations d'un degré quelconque entre un nombre 
quelconque d'inconnues, Joum. f. Math., 16, 1836) (2) e Jacobi 
(v. la memoria citata nel Gap. U, n. 4) fra i punti d'interse- 
zione di tre superficie, le quali frirono il punto di partenza delle 
investigazioni del Reye intomo a Die algebraischen Flàchen, ihre 
Durchdringungscurven, Schnittpunkte und projectivische Erzeugung 
(Math. Ann., 2, 1870), e le proposizioni ottenute applicando la 
teoria delle funzioni algebriche, fra cui vi è VExtension du théo- 
rème de Riemann-Soch aux surfaces algébriques (G. R., 103, 1886) 
scoperta dal NOther. 

Più larga fu la messe raccolta dai geometri che si occuparono 
dei^ punti singolari delle superficie; fra i lavori che trattano 



(1) Una terza h da sperarsi verrà presto ad arricchire la letteratura ma- 
tematica, il 2** volume cioè delle Vorlesungen Uber Geometrie von A. Clebsch, 
del quale il Lindemann ha già pubblicato una prima parte (Leipzig, 1891). 

(2) Alcune inesattezze ivi contenute furono rettificate dal SchQnflies a 
p. 607-610 della edizione da lui curata e da noi già citata delle Opere di 
Placker. 
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generalmente dei punti d'una superficie per qualche ragione 
degni di tal nome scegliamo i seguenti: Umpfenbach, Van den 
vidfachen Punkten einer krummen Fioche (Joum. f. Math., 28, 
1844), Amiot, Sur les points singuliers des surfacea (Belgique 
Mém., 21, 1846) (1), Cayley, On the Singularities of Surfaces 
(Cambridge Joum., 7, 1852), de Jonquières, Éttide sur les singu^ 
larités des surfaces algébriques (Nouv. Ann., 23, 1863), Halphen, 
Sur les lignes singulières des surfaces algébriques (Ann. di Mat., Il, 
2, 1879) — memoria singolarmente importante — , Rofan Ueber 
die Entstehung eines beliebigen k-fachen Punktes einer Fioche aus 
dem gewohnlichen k-fachen Punkte (Leipziger Ber., 1884), del Pezzo, 
Intorno ai punti singolari delle superficie algebriche (Palermo Rend., 
6, 1892) e G. Kobb, Sur la théorie des fonctions algébriques de 
deux voriables (Joum. de Math., IV, 8, 1893) e Sur un point de 
la théorie des fonctions algébriques de deux variobles (Bull. S. M. F., 
21, 1893). 

Vertono invece su le proprietà di alcuni punti speciali gli scritti: 
Cayley, On a Singulority of Surfaces (Quart. Joum., 9, 1868; sono 
ivi considerati i ^ pinch-points „, cioè quei punti della linea doppia 
d'una superficie in cui i due relativi piani tangenti di questa 
coincidono), e On the Flecnodal Places of a Surface (Id., 15, 1877; 
è ivi trattato di quei punti di una superficie in cui la sezione 
col relativo piano tangente presenta una inflessione), Zeuthen, 
Recherches des singularifés qui ont rapport à une droUe multiple 
(Math. Ann., 4, 1871), et Sur une classe de points singuliers des 
surfaces (Id., 9, 1876; sono ivi studiati i " pinch-points „ di 
Cayley), Rohn, Ein Beitrag zur Théorie der biplonaren und uni- 
planaren KnotenpUnkte (Id., 22, 1883), Korteweg, Ueber Fattene 
punkte (Wiener Ber., 98, 1889), Sur les points de plissemeni 
(Archi ves Néerlandaises, 24, 1889) e La théorie generale des plis 
et la surface ip de van der Waals dans les cas de symétrie (Ivi) (2). 



(1) Memoria scritta per rispondere ad una questione proposta dall' Acca- 
demia del Belgio e da questa premiata. 

(2) In questi scritti del Korteweg sono studiati i punti di contatto di 
quei piani bitangenti i cui punti di contatto coincidono, punti i quali sono 
in certo modo analoghi ai punti d'inflessione delle curve piane, giacché 
questi sono punti di contatto di tangenti doppie i cui due punti di con- 
tatto coincidono; la sezione della superficie con uno di tali piani bitangenti 
presenta nel relativo punto di contatto un contatto di due rami. 
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Si possono rìavvicinare a queste la Recherche des points à Vinfini 
sur les surfaces algébriqnes (Journ. f. Math., 65, 1866) del Paìnvin 
e le indagini del Rohn intorno a Das Verhalten der Hesse^schen 
Flàchen in den vidfachen Punkten und vidfachen Curven einer 
gegebenen Fioche (Math. Ann., 23, 1884) (1). 

Oltre al determinare quali siano le singolarità da ritenersi 
per ordinarie in una superficie algebrica e lo studiare le pro- 
prietà di questi punti e di altri più speciali, è di grande im- 
portanza la questione di trovare delle relazioni fra i numeri dei 
punti singolari e dei piani singolari delle varie specie, sì da 
poter determinare la classe d'una data superficie o, se meglio 
piace, l'ordine della superficie correlativa ad una superficie data. 
Questo problema, al pari dei due anzidetti, non si può consi- 
derare come definitivamente risoluto, ma delle ricerche impor- 
tanti su di esso vennero istituite e diedero dei risultati degni 
della massima considerazione ; dei quali il più antico è rappre- 
sentato dal teorema di Poncelet che insegna essere n (n — 1)^ 
la classe di una superficie d'ordine n, di cui tutti i punti sono 
ordinari {Mémoire sur la théorie generale des pólaires réciproques, 
Journ. f. Math., 4, 1829; cfr. Beck, Zur allgemeinen Theorie der 
Ourven und Flàchen, Math. Ann., 14, 1879); esso dà origine ad 
una contraddizione apparente analoga a quella che nella teoria 
delle curve piane chiamammo ^ paradosso di Poncelet „ (v. Gap. Il, 
n. 5), a togliere la quale più o meno direttamente contribuirono 
gli scritti seguenti: Salmon, On the Degree of a Surface Reciprocai 
to a Oiven one (Irish Trans., 21, 1857); Cayley, Onthe Theory 
of Reciprocai Surfaces (Irish Proc, 7, 1862), A Memoir on the 
Theory of Reciprocai Surfaces (Phil. Trans., 159, 1869), e On the 
Theory of Reciprocai Surfaces (appendice alla 4* ed., Dublin 
1882, del Treatise on the analytic geometry of three dimensions del 
SalmoD, riprodotta nel sesto voi. dei CoUected Papers); Zeuthen, 
Note sur la théorie des surfaces réciproques (Math. Ann., 4, 1871) e 
Rétnsùm et extension des formules numériques de la théorie des 
surfaces réciproques (Id., 10, 1876) — memorie queste di altissimo 
valore — ; e Fouret, Sur le nombre des plans tangents que l'on peut 
ìnener à une surface algébrique par une droite multiple de cette 
surface (Palermo Rend., 8, 1894). 



(1) Cfr. anche la nota del Segre citata nel n. 9 del I Gap. 
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8. Queste investigazioni sono fra loro affini e connesse a quelle 
aventi per intento la determinazione d'un numero invariabile per 
trasformazioni univoche analogo al genere delle curve e il cai 
punto di partenza è la nota di Glebsch Sur les surfaces alg^ 
hriquBB (C. R., 67, 1868); nella quale è definito come *" genere su- 
perficiale „ {Fldchengeschleckt) d'una superficie d'ordine n dotata 
soltanto di linee doppie e di regresso il numero p delle superficie 
d'ordine n — 4 linearmente indipendenti che si possono far passare 
per tutte le- linee singolari della superficie data (sono queste le 
così dette ** superficie aggiunte „). Una dimostrazione dei teoremi 
enunciati da Clebsch, nonché una definizione trascendente di p 
conducente a una estensione deUa nozione di genere a superficie 
dotate di singolarità qualunque, anzi a varietà a quante si vo- 
gliano dimensioni, si apprendono dall'importante memoria di 
N9ther Zur Theorie dea eindeutigen Entsprechens algebraischer 
Oebilde von beliebig vielen Dimensionen (Math. Ann., 2, 1876; cfr. 
Zur Theorie der algebraischen Functionen mehrerer complexen Va- 
riabéln, Gdtting. Nachr. 1869); dell'influenza esercitata sul genere 
dai punti multipli delle superficie si occupò lo stesso N5ther in 
uno scritto posteriore, Ueber die algebraischen Functionen einer 
und zweier Variabeln (Gfttting. Nachr., 1871); egli poi, essendo 
stato avvertito che l'eguaglianza del genere è condizione neces- 
saria ma non sufficiente per la trasformabilità d'una superficie 
in un'altra, stabilì Zwei neue Kriterien des eindeutigen Enispre- 
chens algebraischer Flàchen (Gòtting. Nachr., 1873), dando così 
posto stabile nella geometria al ** Gurvengeschlecht „ di una 
superficie, cioè al genere delle curve in cui questa è tagliata 
dalle superficie aggiunte. Notisi che per calcolare il genere p 
di una superficie d'ordine n bisognerebbe saper determinare il 
numero dei coefi&cienti arbitrari che entrano nell'equazione ge- 
nerale delle superficie d'ordine n — 4 passanti colle molteplicità 
volute per le linee multiple ed i punti multipli della superficie 
data: orbene, dati che siano questi elementi, si può trovare una 
tale formola per una superficie d'ordine m abbastanza grande, 
ma s'ignora qual sia il valore di m al disopra del quale la for- 
mola è applicabile, sicché è possibile che facendo ivi m = n — 4 
si trovi pel genere un valore diverso da quello p corrispon- 
dente alla definizione trascendente; questo fatto — segnalato 
dal Cayley — mena alla considerazione di un genere geometrico 
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e di uno numerico che talora. (ad esempio per le rigate) noiì 
coincidono, di cui il primo è sempre positivo, mentre il secondo 
può essere negativo (v. ad es. Kdther, Ueber eine Fioche sechster 
Ordnung von Flachengeschlecht — 1, Math. Ann., 21, 1883). Degli 
sviluppi e degl'importanti complementi a questi lavori sono il 
tema di scritti dello Zeuthen {Sur les points fondamentaux de deux 
surfacea doni les points se correspondetU un à un, C. R., 70, 1870; 
Études géométriques de quelques-unes des propriétés de deux sur- 
faees dont les points se correspondent un à un, Math. Ann., 4, 
1871), del Cayley {On the Transfonnation of certain Surfaces, Id., 3, 
1871; On the Deficiency of Certain Surfaces^ Ivi), del Nother {Sulle 
curve multiple delle superficie algebriche, Ann. di Mat., Il, 5, 
1871-73), del Picard {Sur un nombre invariant dans la théorie 
des surfaces algibriques, G. R., 116, 1893) e del Gastelnuovo {Intorno 
aUa geometria sopra una super f^ algebrica, Rend. Ist. Lomb., 
II, 24, 1891). 

Queste nozioni permisero al Picard di estendere allo spazio 
un teorema di Schwarz che già conosciamo (v. Gap. Il, n. 14), 
di mostrare cioè che soltanto le superficie di genere o 1 am- 
mettono una schiera doppiamente infinita di trasformazioni uni- 
voche in sé stesse {Sur la transformation des surfaces algébriques 
en eUes-mémes; G. R., 103, 1886); in tal caso le coordinate dei 
punti deUa superficie sono esprimibili mediante funzioni abeliane 
di due parametri: lo notò il Poincaré {Sur les transformation» 
des surfaoes en elles-mémes; cfr. Picard, Sur un théorème relatif 
aux surfaces pour lesquelles les coordonnées d'un point quelconque 
s^expriment par des fonctions abéliennes de deux paramètres, Math. 
Ann., 19, 1882). 

Alle questioni relative ai moduli di una superficie algebrica 
(cfr. la nozione analoga per le curve piane nel n. 8 del Gap. Il), 
si riferisce la breve ma fondamentale memoria del Nòther, 
Anzahl der Moduln einer Klasse algebraischer Flàchen (Berliner 
Ber., 1888). 

4. Tutte le rette che toccano una superficie in un punto 
stanno in un piano che è il relativo piano tangente; questo, 
come notò il Sedetti (P-1845) {De plano tangente, Nov. Gomm. 
Bonon., 5, 1842), taglia la superficie in una curva che possiede 
un punto doppio nel relativo punto di contatto e, generalmente 
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parlando, altri punti singolari soltanto nelle intersezioni di quel 
piano con le linee singolari delle superficie: vi è però una sem- 
plice infinità di piani iitangenti ed un numero finito di piani 
^ntangenti, quelli danno luogo ad una sviluppabile che fu stu- 
diata dal Bischoff {Ueber den Orad der abtoickelbaren Fioche, 
die einer Fioche m'"" Ordnung doppeU umschrieben ist, Joum. 
f. Math. , 57, 1860), mentre la determinazione del numero di 
questi si legge nelle Études del de Jonquières citate nel n. 2 
del presente Gap. * 1 

Similmente : per ogni punto della superficie passano due tan- 
genti notevoli in quanto hanno con la superficie un contatto di 
secondo ordine (sono le tangenti principali, ì cui inviluppi sono le 
linee asintotiche delle superficie) ; ma esiste una curva luogo di 
punti, in ognuno dei quali la superficie ammette una tangente 
quadripunta, di essa trattarono Clebsch nelle due memorie Zur 
Theorie der algebraischen Fldchen (Journ. f. Math. , 68, 1861, e 
63, 1864), e Voss nello scritto sopra Die Curve vierpunktiger 
Beriihrung auf einer algebraischen Fioche (Math. Ann., 19, 1876), 
mentre le questioni relative alle tangenti singolari in genere 
furono metodicamente studiate da H. Schubert nel lavoro Tan- 
gentensinguloritàten der allgemeinen Ordnungsfldche (Math. Ann., 
11, 1877) e piti tardi dal Krey in una memoria Ueber singiddre 
Tangenten algebraischer Flàchen (Id., 15, 1879). 

Ricorderemo ancor qui le ricerche sui contatti delle super- 
ficie di cui slam debitori a Pliicker [Ueber die allgemein§n Gesetze, 
noch welchen irgend zwei Fldchen einen Contokt der verschiedenen 
Ordnungen haben (Journ. f. Math., 4, 1829), a Chasles {Théorèmes 
sur Us^contacts des lignes et des surfaces courbes, Journ. de Math., 
2, 1837), al Moutard (v. una nota inserita nel secondo voi. delle 
Applications d'anolyse et de geometrie di Poncelet, Paris 1864) e 
all'Halphen (Sur le contact des surfaces, Bull. S. M. T., 3, 1876, e 
Sur un point de la théorie du contact, Id., 2, 1875); altre ricerche 
analoghe più complicate verranno nominate a proposito della 
geometria numerativa (Gap. IX, n. 4). 

5. Passando ad un altro ordine di idee, vanno menzionate le 
ricerche aventi per iscopo la costruzione o la generazione delle 
superficie algebriche d'ordine qualunque, fra cui spiccano quelle 
di Grassmann {AUgemeiner Satz iiber die lineale Erzeugung aUer 
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algebraischen Oberflachen, Ueber die verschiedenen Arten der U- 
nealen Erzeugung algebraischer Oberflachen, Joum. f. Math., 49, 
1855), quelle di Chasles {Deux théorèmes généraux sur les courbes 
et les surfaces géométriques de tous les ordres, C. R., 1857), e 
di de Jonquières {Generation des surfaces algébriques d^ordre 
quelconque, C. R., 105, 1 887) relative alla generazione con fasci 
proiettivi (cfr. anche J.-S. e M.-N. Vanècek, Sur la generation 
des surfaces et des courbes gauches par les faisceaux de surfaces, 
Lincei Rend. IV, 1, 1884-85, e Ann. di Mat., H, 14, 1886-87), 
queUe del Reye (Prcjectimsche Erzeugung der allgemeinen Fldchen 
dritter, vierter und bdiebiger Ordnung durch Flàchenbiindel niederer 
Ordnung, Math. Ann., 1, 1869) e dell'Escherich {Die redproken 
linearen Flàchensysteme, Wiener Ber., 75, 1877) e Die Construction 
der algebraischen Fldchen aus der Anzahl der sie bestimmendeìi 
Punkte mittelst reciproker Flàchenbiindel, e Die Construction der 
algebraischen Fldchen und Curven aus der Anzahl der sie? bestim- 
inenden Punkten mittelst reciproker linearer Systeme hòherer Stufe 
(Id., 85 y 1882), alle quali ultime è strettamente legato T inte- 
ressante scritto dello Schur Veber die Construction der Fldchen 
m-ter Ordnung (Math. Ann., 23, 1884). 

Della teoria delle polari e della generalizzazione che ricevette 
nello spazio (analoga a quella che ebbe nel piano) trattarono, 
oltre agli scritti che citammo (Gap. U, n*. 9) parlando della polarità 
rispetto a curve piane: Mainardi, Su le polari delle superficie 
algebriche (Atti del R. Ist. Lomb., 1, 1858), R. del Grosso 
Nota su alcune generali proprietà riguardanti i poli e le superficie 
polari delle superficie (Accademia Pontaniana, Rend., 7, 1859), 
ed il Reye {Erweiterung der Polarentheorie algebraischer Fldchen, 
Journ. f. Math., 78, 1874; Ueber die algebraische Fldchen, die zu 
einander apolar sind, Id., 79, 1875; Ueber Systeme und Gewebe 
von algebraischen Fldchen, Id., 82, 1877). 

Ad altre proprietà proiettive si riferiscono la importante me- 
moria di Clebsch Ueber die Knotenpunkte der Hesse'schen Fioche, 
insbesondere bei Oberflachen dritter Ordnung (Id., 59, 1861), i 
Beitrdge del Voss zur Theorie der algebraischen Fldchen (I , Zur 
Theorie der Steiner^ schen Kernfldchen, Math. Ann., 27, 1886; 
n, Ueber die zu zwei eindeutig auf einander bezogenen Fldchen 
gehorigen Strahlensysteme, Id., 30, 1887), le ricerche del medesimo 
autore Ueber die projective Centralfldche einer algebraischen Fioche 
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li''' Ordnung (Miinchener Abh., 16, 1887), quelle del Moutard 
consacrate alla Détermination du degré de Véquation de certaines 
surfaces enveloppes (Nouv. Ann., 19, 1860), finalmente la Note del 
Cayley on a Theorem relating to Surfaces (Phil. Mag., 25, 1863). 
Invece alle proprietà metriche sono dedicate, oltre alcune delle 
memorie citate nel n. 2 del Gap. 11(1), le ricerche sulle normali 
inaugurate dal Terquem {Sur le notnbre de nonnales qu'on peut 
mener par un point donne à une surface algébrique, Journ. de Math., 

4, 1839) e da Steiner (Veber àlgebraische Gurven und Flachen, 
Journ. f. Math., 49, 1855), e proseguite con successo da R. Sturm 
{Ueber Normalen an algebraischen Flachen, Math. Ann., 7, 1874, 
Zur Theorie der algdfraischen Flàchen, Id. , 9, 1876), nonché 
quelle del Fouret Sur le notnbre dea normales communes à deux 
courbes, à deux surfaces, à une courbe et une surface (BuU. 

5. M. F., 6, 1878; cfr. anche Rindi, Sulle normali comuni a due 
superficie, Palermo Rend., 5, 1891), di R. Sturm Ueber Fusspunkt^ 
Ourven und Flachen, Normalen und Normalebenen (Math. Ann., 6, 
1873), del Pieri Sulle normali doppie di una superficie algebrica 
(Lincei Rend., IV, 2, I8862), e del Darboux Sur la surface 
des centres de courbure d'une surface algébrique, C. R., 70, 1870), 
inoltre quelle di L. Marcks {Bestimmung der Ordnung und Classe 
der Kriimmungsmittelpunktsflàche einer Flàche lìrter Ordnung, 
Math. Ann., 5, 1872), del Roberts {On ParalUl Surfaces e Note 
on Normals and the Surface of Centres of an algebraical Surface, 
Proc. L. M. S., 4, 1873), di C. Neumann {Sul baricentro di cur- 
vatura delle superficie algebriche, Ann. di Mat., Il, 1, 1868), di 
S. Rindi {Les surfaces polaires inclinées, Bull. Se. math., II, 
9, 1885, e Alcune proprietà delle superficie e dei sistemi di su- 
perficie, Giorn. di Mat., 24, 1886), e del Voss {Zur Untersuchung 
der Flàche der Centra, Math. Ann., 16, 1880); di quest'ultimo 
va ancora ricordata l'esatta determinazione del numero degli 
ombelichi di una superficie {Ueber die Zahl der Kreispunkte einer 



(1) Noto in esse il teorema ** il centro delle medie distanze dei punti di 
contatto di una superficie con i suoi piani tangenti paralleli ad una data 
giacitura, non dipende da questa giacitura „ (reso noto da Chasles prima 
nel Mémoire sur la tranafonnation parabolique des reìations mitriques des 
figures, Correspondance mathématique, 6, 1880; e poi Ap, hisL, 2* ed., 
Paris, 1875, p. 624) e commentato dal Liouville in una memoria che già 
menzionammo nel 1. e. 
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aUgemeinen Flàche n'" Ordnung, Math. Ann., 9, 1876), questione 
importante che il Berzolari di recente estese nella nota Sopra 
un problema che comprende quello di trovare il numero degli ombe- 
lichi di una superficie generale d'ordine (Torino Atti, 30, 1895) (1). 
Finiremo richiamando l'attenzione del lettore sui lavori in- 
tomo ai sistemi lineari di superficie, non senza osservare dap- 
prima che il numero esiguo di essi non corrisponde all'importanza 
del tema che trattano, ma probabilmente ne rispecchia le difficoltà; 
sono, oltre quello già citato (Gap. H, n. 9) del Doehlemann, quelli 
del Pieri, Sui sistemi lineari di coni (Riv. di Mat., 3, 1893) e Sui 
sistemi lineari di monoidi (Giom. di Mat., 31, 1893) e quelli del- 
l'Enriques, Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui inter- 
sezioni variabili sono curve iperellittiche (Lincei Rend., V, 2, 18932), 
e Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui intersezioni va- 
riabili sono curve ellittiche (Id., 3, 1894^; v. anche Math. Ann., 46, 
1895). Per affinità di tema nominereiHo qui le due recenti memorie 
di End, Algebraische Vntersuchungen Uber Flàchen mit gemein- 
schaftlicher Kurve (Math. Ann., 35, 1890) e Guccia, Sur les points 
doubles d'un faisceau de surfaces algébriques (C. R,, 120, 1895). 

6. Compiuta così la sommaria esposizione delle ricerche in- 
traprese intomo alle proprietà generali delle superficie alge- 
briche ed osservato come l' insieme dei risultati ottenuti, per 
quanto considerevole, non può dirsi di quelli in cui il desiderio 
si acqueta, passiamo a dir qualche cosa degli studi che vennero 
fatti intomo alle superficie di ordine determinato o che sono 
specializzate per qualche proprietà comune. 

Anzitutto ci si presentano le superficie di secondo ordine. Di 
queste gli antichi conoscevano tutte le rotonde, ad eccezione del- 
l' iperboloide ad una falda (v. specialmente i due libri di Archi- 
mede Sopra i conoidi e gli sferoidi), il quale venne segnalato da 
Wren (1632-1723) nella memoria intitolata Generatio corporis 
cylindroidis hyperbólici, elaborandis lentibus hyperbolid accomodati 
(Phil. Trans., 1669) e poi dal Parent in una nota Sur les sur- 
faces courbes égales en surface courbe et en solidité (Mém. de 
Paris 1709, stampati nel 1733), la quale fu il punto di par- 



li) Si tratta qui di stabilire quanti punti di una superficie godano la pro- 
prietà che le relative tangenti principali incontrino una data curva algebrica. 
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tenza di numerosi studi da parte dei discepoli di N. Pergola (1). 
Il primo accenno alle quàdriche in generale si trova, per quanto 
ci consta, nel Brouillon pf&jet d'une atteinte atix événements dea 
rencontres d'un cone avec un pian (Paris, 1639) di Desargues, ove 
questo autore, dopo di avere esposto i teoremi fondamentali delle 
polarità rispetto ad una sfera, osserva: " Et semblables pro- 
priétés se trouvent à Tégard d'autres solides qui sont relative- 
ment à la sphère, ce que les coniques sont au cercle „ {(Euvres 
de Desargues, 1, p. 291). La verità di questa asserzione venne di- 
mostrata assai più tardi da Monge e dai suoi discepoli, ai quali 
si può dir^ che la teoria delle superficie di second'ordine deve 
la propria esistenza. A provarlo osserveremo come nella Scuola 
politecnica le varie specie di quàdriche abbiano ricevuto i nomi 
(diversi da quelli da Eulero suggeriti nella tante volte citata 
Introductio ed a vero dire mediocremente felici !) che dovevano 
poi conservare; che è nel secondo volume della Corr. Ec. poi. 
(Paris, 1813) che Chasles fece conoscere la doppia generazione, 
mediante il movimento di una retta, dell'iperboloide ad una 
falda, la conoscenza della quale si difiFuse poi grazie agli Élémens 
de geometrie à trois dimensions delI'Hachette (Paris 1817), ove 
inoltre s'impara la generabilità di tutte le quàdriche, tremne 
i paraboloidi iperbolici, mediante un circolo mobile (2); inoltre 
già prima il Livet (1783-1812) (3) nello stabilire le Formules 
pour passer d'un système de coordonnées rectangulaires à un stfs- 
tèrne de coordonnées obliques (Journ. Éc. poi., 13® cah., 1806) ed il 
Binet (1786-1856) nel compiere alcune ricerche Sur les trois axes 
rectangulaires des surfaces du second degré qui ont un centre 
(Corr. Ec. poi., 2, 1809-1813) avevano incontrati i teoremi per 
le quàdriche analoghi a quelli di Apollonio per le coniche (4); 
ed il Brianchon in un Mémoire sur les surfaces courbes du se- 
cond degré (Journ. Éc. poi., 13® cah., 1806) dimostrava essere 



(1) Cfr. G. Loria, Nicola Fergola e la scuola di matematici che lo ebbe a 
duce (Genova 1892), p. 55-61. 

(2) Questa proprietà, nota agli antichi pel cono (v. il I libro delle Coniche 
di Apollonio), venne estesa airellissoide dal d'Alembert (Opuscules mathé- 
matiques, 7, Paris 1767). 

(3) Livet — che dal 1809 fu a Varsavia professore nella Scuola di ar- 
tiglieria e d'ingegneria — introdusse la geometria descrittiva in Polonia. 

(4) Cfr. Staudt, Von den reellen und imaginUren Halbmessem der Kurven 
und Flàchen II Ordnung (Nurnberg, 1867). 
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una quàdrica la figura polare reciproca di una quàdrica; poco 
dopo Duplo in un Essai sur la description des lignes et des sur- 
faces du second degré (Id., 14® cah., 1808) generalizzava in due 
modi allo spazio il teorema che dice : ^ quando un segmento di 
langhezza costante scorre coi suoi estremi su due rette di un 
piano, ogni punto di esso o del suo prolungamento descrive 
un'ellisse. A Monge dobbiamo poi la conoscenza della sfera 
luogo dei vertici dei triedri trirettangoli le cui faccio toccano 
una quàdrica (v. Des sutfaces du second degré, Corr. Éc. poi., 2, 
1809-13) e a Bobillier quella del luogo dei vertici dei triedri 
trirettangoli i cui spigoli sono tangenti di una tale superficie 
{Becherche de quelques lieux géométrigues dans Vespace, Ann. de 
Mat., 18, 1827-28). Altre proposizioni intorno alle superficie dì 
second'ordine furono indicate da Chasles (1), il quale in particolare 
si propose e riuscì a trovare degli analoghi rispetto alle qua- 
driche pei teoremi di Pascal e Brianchon (Apergu hist., note 32) 
e per la teoria dei fuochi (Ivi, note 31): va notato che quest'ul- 
tima questione fu studiata, indipendentemente da Chasles, da 
B. Amiot (2) e, pel caso di coni quadrici, molto tempo prima dal 
Magnus in una memoria che fa parte del volume decimosesto 
delle Ann. de Math. (1826). A cominciare da questo momento 
la teoria delle linee focali delle superficie di second'ordine e 
quelle delle quàdrìche omofocali fu studiata in vari modi in 
molti scritti, fra cui ricorderemo l'Pliicker, Surla réflexion de la 
lumière, dans le cas des surfaces du second degré, analogue à celle 
qui aux foyers des sections coniques a donne le nom ( Joum. f. Math., 
35, 1847); Chasles, Bésumé d'une théorie des surfaces du second 
ordre homofocales (C. R., 50, 1860, oppure Journ. de Math., Il, 
5, 1860) e Heilermann, Ueber die Fokalpunkte der Flàchen zweiten 
Grades (Joum. f. Math., 56, 1859). 

A queste si possono riavvicinare le numerose ricerche che, a 
partire da Monge {Sur les lignes de courbure de la surface de 
Vdlipsoide, Joum. Ec. poi., 1, 1794; cfr. Cremona, Sulle linee 
di curvatura delle superficie di secondo grado, Bologna Mem., 

(1) Théarhnea sur le paradólàide hyperhólique et VhyperholoXde à une nappe 
(Corr. math., 11, 1889); Propriétés nouvelles de Vhyperhóldide à une nappe 
(Joum. de Math., 1889); T^éorhnes sur les surfaces du second degré {ià., 8, 1843). 

(2) Mémoire sur une nouveUe méthode de generation et de discussion des surfaces 
du deuxihne ordre (Joam. de Math., 8, 1848); Mémoire sur diverses propriétés 
de^ surfaces du deuxihm ordre déduites de la théorie des focales (Id., 10, 1845). 
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in, 1, 1871), vennero fatte sulle linee di curvatura deUe quà- 
driche, poi su le geodetiche ed altre curve: i molti punti di 
contatto esistenti fra tutti questi temi ci inducono a citare qui 
insieme i lavori che vi si riferiscono: Jacobi, Auszug aus einem 
Schreiben an Herrn Steiner (Joum. f. Math., 12, 1834) e Oeome" 
triache Theoreme (Id., 73, 1871; cfr. Hermes, Die Jacobi'sche Er- 
zeugungsweise derFldchen zweiten Grades, Ivi); Mac-Cullagh (1809- 
1847), On the Surfaces of the Second Order (Irish. Proc, 2, 1843) 
e Note on Surfaces of the Second Order (Id., 3, 1847); Townsond, 
On a principle in the Theory of Surface of the second Order and 
its Application to M. Jacobi's Method of generating the EUipsoid 
(Cambridge Journ., 3, 1848) e On a Theorem in Confocal Sur- 
faces of the second Order (Id., 5, 1850); Ghasles, Sur les lignes 
geodésiquea et les lignes de courbure des surfaces du second degri, 
Nouvélle démonstration de deux équaiions relatives aux tangentes 
communes à deux surfaces du second ordre homofocales et prò- 
priétés des lignes géodésiques et des lignes de courbure de ces sur- 
faces (Joum. de Math., 11, 1846); Liouville, Démonstration géomé- 
trique relative à Véquation des lignes géodésiques sur les surfaces 
du second ordre (Ivi) e Expression simple du rayon de courbure 
géodésique d'une tigne tracée sur un ellipsótde (Id., 19, 1854); 
M. Roberts, Sur quelques propriétés des lignes géodésiques et des 
lignes de courbure de Vdlipsotde (Id., 11, 1846), Nouvelles pro- 
priétés des lignes géodésiques et des lignes de courbure de VeUip- 
sonde (Id., 13, 1848), Mémoire sur la geometrie des courbes tracées 
sur la surface d'un ellipsoide (Id., 15, 1850), Sur l'application 
du théorème d'Abel à la comparaison des lignes de courbure d'un 
ellipsoide (Ann. di Mat., Il, 2, 1868-69), Sur les lignes de cour- 
bure d'un ellipsótde (Ivi) e Sur la rectification des lignes de cour- 
bure d'un ellipsoide (Id., Il, 5, 1871-73); Staude, Ueber Faden- 
construction des EUipsoides (Math. Ann., 20, 1882), Ueber geodatische 
Bogenstucke von algebraischen Ldngendifferenz auf dem EUipsoid 
(Ivi), Ueber geodatische Poligone auf den Fldchen zweiten Grades 
(Id., 21, 1883), Geometrische Deutung der Additionstheoreme der 
hyperélliptischen Integrale und Functionen erster Ordnung in System 
der confocalen Fldchen zweiten Grades (Id., 22, 1883), Ueber neue 
Focaleigenschaften des Fldchen zweiten Grades, e Eine katoptrische 
Eigenschaft der Ellipsoids (Id., 27, 1886); Finsterwalder, Ud>er 
die Fadenconstruction des EUipsoides (Id., 26, 1886). 
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AI pari di questi lavori sono di indole metrica ì seguenti 
intomo alle normali delle quàdriche: Joachimsthal, De aequatio- 
nibus quarti et sexti gradua quae in thèoria linearum et super- 
ficierum secundi gradua occurrunt (Joum. f. Math., 53, 1857); 
Clebsch, Ueber das Problem der Normalen bei Curven und Ober- 
fiàchen dea zweiten Gradea (Id., 62, 1863) e Geiser, Sulle nor- 
mali aWeUiaaoide (Ann. di Mat., H, 1, 1867-68). 

Nel campo projettivo si aggirano per converso le memorabili 
ricerche di Hesse, Ueher Oberflàchen zweiter Ordnung (Joum. f. 
Math., 18, 1838) e De curvia et auperfidebua aecundi ordinia (Id., 
20, 1840); al medesimo geometra dobbiamo anche degli studi 
Ueber die lineare Canatruction dea achten Schnittpunktea dreier 
Oberflàchen zweiter Ordnung, wenn aieben SchniUpunkte deraelben 
gegeben aind (Id., 26, 1843; v. anche dello stesso autore: Note 
uber die acht SchniUpunkte dreier Oberfiàche zweiter Ordnung , Id., 
72, 1871, e Ueber Sechaecke im Raume,ld., 85, 1878 (1)), che ven- 
nero completati o proseguiti da F. Caspary {Zur Conatruction 
dea achten Schnittpunktea dreier Oberflàchen zweiter Ordnung, Id., 
99, 1886), da H. Schróter {Conatruction dea achten Schnittpunktea 
dreier Oberflàchen zweiter Ordnung, von denen aieben gemeinachaft- 
liche Punkte u^Ulkurlich und unabhàngig von einander gegeben 
aind, Ivi, e Ueber die acht SchniUpunkte dreier Oberflàchen zweiter 
Ordnung, Acta, 14, 1890), da R. Sturm {Ueber den achten SchniU- 
punkt dreier Flàche zweiter Ordnung, Journ. f. Math., 99, 1886), da 
H. 6. Zeuthen {Conatruction du huitième point commun aux aur- 
faces du aecand ordre qui paaaent par aept pointa donnea, Ivi), da 
T. Reye {Lineare Conatruction dea achten SchniUpunktea von drei 
Fìàchen zweiter Ordnung, Id., 100, 1887), dal Dobriner (Ueber daa 
ràumliche Achteck, welche die SchniUpunkte dreier Oberflàchen zweiter 
Ordnung bilden, Acta, 12, 1889), e dallo Zeuthen {Note aur lea 
troia pointa d'interaection de troia aurfacea du aecond ordre (Ivi). 
Aggiungiamo che molte belle pagine della Geometrie der Lage 
dello Staudt e dei seguenti Beitràge si riferiscono alle superficie 
di cui ci stiamo occupando (2). 



(1) Cfr. altresì le Recherches nauvelles sur les secHona du cane et sur les 
hexagones inscrits et circonscrits à cea sectians (Ann. de Math., 15, 1824-25) 
del DandeUn (1794-1847). 

(2) A queste pagine sono ispirate le Untersuchungen Uber das raunUiche 
Poìarayttem (Breslau, 1868) di G. Beyer. 
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Alla geometria costruttiva appartengono eziandio le indagini di 
F. Seydewitz (1807-1852) {Leichtfassliche Constructian einer Fioche 
dea zweiten Grades von welcher neun Punkte bdiebig gegeben sind, 
Arch. der Math., 17, 1851), di Chaales (Principe de correspon- 
dance entre deux objets variablea qui peut étre d'un grand usage 
en geometrie, C. R., 41, 1855; cfr. Heger, Zur Construction einer 
Flàchen zweiter Ordnung aus neun gegebenen Punkten, Zeitschr. 
f. Math., 25, 1880), dello Schr5ter {Problemaiis geometrici ad su- 
perficiem secundi ordinis per data puncta construendam spectantis^ 
solutio nova, Joum. f. Math., 62, 1863) e di Steiner (Construction 
der Fldche zweiten Orades durch neun Punkte, Id., 68, 1868), del 
Thomae (Lineare Construction einer Flàche zweiter Ordnung aus 
neuen Punkten, Leipziger Ber., 44, 1892), del Ravier (Construction 
du dixième point d'une quadrique, Nouv. Ann., Ili, 11, 1892) e del 
Rohn (Die Construction der Fioche zweiten Orades durch neun gege- 
bene Punkte, Leipziger Ber., 1894), sulla costruzione della quadrica 
determinata da nove punti; altrettanto dicasi delle memorie di 
Picquet: Solutions de quelques probUmes relatifs aux surfaces du 
second ordre (Joum. f. Math., 73, 1871), Sur trois probUmes fon- 
damentaux relatifs aux surfaces du second ordre (Id., 99, 1886) e 
Nouvelle contrìbution au problème du huitième point commun à irois 
quadratiques (Bull. S. M. F., 22, 1894), di quelle dello Sturm, Dos 
Problem der Projectivitàt und seine Anwendung auf die Flàchen 
zweiten Grades (Math. Ann., 1, 1869), del London, TJeber constructive 
Problème aus der Theorie der reciproken Verwandschaft und der 
Flàchen ^"^ Ordnung (Id., 38, 1891) e del Cardinaal; Application 
des principes de la geometrie synthétique à la solution des prò- 
blèmes de la geometrie descriptive (Annales de TEc. poi. de Delft, 3, 
1888). 

A Plticker appartiene una breve nota Ueber eine neue me- 
chanische Erzeugung der Flàchen zweiter Ordnung und Classe 
(Journ. f. Math., 34, 1847), mentre la generazione delle qua- 
driche mediante stelle reciproche è un ritrovato del Seydewitz, 
come appare dall'articolo intitolato Construction und Classifi- 
cation der Flàchen zweiten Grades mittelst projectivischen Oebilde 
(Arch. der Math., 9, 1847). 

Di alcuni poligoni collegati alle superficie di second'ordine 
parlano: Battaglini, Iscrivere in una superficie di 2^ grado un 
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poligono, in modo che i lati passino per punti dati (Tortolini Ann., 
2,' 1851); Zeuthen, Théorie des figures projectives sur une surface, 
du secand ordre (Math. Ann., 18, 1881 e- 26, 1886); G. Bruno 
(1828-189^, Sui quadrilateri sghembi circoscritti ad una quadrica 
(Torino Atti, 17, 1881); Voss, Ueber Polygone welche^einem Oe- 
bilde zweiien Grades umschrieben sind (Math. Ann., 26, 1885) 
e Ueber Poncelet - Zeuthen' schen Pohjgone welche einem Gebilde 
zweiten Grades eingesehrieben sind (Id. , 27, 1886); Campbell 
{On the shortest Path consisting of straight Lines between two 
Points on a ruled Quadricy Mess., 23, 1893-94). Più antiche sono 
le osservazioni intorno alle curve situate sopra una quadrica 
fatte fla Chasles {Théorie analytique des còurbes à doublé cour- 
bure de tous les ordres tracées sur Vhyperboloide à une nappe,- 
C. R., 53, 1861) e Cremona [Courbes gauches décrites sur la sur- 
face d'un hyperboloide à une nappe. Ivi). 

Di sistemi infiniti di quàdriche trattarono, oltre lo Staudt (nei 
suoi Beitrdgé) e il Reye (in una serie di lavori compendiati poi in 
Die Geometrie der Lage): Cayley, On the Cortes which pass through 
agiven Curve of the Third Order (Phil. Mag., 12, 1856); H. MuUer 
(Der Flàchenbiischel zweiter Ordnung in synthetische Behandlung, 
• Math. Ann., 1, 1869); R. Sturm {Untersuchungen iiber das Flà- 
chennetz zweiter Ordnung, Jo\irn,f,ìilsith,j70y 1869); IJ. D'Ovidio, 
Teoremi sui sisteìni di superficie di secondo grado (Torino Atti, 14, 
1879); e Cardinaal, Ueber einen besonderen Fall des F* -Gebilsches 
und das dazu projectivische rdumliche System (Journ. f. Math., Ili, 
1893). Invece a certi sistemi finiti si riferiscono le due note : 
Montesano, Su certi gruppi di superficie di secondo grado (Ann. 
di Mat., II, 14, 1886-87), e Kober, Zur Gruppe der acht harmo- 
nisch zugeordneten Flàchen zweiten Grades (Math. Ann., 33, 1889 
e 40," 1892). Ad altri guida la ricerca delle quàdriche rispetto a 
cui due date sono polari reciproche alla quale sono consacrate 
le memorie seguenti : E. D'Ovidio, Sulle linee e superfìcie di se- 
cond' or dine {(jìom, di Mat., 10, 1872), G. Battaglini, Nota intorno 
alla quadrica rispetto alia quale due quàdriche date sono polari 
reciproche (Lincei Atti, 25^ 1872) e H. Thierae, Ueber die Flàchen 
II Grades, fìir welche zwei Fldche zweiten Grades zu einander potar 
sind (Diss. Bréslau, 1877); mentre alle proprietà delle quàdriche 
autopolari rispetto ad un'altra sono dedicate la nota di R. Sturm, 
Ueber Flàchen zweiien Grades ivelche zu sich selbst polar sind (Math. 

Loria, Il pattato ed il prtunU dtUe principali te rie geoìneiriche. 1 
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Ann., 25, 1885) e Taltra dì P. Del Pezzo, Sulle quadriche polari 
reciproche di sé stesse rispetto ad un'altra (Napoli Rend., 24, 1885). 

Altre proposizioni valide per tutte le superficie di secondo grado 
si apprendono dai lavori seguenti: Brassine, Sur quelques propriétés 
des courbes^ et des surfaces du second degré (Journ. de Math., 7, 
1842); Cremona, Sulle coniche e le superficie di secondo ordine con- 
giunte (Ann. di Mat., 3, 1860); Méray, Mémoire surlathéorie gèo-- 
métrique des surfaces du second ordre (Ivi) ; Rosanes, Bemerkungen 
zur Theorie der Flàchen zweiter Ordnung (Math. Ann., 23, 1884); e 
in molti scritti di P. Serret, fra cui sceglieremo l'articolo intito- 
lato De quelques propositions réciproques relatives à la théorie des 
courbes et des sutfaces du second degré (Journ. de Math.,' Il, 6, 
1861) e Topera Geometrie de direction (Paris, 1869). 

Una quàdrica non può specializzarsi projettivamente se non 
degenerando in un cono o in una conica; ma dal punto di 
vista della geometria metrica essa può offrire delle particola- 
rizzazioni che vennero più volte studiate. Tacendo dei coni che 
presentano delle particolarità metriche, i quali sono stati con- 
siderati da Binet (Corr. Éc. poi., 2, 1809-1813), da Steiner 
(Journ. f. Math., 2, 1827) e più recentemente da Th. Meyer 
{Ueber die Kegel des Pappus und des Hachette, Diss. Strassburg, 
Ì884); e limitandoci per le quadriche di rivoluzione a ricordare 
r interessante lavoro del Schonflies, Ueber diejenigen Flàchen 
zweiten Grades, welche durch gleichmnkelige reciproke Strahlen- 
biindel erzeugt werden (Journ. f. Math., 99, 1886); rileveremo 
nella Systematische Entwickelung la presenza del " paraboloide 
iperbolico equilatero „ (v. Sch5nflieS; Ueber das gleiseitige hyper- 
bolische Paraboloid und ein aus ihm abgeleitetes Strahlensystem 
Zeitschr. f. Math., 23, 1878), nella memoria del Vogt, Ueber 
ein besonderes ffyperboloid (Journ. f. Math., 86, 1879) uno studio 
metodico dell' " iperboloide equilatero „ (di cui già Hesse e Joa- 
chimsthal avevano parlato in memorie dianzi ricordate), mentre 
air " iperboloide ortogonale „ — che dopo essere stato studiato 
da Chasles sin dal 1836 nella memoria intitolata Analogie entre 
des propositions de geometrie piane et de geometrie à trois dimen- 
sions (Journ. de* Math., 1) soltanto ai dì nostri ricevette dallo 
Schróter il nome che porta -attualmente — sono consacrati 
gli scritti seguenti: Schonflies, Sgnthetisch-geometrische Untersu- 
chungen iiber Fldchen II Grades (Diss. Berlin, 1877) e Ueber eìn^ 
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specielles Hyperboloid und andere mit ihm zusammenhàngende Re- 
gelflachen (Zeitschr. f. Math., 23, 1878 e 24, 1879); Schroter, Ueber 
ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art (Journ. f. Math., 85, 
1878); Ruth, Ueber eine besondere Erzeugungsweise des orthogo- 
nalen Hyperboloides und ilber BUschel orthogonalen Kegel und 
Hyperboloide (Wiener Ber., 1879). 

E finiremo osservando che chi voglia apprendere la teoria 
delle superficie di secondo grado può ricorrere ai numerosi trat- 
tati di geometria analitica e di geometria descrittiva (fra questi 
ultimi emerge Die darstellende Geometrie del Fiedler, ricca di 
osservazioni originali sulle superfìcie di cui ci occupiamo), ai 
trattati sintetici già citati di Staudt e Keye ed ancora alla 
Theorie der Oberflàchen zweìter Ordnung und der Raumkurven 
dritter Ordnung nls Erzeugniss projektivischer Gebilde (Leipzig, 
1880) di H. Schroter. 

7. La dottrina delle superficie di terz'ordine ebbe due sor- 
genti fra loro indipendenti in Inghilterra ed in Grermania. Da 
un lato Cayley e Salmon in due memorie On the triple Tan- 
gent Planes of Surfaces of the third Order (Cambridge Journ., 
4, 1849; cfr. Kohn, Beweis eines Satzes von Cayley, Monats- 
hefte, 2, 1891) scoprivano le 27 rette ed i 45 piani tritan- 
genti posseduti da qualsiasi superficie cubica, dall'altro Steiner 
in una lettura fatta all'Accademia di Berlino il 31 gennaio 1856 
Ueber die Fldchen dritten Grades (Journ. f. Math., 53, 1857), giun- 
geva ai medesimi risultati e di più dava gli elementi per una 
completa teoria sintetica di queste importanti forme geometriche. 
Mentre i due geometri inglesi sembra non trovassero imitatori 
che nello Schlàfli (1814-1895) — del quale citeremo pel momento 
la nota intitolata An Attempt to determine the Twenty-seven Lines 
upon a Surface ofthe Third Order (Quart. Journ,, 2, 1858), ove fra 
l'altro è introdotta la nozione di " bisestupla „ (cfr. Cayley, On the 
Double-sixers of a Cubie Surface, Id., 10, 1870, e Ori DJ" Wiener' s 
Model of a Cubie Surface: and on the Construction of a Doublé- 
9ixer, Cambridge Trans, 12, I Part, 1873) — numerosissimi 
sono i geometri che si proposero di dimostrare prima e di com- 
pletare poi le asserzioni del grande geometra tedesco. Ricorde- 
remo anzitutto lo Schroter per la memoria dal titolo: Nachtveis 
der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberfdche dritter Ordnung 
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(Journ. f. Math., 62, 1863) e la Diss. di R. Sturm, De super- 
ficiebus III ord, disquisitiones syntheticae (Breslau, 1863), e poi 
i due grandi lavori di Cremona e Sturm ricompensati nel 
1866 col premio Steiner: il primo apparve due anni dopo sotto 
il titolo di Mémoire de geometrie pure sur les surfaces du troi- 
sième ordre (Journ. f. Math., 68, 1868), mentre il secondo 
formò il nucleo dell'opera Synthetische Untersuchungen ilber Flà- 
clien dritter Ordnung (Leipzig, 1867), libro a cui serve di com- 
plemento la memoria Zur Theorie der Fldchen dritter Ordnung 
(Journ. f. Math., 88, 1880). 

Ma nel frattempo altri due grandi geometri avevano fatto com- 
piere dei passi importanti alla teoria che ci occupa, cioè il Grass- 
mann coU'indicare una notevole generazione delle superficie cubiche 
{Die stereometrische Gleichufig dritten Grades, und die dadurch 
erzeugten Oberflcichen, Journ. f. Math., 49, 1855) ed il Sylvester 
scoprendo il celebre " pentaedro „ {On Elimìnation^ Transfer- 
mations and Canonical Forms, Cambridge Journ., 6, 1851). Al 
primo tennero dietro molti scrittori (1), dei cui lavori ricorde- 
remo i seguenti : August, Disquisitiones de superficiebus tertii or- 
dinis (Diss. Berlin, 1862); Affolter, Zur Theorie der Fldchen 
dritter Ordnung (Arch. der Math., 56, 1874); Picquet , Sur 
un nouveau mode de génératioìi des surfaces du troisième degré 
(Bull. S. M. F., 4, 1876; v. anche l'articolo dello stesso autore 
che tratta Des sections paraboliques et equilatères dans les sur- 
faces du troisième degré, Ivi); Schroter, Lineare Constructionen zur 
Erzeugung der kubischen FUiche (Journ. f. Math., 96, 1884); 
G. Kohn, Ueber eine neue Erzeugungsart der Fldchen dritter Ord- 
nung (Wiener Ber., 99, 1890), ai quali può avvicinarsi la recente 
memoria del Panelli, Sulla costruzione della superficie del 5* or- 
dine individuata da 19 punti (Ann. di Mat., II, 22, 1894). Alla me- 
moria del secondo fanno seguito: Gordan, Ueber das Pentaeder 
der Fldchen dritter Ordnung (Math. Ann,, 5, 1872); Reye, Geo- 
metrischer Beweis des Sylvester' schen Satzes " Jede quatemdre ku- 
bische Form ist darstellbar als Summe von fiinf Kuben linearer 
Formen „ (Journ. f. Math., 78, 1874) ; Cremona, Ueber die Polar- 
Hexaeder bei den Fldchen dritter Ordnttwjr (Math. Ann., 13, 1878; 



(1) Si trovano citati da R. Sturm in Math. Ann., 23, p. 308-310 e 599. 



Il • 
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cfr. Caporali, SulVesaedro completo^ Napoli Rend., 20, 1881); Bel- 
trami, Sull'equazione pentaedrale della superficie di terzo ordine 
(Rend. Ist. Lomb., Il, 12, 1879). 

La configurazione formata dalle rette di una superficie di terzo 
ordine e dai suoi piani tritangenti (1), specialmente in questi ul- 
timi anni venne fatta segno di ricerche così vaste e perseveranti 
che meriterebbero il nome di esaurienti; i più significanti scritti 
che ne contengono i risultati sono: Cremona, Sulle ventisette 
rette d'una superficie del terzo ordine (Rend. Ist. Lomb., U, 3, 
1870); R. Sturm, Ueber die 27 Geraden einer kubischen Flàche 
(Math. Ann., 23, 1884); E. Bertini, Contribuzione alla teoria delle 
21 rette e dei 45 piani tritangenti di una superficie di 3^ ordine 
(Ann. di Mat., II, 12, 1884); G. Kohn, Ueber die Sextupel von 
geraden Linien, welche von sdmmtlichen Punkten einer cubischen 
Fldche als sechs Tangenten eines Kegelschnitts gesehen werden 
(Monatshefte, 2, 1891); E. Pascal, Saggio sul gruppo delle sosti- 
tuzioni fra le 27 rette della superficie di 3^ ordine, e sui gruppi 
ad esso isomorfi (Ann. di Mat., Il, 20 e 21, 1892-93), Sui poliedri 
circolari che si possono formare coi 45 piani tritangenti della su- 
perficie di 3^ ordine; Configurazione delle 30 bisestuple gobbe for- 
mate colle 27 rette della superficie di 3^ ordine e Configurazione 
delle 216 quintuple gobbe di 2" specie formate colle 27 rette della 
superficie di 3^" ordine (Rend. Ist. Lomb., 25, II, 1892); P. H. 
Schoute , Recherche de la position des 27 droites d'une surface 
cubique les unes par rapport aux autres à Vaide de la représenta^ 
tion sur un pian (Amsterdam Versi., 1892-93). Come esten- 
sione delle ricerche sulle rette di una superficie cubica sono 
da riguardarsi quelle sulle altre curve in essa situate che 
si leggono nei seguenti scritti: Clebsch, Sur la geometrie des 
courbes gauch^s tracées sur une surface generale du troisième ordre 
(C. R., 62, 1866); R. Sturm, Ueber die Curven auf der allgemeinen 
Flàche dritter Ordnung (Math. Ann. , 21, 1883) ; G. Humbert , 
Sur un complexe remarquable de coniques et sur la surface 
du troisième ordre (Journ. Ec. poi., 64, 1894); K. Rohn, Die 



(1) Notiamo che questi possono definirsi come piani tangenti comuni a 
tre certe superficie di decima classe; lo dimostrò il Brioschi nella nota 
Sopra una proprietà dei piani tritangenti ad una superficie cubica (Lincei Rend., 
II, 3, 1876). 
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Raumcurten auf den Flàchen dritter Ordnung (Leipziger Ber., 
1894). 

Della Hessìana d'una superficie cubica tratta la memoria di 
Clebsch, Ueber die Knotenpunkte der Resse' sche Flàchen insbeson- 
dere bei Oberfldchen dritter Ordnung (Journ. f. Math., 59, 1861), e 
della intersezione di essa con la superficie fondamentale quella 
del Bauer, Die Hesse'sche Determinanten der Resse' schen Flàche 
einer Flàchen dritter Ordnung (Miinchener Abh., 14, 1883), ove è di- 
mostrata analiticamente la proprietà, già osservata da R. Sturm 
nel 1867, che consiste nell'essere l'intersezione di una superficie 
di 3^ ordine con la propria Hessiana la curva parabolica di en- 
trambe, proprietà questa analoga a quella a cui devono l'esistenza 
i fasci sizigetici di curve di terzo ordine. 

GoU'aiuto della teoria delle forme le superficie cubiche sono 
studiate nelle memorie seguenti : Salmon, On Quaternari/ Cubics 
(Phil. Trans., 150, 1860); Clebsch, Ueber cine Transformation der 
homogenen Functionen dritter Ordnung mit vier Varànderlichen 
(Journ. f. Math., 58, 1861); De Paolis, Ricerche sulle superficie del 
5* ordine (Lincei Mem., HI, 10, 1881) e Bobek, Die Invarianten der 
allgemeinen Flàche dritter Ordnung (Wiener Ber., 103, 1894); 
mentre dell'applicazione ad esse superficie della teoria delle sosti- 
tuzioni si occuparono il Jordan, in parecchi lavori che vennero com- 
pendiati nel grande Traité des substitutions et des equations algé- 
briques (Paris, 1870), e più recentemente F. Klein nella memoria 
Sur la résolution par les fonctions hyperelliptiques, de Véquation du 
vingt'Septième degré de laquelle dépend la détermination des vingt-sept 
droites d'une surface cubique (Journ. de Math., IV, 4, 1888) e 
il Burkhardt nella nota Zur Reduction des Problems der 27 
Geraden der allgemeinen Flàche dritter Ordnung auf das Trans- 
formationsproblem der hyperelliptischen Functionen ^ = 2 (Gotting. 
Nachr., 1892). Invece col solo sussidio della pura geometria le su- 
perficie di 3° ordine furono studiate dal Milinowski nel lavoro 
Zur Polarentheorìe der Curven und Flàchen dritter Ordnung 
(Journ. f. Math., 89, 1880), e dal Thieme nei due: Zur Construc- 
tion des Polarsystems einer Flàche 3. Ordnung (Math. Ann., 20, 
1882) e Die Flàchen dritter Ordnung als Ordnungsflàohe von 
Polarsystemen (Id., 28, 1887). 

Metodi vari per ottenere svariati risultati si trovano adoperati 
in una memoria del Geiser precedentemente citata (n. 6) e nei 
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seguenti scritti: Brioschi, Intorno ad alcune proprietà delle super ^ 
ficie del terzo ordine (Tortolini Ann., 6, 1855) ; Caporali, Teoremi 
sulle superficie del 5*^ ordine (Napoli Rend., 20, 1881); S. Kantor, 
Ueber eine ein-dreideutige Abbildung der Flàchen 3"" Ordnung 
(Journ. f. Math., 95, 1883); Schur, Zuir Theorie der Flàchen dritter 
Ordnung (Ivi); Le Paige, Sur les surfaces du troisième ordre (Acta, 
3, 1883-84 ; cfr. C. R., 97, 1883), e Nouvelles recherches sur les 
surfaces du troisième ordre (Id.,5, 1884-85, cjfr. C. R., 98, 1884); 
Zeuthen, Sur les pentaèdres complets inscrits à une surface cu^ 
bique (Acta, 5, 1884-85); Ciani, Sul pentaedro completo (Lincei 
Rend., 7, 1891); Ascione, Alcune considerazioni sul pentaedro 
completo (Napoli Rend., II, 6, 1892); e H. M. Taylor, On a special 
Form of the General Equation of a Cubie Surface and on a Dia- 
gram representing the Twenty-seven Lines on fhe Surface (Phil. 
Trans., 185, 1895). 

Sulla classificazione delle superficie cu1}iclie i principali lavori 
a noi noti sono i seguenti : Schlàfli, On the Distribution of Sur- 
faces of the Third order into Species (Phil. Trans., 153, 1863) ; 
Cayley, A Memoir on Cubie Surfaces (Id., 159, 1869); Rodenberg, 
Zur Classification der Fliichen dritter Ordnung (Math. Ann., 14, 
1879 ; cfr. anche la Diss. dello stesso autore sopra Das Pen- 
taeder der Fioche ,3. Ordnung beim Auftreten von Singularitdten^ 
G5ttingen, 1874), e Bobek, Zur Klassification der Flàchen dritter 
Ordnung (Wiener Ber., 96, 1887). 

Ad alcune speciali superficie di terzo ordine sono consacrate 
la Note on the^heory of Cubie Surf aces (Phil. Mag., 27, 1864) del 
Cayley, e le memorie seguenti: Clebsch, Ueher die Anwendung der 
quadratischen Substitution auf die Gleichungen filnften Grades und 
die geometrisehe Theorie des ebenen Filnfseits (Math. Ann., 4, 1871 ; 
cfr. Mìttheilung iiber eine Flàche dritter Ordnung, (1) Gòtting. 
Nachr., 1872); Eckardt, Beitràge zur analytischen Geometrie des 
Raumes, insbesondere zur Theorie der Flàchen 5**** Grades mit 
4 Doppelpunkten und der Steinerschen Flàchen, sowie zur Lehre 
von Kautncurven (Math. Ann., 5, 1871) e Ueber diejenigen Flàchen 
dritten Grades, auf denen sich drei geraden Linien in einem Punkte 



(1) Fa ivi il suo ingresso nella scienza la notissima '^ superficie diago- 
nale .. 



1 
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scA«eirfm(Id., 10, 1876); G. Kohn, Ueber Flàchen dritter Ordnung 
mit Knotenpunkten (Wiener Ber., 96, 1887); E. Ciani, Sulle su- 
perficie cubiche la cui Hessiana si spezia (Lincei Rend., IV, 6, 
1890i), Sulla superficie diagonale di Clebsch (Id., 7, 1891i), Sopra 
le Hessiane delle superficie cubiche (Rend, Ist. Lomb., II, 26, 1893) 
e Sopra quelle superficie cubiche le quali si possono 'riguardare 
come parti della Hessiana di un'altra superficie cubica (Id., 27, 
1894); Ascione, Sulle superficie di Sbordine (Napoli Rend., II, 
6, 1893) (1). Ne si può tacere della memoria del Cremona inti- 
tolata: Teoremi stereometrici dai quali si deducono le proprietà 
dell' esagrammo di Pascal- (Lincei Mem., Ili, 1, 1876-77), ove 
T-autore, concretando gli accenni fatti nel 1847 dal Cayley nella 
seconda parte della memoria Sur quelques théorèmesde la geometrie 
de position (inserita in Journ. f. Math., 31) auU' applicabilità 
di consideraeionì stereometriche allo studio dell'esagrammo di 
Pascal, dedusse le più eleganti proprietà di quella celebre figura 
dalle note proprietà della configurazione delle rette e dei piani 
tritangenti di una superficie cubica con un punto doppio, de- 
duzione che si ritrova nel più recente scritto del» Richmond: 
A symmetrical System of Eqtìations of the Lines of a Cubie Sur- 
face, which has a Conical Point (Quart. Journ., 23, 1888). 

Finiremo coll'additare alcuni scritti rifereptisi alle superficie 
di terzo ordine rigate, dopo avere notato, come esse si distri- 
buiscano in due categorie, una delle quali fu rilevata da Cayley 
nel 1864 (v. Phil. Trans., 154): Cayley, On the Skew Surface of 
the Third Order (Phil. Mag., 24, 1862), On thè Deelination of 
a Cubie Scroll (Id., 25, 1863); Cremona, Sulle superficie gobbe del 
terzo ordine (Atti Ist. Lomb. ,2, 1860) e Sur les surfctcesgau- 
ches du troisième degré (Journ. f. Math., 60, 1862)^ Em. We}T, 
Theorie der mehrdeutigen geometrischen Etementargebilde und der 
algebraischen Curven und Flàchen als deren Erzeugnisse (Leipeig, 
1869) e Geometrie der rdumlichen Erzeugnisse ein-zwei-deutiger 
Gebilde inì^esondere der RegelfiiUhen dritter Ordnung (Id., 1870); 



(1) Una speciale superficie cubica è il soggetto della dissertazione di 
J. Borgmeyer, Geometrische Untersuchungen uher den Ori des Fusapunkfr 
der Late, welche von einem Punkte auf die Strdhlen einer linearen Congruetiz 
gefdlU werden (MtJnster, 1893) ed un'altra della nota del Thieme Ueber 
cine besondere Fl&che dritte^* Ordnung mit vier Doppelpunieten (Zeitschr. f. 
Math, 40, 1895). 
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B. Elein (1846-1891), Ueber die geradlinige Finche drìtter Ord- 
nung und deren AbbUdung auf einer Ebene (Diss. Strassburg, 
1876); Pittarelli, Studio analitica-proiettivo delle superficie gobbe 
del y grado (Giorn. di Mat., 82, 1894). • 

8. Alla ricca collezione di ricerche e di proposizioni concer- 
nenti la teoria generale delle superficie cubiche fa tristo riscontro 
]a totale assenza di nozioni intorno alle superficie generali di 
quarto ordine, di cui si può dire non si sappia altro se non che il 
primo membro dell'equazione di una dj esse in coordinate omo- 
genee è esprimibile sempre come somma di quarte potenze di dieci 
foripe lineari (v. Reye, Darstellùng quaternìiren biquadratischer 
Formen als Sutnmen von zehn Biquadraten, Journ. f. Màth., 78, 
1874), proposizione questa che non è stata ancora sfruttata a 
prò della geometria e che d'altronde non è certo sia feconda di 
conseguenze numerose ed importanti. Per converso molte notevoli 
classi di superficie di 4® ordine vennero studiate a fondo : quali 
si£ftio e quali proprietà godano emergerà da quanto ora diremo (1). 

Accenneremo di sfuggita alle sviluppabili circoscritte a due 
quadriche, che Poncelet considerò come figure polari reciproche 
delle quartiche gobbe di prima specie scoprendone in tal ma- 
niera sin dal 1822 alcune notevoli proprietà, e di cui in seguito 
si occuparono Cayley, nei due articoli On the Developable Surfaces 
ìvhich arises front tivo Surfaces of the Second Order (Cambridge' 
Journ., 5, 1850) e On a Property ofthe Torsus circumscribed abouth 
two Quadrio Surfaces (Mess., 1, 1872), e Chasles nella nota dal 
titolo Propriétés de la surface défeloppable circonscrite à deux 
surfaces du second ordre (C. R., ^4, 1862) ; aggiungeremo che 
dell'altra specie di sviluppabili di quart'ordine (cioè di quelle 
razionali), trattò il Cayley nei tre lavori : Note on the Nodal 
Curve of the Developable derived from the Quartic Equation (a, 
b, e, d, e j[ t,l)*=0 (Phil. Mag., 27, 18&f), On certain Deve- 

w 

lopable Surfaces (Quart. Journ., 6, 1864), e On the Eeciproca- 
tion of a Quartic Developable (Id., 7, 1^66). 

Più numerose ed importanti sono le nostre cognizioni in- 
torno alle rigate di quarto grado, la cui classificazione com- 



(1) Cfr. Cayley, Sketch of Recent Researches upon Quartic and Quintie 
Surfaces (Proc. L. M. S., 3, 1869-71). 
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pietà si apprende dai seguenti scritti (fra cui il più eminente 
è quello del Cremona): Chasles, Descriptions des courbes de tous 
lea ordres situées sur les surfaces régUes du troisième et du qua- 
trihne ordre (C. R.,* 53, . 1861) ; ^ayley, A second J^emoir on 
skew Surfaces otherwise Scrolls (Phil. Trans., 154, 1864), A third 
Memoir^ etc, (Id., 1S9, 1869) ; Cremona , SuUe superficie gobbe di 
4* grado (Bologna Mem., Il , 8, 1868) ; Hamack, Bemerkungen zur 
Geometrie auf deti Linienflcichen vierter Ordnung (Math. Ann., 13, 
1878); Robn, Die verschiedenen Arten der Regelfiàchen vierter 
Ordnung (Id., 28, 188*2); Cardinaal, Meetkundige theorie der 
scheeve oppervlakken van de vierde orde (Amsterdam Versi. HI , 
5, 1888) ; R. Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades* der 
Ldniengeometrie in synthetischer Behandlung, 1 (Leipzig, 1892), 
pp. 52-61 ; Segen, Ueber windschiefe Fldchen vierten Grades 
mit drei Doppelgeraden (Journ. f. Math., 112, 1893), e Holgate, 
On certain Ruled Surfaces (Am. Journ., 15, 1893). 

Alla teoria delle superficie di 4^ ordine contenenti infinite rette 
(cioè rigate) di cui testé ci occupammo, forma un proseguimento 
naturale quella delle superficie dello stesso ordine contenenti infi- 
nite coniche ; la loro determinazione completa venne fatta con 
sagacia straordinaria da Eummer (1810-1893) (1) nella memoria 
Ueber die Fldchen vierten Grades auf welche ^Schaaren von Kegel- 
schnitten liegen (Berliner Ber., 1863,oppure Journ. f. Math., 66, 1864). 
Ivi è anzitutto dimostrato non esistere alcuna superficie di 4® ordine 
semplice le cui sezioni prodotte da tutti i piani dello spazio o di 
una stella constino ciascuna di due coniche ; sono poi conside- 
rati a parte i casi in cui i piani seganti là superficifi in coniche 
sono non tangenti, tangenti semplicemente o bitangenti: nel primo 
caso la superficie' di 4^ ordine ha una conica doppia e due punti 
doppi, oppure una retta doppia (2), oppure ha due punti di con- 
tatto di due falde ; nel secondo caso la superficie e una * su- 



(1) Cfr. Lampe, Naehruf fur Ernst Eduard Kummer (Deutsch. Math. — 
Ver., 3, 1894). 

(2) Rignardo alle superficie quartiche con retta doppia si veda aflche: 
Cayley, On the Quartic Surfaces tohich are represented by the Eq%iation, Sym- 
metrical Detenninant = (Quart. Journ., 14, 1875); J. Cardinaal, Generation 
des surfaces du quatrième ordre aree une droite doublé à Vaide de faisctaux 
projectifs de quadriques (Amsterdam Versi., 1892). 

11 caso particolare in cui si abbia una * superficie del complesso , di 
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perfide di Steiner ,, oppure ha una conica doppia ed un punto 
doppio; nell'ultimo caso la superficie p è rigata o possiede una 
conica doppia. Da ciò emerge che le superficie determinate da 
Kummer o sono le rigate di 4^ grado già discorse, o hanno una 
conica doppia (ed eventualmente altre singolarità), o sono su- 
perficie di Steiner, o finalmente hanno due punti di contatto di 
due falde. Queste ultime non furono, per quanto sappiamo, an- 
cora studiate ex professo, ma le due classi precedenti furono 
oggetto di molteplici investigazioni, come ora diremo. 

9. Le superficie di 4^ ordine a conica doppia godono della no- 
tevolissima proprietà di avere la sviluppabile bitangente costi- 
tuita da cinque coni quadrici; lo rilevarono contemporaneamente 
Kummer nella precitata memoria e il Moutard nella Note sur la 
transformation par rayons vecteurs réciproques e nell'altra Sur les 
surfaces anallagmatiques du quatrième ordre (Nouv. Ann., II, 3, 
1864) per il caso in cui la linea doppia della superficie sia il 
cerchio immaginario all'infinito; di più questo geometra, as- 
sieme al Darboux, osservò (C. R., 59, 1864), che tali super- 
ficie possono formar parte di un sistema triplo ortogonale. A 
cominciare da questo momento le superficie di 4"^ ordine aventi 
per linea doppia il cerchio immaginario ÌEill'infinito vennero stu- 
diate a più riprese dal Darboux (i risultati da lui sono com- 
pendiati nell'opera già citata (Gap. Ili, n. 12) Sur une classe 
remarquable ecc.), dal Laguerre {Sur quelques propriétés des sur- 
faces anallagmatiques, e Sur les sections circulaires des surfaces- 
anallagmatiques, Bull. soc. phil., 1868), dal Casey (1820-1891) 
{On Cyclides and Sphero-quartics , Phil. Trans., 161, 1871), da 
6. Loria {Ricerche sulla geometria della sfera e loro applica- 
zione allo studio e alla classificazione delle superficie di quarto 
ordine aventi per linea doppia il cerchio imaginario all'infinito, 
Torino Mem., II, 36, 1884), da G. Humbert {Sur les surfaces 
cyclides, Joum. Ec. poi., 55^ cah., 1885), da R. Lachlan {On 
Systems of Circles and Spheres, Phil. Trans., 177, 1886) e 



Plùcker fu studiato da Cayley (On PlUcker*s Models of certains Quartic 
Surfaces, Proc. L. M. S., 3, 1869-71) e F. Klein (Ueber die Abhildung dei- Com- 
plexfldchen vierter Ordnung und vierteì' Classe, Math. Ann., 2, 1870; e Ueher 
die Pl&cker'sche Complexfldche, Id., 7, 1873). 
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W. Wolseley Johnson {Some Theorems relating io Groups of 
Circles and SphereSj Am. Journ., 14, 1892). 

D' altronde le superficie di quarto ordine aventi per linea 
doppia una conica situata comunque nello spazio sono il tema 
di altri lavori, fra cui spiccano: Clebsch, Ueber die Fldchen vierter 
Ordnung welche eint Doppelcurve zweiten Grades besUzen (Journ. 
f. Math., 69, 1868); Geiser, Ueher die Fldchen vierten Grades, 
welche eine Doppelcurve ziveiten Grades besitzen (Id., 70, 1869); 
Cremona, Sulle superficie di quarto ordine dotate di una conica 
doppia (Rend. Ist. Lorab., II, 4, 1871); Zeuthen, Om Flader af 
fjerde Orden rned Dobbdtkeglesnit (Kopenhagen, 1879; una ver- 
sione italiana se ne trova in Ann. di Mat., II, 14); C. Juel. 
En geometrisk Fremstilling af Hovedegenskaber ved Flader af fjerde 
Orden med Dobbeltkeglesnit (TUdsskr,, IV, 4, 1880); G. Veronese, 
Di una costruzione della superficie del quarto ordine dotata di una 
conica doppia (Atti Ist. Ven., VI, 2, 1884); C. Segre, Ét%ule des 
différentes surfaces du quatrième ordre à conique doublé ou cuspi- 
dale (generale ou décomposée) considérées comme des projections de 
Vintersection de deux variétés quadratiques de Vespace à quatre 
dimensions (Math. Ann., 24, 1884) (1); K. Bobek, Ueber Fldchen 
vierter Ordnung mit einem Doppelkegelschnitt (Wiener Ber., 90, 
1885); Berzolari, Sulla superficie del quarto ordine avente una 
conica doppia (Ann. di Mat., II, 13, 1885); A. Weiler, Ueber 
Fldchen vierter Ordnung mit Doppel- und mit Cuspidal-Kegel- 
schnitt (Zeitschr. f. Math., 30, 1885); Domsch, Ueber die Dar- 
stellung der Fldchen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt durch 
hyperelliptische Functionem (Diss. Leipzig, 1885); Kupper, Ueber 
die Fldchen dritter Ordnung und vierter Ordnung mit Doppel- 
kegelschnitt, insbesondere iiber deren Geraden (Zeitschr. f.Math., 34, 
1889); Cardinaal, Constructie der oppervlakken van den vierden 
graad mei dubbelkeglesnede door middel van projectivische bundels 
oppervlakken van den tweeden graad (Amsterdam Versi., Ili, 
8, 1891); Pereno, Alcune ricerche sul gruppo delle sostituzioni e 
sulla configurazione delle 16 rette delle superficie di quarto ordine 
a conica doppia (Ann. di Mat., II, 21, 1893); Del Re, Sulla su- 
perficie di 4* ordine a conica doppia (Lincei Rend., V, 2, 1898i). 



(1) Questo modo di considerare le superficie in discorso si trova accen- 
nato anche nella nota testé nominata del Veronese. 



;-'^^ 
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I casi in cui esistano sulla superficie dei punti doppi isolati o 
in cui la conica doppia degeneri in una coppia di rette vennero 
minutamente esaminati dal Korndorfer in alcune memorie com- 
plementari a quelle precitate di Clebsch (1); altre speciali super- 
ficie dell' anzidetta specie sono studiate nelle memorie: Cayley, 
On a Surface of the Fourth Order (Phil Mag., 21, 1861) e Note 
on a Quartic Surface (Id., 29, 1865) e Rudio, TJeber eine specielle 
Flàche vierter Ordnung (Journ. f. Math., 104, 1889); mentre 
della superficie di 4^ ordine a conica cuspidale trattò Béla Tò- 
tossy nel bel lavoro Ueber die Flàchen merter Ordnung mit 
Cuspidalkegehchnitt (Math. Ann., 19, 1882). 

Del resto le più antiche superficie di quarto ordine a conica 
doppia sono il toro e la ciclide di Dupin. Riguardo a quello in 
primo luogo noteremo che esso era noto agli antichi (2), che 
fin dal 1848 Yvon Villarceau (1813-1883) (3) scoperse esi- 
stere in esso, oltre ai paralleli ed ai meridiani, una terza 
serie di sezioni circolari (C. R., 27; cfr. Breton de Champ, Sur 
les sections cireulaires du tare et des surfaces de revolution algé- 
briques d'ordre quelconque, Nouv. Ann., 15, 1856) che il Cayley 
vi dedicò una nota speciale {On the conio Torus, Quart. Journ., 
13, 1875), e che la sua definizione, convenientemente estesa, mena 
alle superficie che il de la Gournerie considerò nel Mémoire sur la 
surface engendrée par la revolution d'une conique autour d'une 
droite située d'une manière quelconque dans V espace (Journ. Ec. 
poi., 40® cah., 1863) e nella Note sur la surface envehppe des 
positions d'une surface du second ordre qui tourne autour d'une 
droite (Journ. de Math., II, 10, 1865) (4). — Riguardo alla ciclide 
rileveremo che Dupin la scoperse cercando le superficie di cui 
tutte le linee di curvature sono circolari e che egli la riconobbe 



(1) Die Ahhildung einer Flàche merter Ordnung mit einer Doppélcurve 
zweUen Grades und einen oder mehreren Knotenpunkten (Math. Ann., 1, 1869, 
e 2, 1870); Die Abhildung einer Flàchen vierter Ordnung mit zwei sich achnei- 
(lenden Doppelgeraden (Id., 3, 1871); Die Abhildung einer Flàchen vierter 
Ordnung mit einer Doppélcurve zweiten Grades^ toelche au$ zwei sich schnei- 
denden unendliehd nahen Qeraden besteht (Id., 4, 1871). 

(2) V. la soluzione del problema di Delo dovuta ad Archita Tarantino e 
riferita da Eutocio Ascalonita. 

(3) Cfr. Bertrand, Éloges académiques (Paris, 1890). 

(4) Cfr. anche Cayley . On the Quartic Surface {* { U, V, W)« = (Quart. 
Journ., 11, 1871). È qui il caso di notare che le superficie qnartiche di^fìnibili 
come inviluppi di quadriche sono il tema della nota di Kummer, Ueber 
einige beaondere Arten von Flàchen vierten Grades (Berliner. Ber., 1872). 
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per l'inviluppo di una sfera mobile colla condizione di rimanere 
tangente a tre sfere fisse (Applications de geometrie et de méclui' 
nique, Paris, 1822). Oltre alla proprietà di avere quattro punti 
doppi, la ciclide ne possiede altre notevoli, che si apprendono 
dai seguenti lavori : Mannheim, Application de la transformation 
par rayons vecteurs réciproques à Vétude de la surface enveloppe 
d'une sphère tangente à trois sphères données (Nouv. Ann., 19, 
1860); Laguerre, Becherches géométriques sur la cydide (Bull. 
Soc. phil., 1871); Gayley, On the Cyclide (Quart. Joum., 12, 
1873); Saltel, Sur la generation des cycliques et des cyclides (Bull. 
S. M. F., 3, 1875); Liebheit, Ueber die Dupin'sche Cyclide (Diss. 
Halle, 1886 (1), Cosserat, Sur la cyclide de Dupin (Toulose Ann., 6, 
1892); ecc. Notisi finalmente che dal punto di vista projettivo 
sono ciclidi anche le superficie studiate dal Sucharda nella nota 
Ueber die Singularitdten einer Gattung von Riickungsflàchen vierter 
Ordnung (Wiener Ber., 97, 1888). 

10. Quella che oggi si chiama " superficie di Steiner „ occupò 
questo grande geometra durante il suo soggiorno a Roma (1844) 
opperò veniva da lui chiamata ** superficie romana „. Egli non 
scrisse mai nulla su di essa ed il pubblico la conobbe in oc- 
casione delle ricerche di Kummer di cui 4)arlammo nella chiusa 
del n. 8 (cfr. una nota di Weieretrass in «/. S^m^'s Ges. Werke, 
2, Berlin 1882, pp. 723 e 741). La proprietà più saliente di 
essa è quella di essere tagliata in una coppia di coniche da qua- 
lunque suo piano tangente, di più essa è di 4<* ordine e 3* classe: 
cose che non isfuggirono a Steiner, mentre Weierstrass (1. e.) 
osservò che le coordinate omogenee de' suoi punti sono espri- 
mibili mediante quattro forme ternarie quadratiche arbitrarie. 
Cremona e Clebsch scoprirono poi che le assintotiche delle su- 
perficie di Steiner sono quartiche gobbe razionali (2). Come not<) 



(1) Ivi, mediante una speciale rappresentazione delle coordinate di un 
punto della ciclide in funzione di due parametri, sono determinate le sue 
linee di curvatura, espressa la sua curvatura integra in un punto qualunque, 
determinata Tarea, ecc. 

(2) Cremona, Sur la surface du quatrième orare qui a la propriété d'étre 
coupée suivant deux coniques par chacun de se plans tangens (Joum. f. Math., 
63, 1864) e Rappresentazione della superficie di Steiner e delle superficie rigaie 
di terzo grado sopra un piano (Rend. Ist. Lomb., 4, 1867) ; Clebsch, Ueber 
die Steiner'sche Flàche (Joum. f. Math., 67, 1867). 
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il Darboux {Sur le contact des courbes et des suffaces, Bull. Se. math., 
II, 4, 1880) essa è Tunica superficie, oltre le quàdriche e le rigate cu- 
biche, per ogni punto della quale passino infinite coniche; inoltre, 
come scoprì il Picard {Sur les surfaces algébriques dont toutes les 
sections planes soni uni&ursales, .Journ, f. Math^ 100, 1887; cfr. 
Guccia, Sulle superficie algebriche le cui sezioni piane sono tmicursali, 
Palermo Rend., 1, 1884-87), essa è Tunica superficie non rigata 
le cui sezioni piane siano tutte curve razionali; es^ è dello stesso 
** tipo „ del piano, cioè suscettibile di essere rappresentata sul 
piano univocamente senza punti eccezionali (Clebsch, Math. Ann., 
5, 1872, p. 19); da ultimo se si cerca il luogo dei poli di un 
piano rispetto a tutte le coniche contenute in una superficie di 
Steiner si trova un'altra superficie analoga (Lie, Petite contriòu- 
tian à la théorie de la surface steinérienne, Arch. f. Math. og 
Naturw., 3, 1878). 

"JfelT impossibilità in cui ci troviamo^ di enumerare tutte le 
altre proprietà possedute dalla superficie di cui parliamo, ci- 
tiamo gli scritti principali che, oltre la Geometrie der Lage del 
Reye, trattano di essa: Beltrami, Estensione allo spazio di tre 
dimensioni dei teoremi relativi alle coniche dei nove punti (Giorn. 
di Mat., 1, 1863), e Ricerche di geometria analitica (Bologna 
Mem., in, 10, 1879); Cayley, Note sur la surface du qua- 
trième ordre de Steiner (Journ. f. Math., 64, 1865) e On Stei- 
ner^s Surface (Proc. L. M. S., 5, 1873-74); Moutard, Sur la sur- 
face de Steiner (Bull. Soc. phil., 2, 1865); Schroter, Ueber die 
Steiner' sche Fioche vierten Grades '(Journ. f. Math., 65, 1865); 
Sturm, Ueber die romische Fioche von Steiner (Math. Ann., 4, 
1871); Eckardt, Beitrdge zur anolytischen Geometrie des Raumes 
(Math. Ann., 5, 1872); Laguerre, Recherchès analytiques sur, la 
surfa<ie réciproque de la surface de Steiner (Nouv. Ann., II, 11, 
1872) e Sur la représentation sur un pian de la sui face du troi- 
sième ordre qui est la réciproque de la surface de Steiner (Bull. 
S. M. P., 1, 1872); Rosanes, Ueber Systeme von Kegelschnitten 
(Math. Ann., 6, 1873); Gerbaldi, Lo superficie di Steiner studiata 
neUa sua rappresentazione analitica mediante le forme ternarie 
quadratiche (Torino, 1881); Vahlen, Ueber die Steiner' sche Fioche 
(Acta, 19, 1895). 

11. Oltre che la determinazione delle superficie di quarto ordine 
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contenenti infinite coÉiche noi dobbiamo a Eummer la conoscenza 
di un'altra importantissima superficie che, come vedremo meglio 
nel Gap. VII, egli scoprì occupandosi di geometria della retta: 
parliamo della cosà detta " superficie di Kummer „ con sedici punti 
doppi (1) e sedici* piani tangenti singolari (v. la nota Ueber die 
Flàchen vìerten Grades mit sechszehn singuldren Punkten; Berliner 
Ber., 1864; cfr. Cayley, Note sur la surface du quatrième ordre douée 
de seize points singuliers et de seize plans singuliers, Joum.f.Math., 
73,. 1871). Questa superficie^è singolarmente importante per le 
applicazioni che porge alla teoria delle funzioni iperellittiche: 
lo rilevò incidentalmente il Klein (Math. Ann., 5, 1872, p. 302) 
e poi più chiaramente il Cayley {On the doublé Q-fmietions in 
Connection with a IG-nodal Quartic Surface, Journ. f. Math., 83, 
1877; On the 16-nodal Quartic Surface, Id., 84, 1878, e 94, 1883); 
tale legame si trova sfruttato magistralmente nelle sèguefati 
meiBorie: Borchardt (181^-1880), Ueber die Darstéllung der Kum- 
mer^schen Fiacche vierter Ordnung mit sechszehn Knotenpunkten 
durch die GopeVsche biquadratische Relation zwischen vier Theter- 
functionen mit swei Variabeln (Id., 83, 1877); H. Weber, Ueber ^ie 
Kummer' schen Flàche merten Ordnung mit sechszen Knoten punkten 
und ihre Beziehung zu den Thetafunctioften mit zwei Verànder- 
lichen (Id., 84, 1878); K. Rohn, Transformation der hyperellipti- 
schen Functionen p = 2 und ihre Bedeutung ftìr die Kummer' sche 
Flàche (Math. Ann., 15, 1879) e Die verschieden GestaUen der 
Kummer'sche Flàche (Id., 18, 1881). Alle quali servono di com- 
plemento i seguenti scritti: Darboux, Sur la surface à seize points 
singuliers et les fonctions à deiix variables e Sur la surface à 
seize points sjnguliers (C. R., 92, 1881); Brioschi, Sur la surface 
de Kummer à seize points singuliers (Ivi); F. Klein, Ueber Configura- 
tionen welche der Kummer'schen Flàchen zugleich eingeschriebeti 
und umgeschrieben sinrf (Math. Ann., 27, 1886); Reichardt, U^r 
die Darstéllung der Kummer'schen Finche durch hyperelliptische 
Functionen (Nova Acta Leop.-Car., 50, 1887); Study, Zur Theorie 
der Kmnmer' schen Configuration und der orthogonale Siibstitu- 
tionen (Leipziger Ber., 44, 1892); E. Pascal, L'equazione razionale 



(1) È questo il massimo numero di punti- doppi isolati che può 'avere 
una superficie di 4° ordine. 
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della superficie di Kummer (Ann. di Mat., Il, 18, 1890) e Sulle 
sesHche di contatto della superficie di Kummer (Id., 19, 1891). 

Le assintotiche della superficie di Eùmmer furono determinate 
da Klein e Lie {Ueber die Haupttangentencurven der Kummer' sche 
Fldche vierten Grades mit 16 Knotenpunkten, Berliner Ber., 1870; 
V. anche Math. Ann., 23, 1884); sono curve di 16^ ordine, ognuna 
delle quali, come dimostrò il Reye {Ueber die Hauptarten der 
cMgemeinen quadratischen Strahlencomplexe und Complexengewebe, 
Joum. f. Math., 98, 1885; cfr. Segre, Sur les courbes des tangentes 
principales des surfaces de Kummer, Ivi), è la base di un fascio 
dì superficie di quart'ordine. 

La superficie in discorso venne studiata sinteticamente dal 
Reye in alcune bellissime pagine della Geometrie der Lage, dal 
Caporali nel lavoro Sopra i piani ed i punti singolari della su- 
perficie di Kummer (Lincei Mem., ITI, 5, 1878), dallo Schròter 
in una memoria Ueber das Funfflach und Sechsflach und die damit 
zusammenhàngende Kummer'sche Configuraiion (Journ. f. Math., 
100, 1887) e, mediante una speciale trasformazione doppia di 
spazio, dal De Paolis nella nota intitolata Alcune proprietà della 
superficie di Kummer (Lincei Rend., IV, 6, I89O2). Finalmente 
dal punto di vista della teoria delle sostituzioni la superficie di 
cui ci occupiamo venne considerata dal Jordan nella memoria 
Sur une équatian du 16^ degré (Journ. f. Math., 70, 1869). 

Fra i casi speciali che può presentare la superficie di Kummer 
il più importante è indiscutibilmente quello offerto dalla '^ su- 
perficie . delle onde „, la quale ha una storia ed una letteratura 
a sé. Essa incontrasi per la prima volta nei Mémoires sur la doublé 
réfraction di Fresnel. (1788-1827) (1) presentati nel 1821 al- 
TAccademia delle scienze di Parigi e pubblicati sei anni dopo 
nel t. 7 dei Métnoires di detto sodalizio ; ivi ne è costruita l'equa- 
zione q\iasi sperimentale basandosi sulle proprietà di cui i dati 
fisici insegnavano che doveva godere e di più. è data la seguente 
notevole generazione: ' Si seghi un ellissoide con un piano pas- 
sante pel centro e sulla perpendicolare condotta da questo a 
quello si portino delle, lunghezze eguali ai semidiametri della 
relativa sezione; il luogo degli estremi è la superficie d'onda „. 
La deduzione diretta e rigorosa della equazione superficie fu 



(1) Cfr. Arago, (Euvres complèteSf 1 (Paris, 1854). 
LoBU, lì pattato td O prtttnU diUt principali teorie geometriche. 8 
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fatta poco dopo da Ampère (1775-1836) (1) {Sur la détermination 
de la surface courbe des andes lumineuses dans un milieu doni 
VélastidU est differente suivant les directions principales, Ann. de 
Chim. et de Phys., 39, 1828), in seguito da Cauchy (1789-1857), 
prima' neir^PIP^^^^^ des formules qui représentent le mouvement 
d'un système de molécules soUécitées par des forces d'attraction ou 
de répulsion mutuelles (Exercices de mathématiques, 5, Paris, 1830) 
e poi meglio nella nota Sur la polarisation rectiligne et la doublé 
réfraction (Mém. de TAcad. des Sciences, 18, 1842; v. anche C. R., 
11 e 12) e, circa nello stesso tempo, da sir John F. W. Herschel 
{Traité de la lumière, trad. par Verhultst e Quetelet, Paris, 1829 
e 1833). Non molto dopo (1830) W. R. Hamilton (in uno scritto 
che fa parte del voi. 16 di Irish Trans., 16, 1830) e Mac Cullagh 
{On the Doublé Réfraction of Light in a crystallized Medium, oc- 
cording to the Frinciples of Fresnél, Ivi ; Geometrical Propositions 
applied to the Wave Surface of Light, Id., 18, 1833; On the Laws 
of cry stalline Reflexion and Réfraction, Id,, 18, 1837) si occu- 
pavano della stessa teoria (2), giungendo teoricamente alla sco- 
perta della ^ rifrazione conica „, fenomeno che era sfuggito ai 
fisici e che ben presto H. Lloyd verificò sperimentalmente. Ad 
essi tennero dietro il Sylvester (Analytical Development of FresneVs 
optical Theory of Chrystals, Phil. Mag., 11, 1837 e 12, 1838), 
Archimbald Smith (Investigation of the Equation of the Equatùm 
to FresneVs Wave Surface, Cambridge Trans., 6, 1838) e Plùcker 
(Discussion de la forme generale des ondes lumineuses, Joum. f. 
Math., 19, 1839), al quale ultimo è dovuta l'importante osser- 
vazione dell'essere la superficie d'onda la propria polare reci- 
proca rispetto ad un certo ellissoide. Se ne occuparono anche 
il Lamé nelle Legons sur la théorie mathénatique de Vélasticité 
des corps solides (Paris, 1852), poi J, Bertrand {Note sur la sur- 
face des ondes, C. R., 47, 1858), P. Zech {Die Eigenschaften der 
Wellenfldchen der zweiaxiger Krystall, mittelst der hoheren Geo^ 
metrie abgeleitet, Joum. f. Math., 52, 1856, e Die Krilmmungslinien 
der Wellenfldche zweiaxiger Kry stalle, Id., 54, 1857 e 55, 1858), 
H. Durando (Recherches sur la surface des ondes, Nouv. Ann., 



(1) IcL, 2 (Paris, 1854). 

(2) Cfr. R. P. Graves, Life of Sir R. W. HamiUon, 1 (Dublin, 1882), 
p. 623-638 e 685-692. 
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n, 2, 1863), il Cayley {On the Wave Surface, Quart. Journ., 3, 
1860, Note on the Wave Surface, Ivi, Equation of the Wave Sur- 
face in EUiptic Coordinates, Mess., Il, 8, 1879, e Sur la surface 
des ondes, Ann. di Mat., Il, 20, 1892, l'ultima delle quali è un 
commento agli scritti del Brioschi, Sulle linee di curvatura della 
superficie delle onde, Ann. di Mat., 2, 1859 , e del Gombescure, 
Sur les lignee de courbure de la surface des ondeSj Ivi), W. Ro- 
berta {Cubature de la surface des ondeSy Id., 4, 1861), il Mathieu 
(Note sur la surface de l'onde, Journ. de Math., Il, 11, 1866), ed il 
Niven {On some Theorems connected with the Wave-Surface, Quart. 
Journ., 9, 1868). Ma chi la studiò più d'ogni altro con assiduità e 
buon successo è il Mannheim del quale vanno citati i seguenti 
scritti: Construction géométrique pour un point de la surface des 
ondes, des centres de courbure principaux et des directions des lignes 
de courbure (C. R., 64, 1867); Deux théorèmes nouveaux sur la sur- 
face de l'onde (Id., 78, 1874); Sur la surface de l'onde (Ass. fr., 
1874); Propriétés des diamètres de la surface de l'onde et inter- 
prétation physique de ces propriétés (C. R., 81, 1875); Sur la sur- 
face de l'onde (Ass. fr., 1875); Nouvelles propriétés géométriques 
de la surface de l'onde, qui s'interprètent en optique (C. R. , 85, 
1876); Communication sur la surface de l'onde (Ass. fr., 1877); 
On the Wave Surface (Mess., 7, 1877); Sur la surface de l'onde 
(Ass. fr., 1878); Détermination géométrique des ombilics de la 
surface de l'onde (C. R., 88, 1879); Sur la surface de l'onde et 
sur la transformation d'un pinceau (Ivi); La surface de l'onde 
considérée comme surface limite (Id., 90, 1880); Nouvelle genera- 
tion de la surface de l'onde et constructions diverses (Ivi); Sur 
la surface de l'onde et théorèmes rélatifs au lignes de courbure des 
surfaces du^ second ordre (Proc. R, S., 32, 1881); Construction 
piane des éléments de courbure de la surface de l'onde (Coli, 
math., 1881); On the Wave Surface (Mess., 14 e 15, 1885). Ri- 
corderemo ancora le seguenti memorie : E. Catalan (1814-1894), 
Mémoire sur une» transformation géométrique et sur la surface des 
ondes (Belgique Mém., 38, 1871); BOklen, Ueber die Wellenflachen 
zweiaxiger Krystalle (Zeitschr. f. Math., 25, 1880); S. Roberts, On 
some Forme of the Equation of the Wave Surface (Quart. Journ., 
17, 1881); Darboux, Sur une nouvelle définition de la surface des 
ondes (G. R., 92, 1881), Sur les lignes asymptotiques de la surface 
des ondes (Id., 97, 1885), Sur les lignes de courbure de la sur- 



} 
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face des ondes (Ib., id.) e Sur la surface des ondes (Ann. £c. 
Norm., m, 6, 1889); Enoblauch, U^er die aUgemeineWellenfldche 
(Diss. Berlin, 1882); e BriU, Bestimmung der optischen Wellen- 
fioche au8 einem ebenen CentraUchnitte derselben (Math. Ann., 
34, 1889). 

Dal punto di vista della geometrìa proiettiva la superficie 
delle onde non differisce dal *" tetraedroide „ , di Cayley, il quale 
s'incontra per la prima volta nella nota di questo grande geo- 
metra Sur la surface des ondes (Joum. de Math., 11, 1846) e 
poi nuovamente nelle memorie Sur un cas particulier de la 
surface du quatrième ordre avec seize points singuliers (Joum. f. 
Math., 65, 1866) e On the Tetrahedroid as a particular Case of the 
IS-^odal Quartic Surface (Id., 87, 1879). Ad esso si riferiscono la 
memoria del Segre Su una trasformazione irrazionale dello spazio 
e sua applicazione allo studio del complesso quadratico di Battaglini 
e di un complesso lineare di coniche iscritte in un tetraedro (Giorn. 
di Mat., 21, 1883) e la nota del Hofmann, Reduction der Glei- 

chung des Tetrahedroids auf die Form \fx\ -]- j/y t] -f- \/VÌ = 
(Joum. f. Math., 98, 1885). Vi sono poi delle superficie di Kummer 
che in piìi modi possono considerarsi come tetraedroidi; esse ven- 
nero Scoperte dal Rohn (Einige spedelle Falle der Kummer^schen 
Fioche, Leipziger Ber., 1884) e dal Segre {Sur un cas particulier 
de la surface de Kumpner, Ivi). Altre ve ne sono che, come il 
tetraedroide, godono la proprietà che le coordinate d^ loro 
punti sono esprimibili mediante funzioni biperiodiche di due 
parametri ; esse furono studiate da G. Humbert nella memoria 
Sur les surfaces de Kummer (Am. Journ., 16, 1894). 

La proprietà della superficie di Kummer di essere correlativa 
a sé stessa diede origine alla ricerca delle superficie aventi il 
medesimo carattere, della quale si occuparono Eummer {Ueber 
diejenigen Flàchen, welche mit ihren reciprok polaren Flàchen ton 
gleicher Ordnung sind und dieselben Singularitaten besitzen,^Ber' 
liner Ber., 1878) e Cayley {On a Sibi-reciprocol Surface, Ivi), mentre 
il legame di essa con le funzioni iperellittiche condusse a 
classi più generali di superficie che furono studiate da W. Wir- 
tinger nella memoria Ueber eine Verallgemeinerung der Theorie 
der Kummer' schen Fioche und ihre Beziehung zu den Thetafunc- 
tionen zweier Variabéln (Monatshefte, 1, 1890) e da G. Humbert 
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nelJa Théorie generale des surfaces hyperélliptiques (Journ. de 
Math., IV, 9, 1893). 



12. Eummer, oltre alla superficie che porta il suo nome, si 
occupò di altre superficie di quart'ordine con- punti singolari, 
nelle quali egli s'imbattè nel corso delle celebri sue investiga- 
zioni intomo ai sistemi di raggi l'ettilinei (v. Gap. VII, n. 6) ; in 
seguito lo studio metodico di esse venne fatto, prima da Cayley 
in tre memorie: On Quartic Surfaces (Proc. L. M. S., 3, 1869-71) 
— alle quali si possono riunire le altre due del medesimo autore, 
On tJie QuarHc Surfaces (*J U, V, W)*=0 (Quart. Journ.,. 10, 
1869 e 11, 1870) e la nota dell'Eckardt sopra Eine Eigenschaft 
der Hesse'schen Flà^he einer Fioche drifter Ordnung (Zeitschr. f. 
Math., 19, 1874) — e poi dal Rohn nella memoria Die Fla- 
cheti vierter Ordnung hinsichtlich ihrer Knotenpunkte und ihre 
Gestaltung (Gekronte Preisschrift der Jablonowski'schen Gesell- 
schaft, Leipzig, 1886; cfr. Math. Ann., 29, 1887). A questo 
geometra devesi poi uno scritto, Ueber die Flàchen vierter 
Ordnung mit dreifachen Punkte (Math. Ann., 24, 1884) ove è trat- 
tato in modo più completo il tema toccato nella dissertazione 
del Lampe, De superficiebus quarti ordinis, quibus puncta tri- 
plicia insunt (Berlin, 1864). 

Una notevole superficie di 4® ordine è il luogo dei vertici dei 
coni quadrici passanti per sei punti dati: è la " superficie di 
Weddle „ così denominata perchè la s'incontra per la prima 
volta nella memoria di T. Weddle (1817-1853) Onthe Theorems 
in Space analogous to those of Pascal and Brianchon in a Piane 
(Cambridge Journ., 5, 1850). Essa è stata poi studiata dal 
Cayley {Sur les cónes du second ordre qui passent par six points 
donnés, C. R., 52, 1861), dal Hierholzer {Ueber eine Fld^he der 
vierten Ordnung^ Math. Ann., 4, 1871) e dall' Hunyady {Ueber 
den geometrischen Ort der Kegelspitzen der durch sechs Punkte 
gehmden Kegelfldchen zweiten Grades, Journ. f. Math.,' 92, 1882); 
in tempi a noi più vicini essa somministrò delle importanti 
applicazioni delle funzioni iperellittiche allo Schottky {Ueber die 
Beziehung&n zwischen den 16 Thetafunctionen von zwei Variabeln, 
Id., 105, 1889) ed al Caspary {Sur les deux formes sous lesquelles 
s'expriment, au moyen des fonctions théta de deux arguments, les 
coordonnées de la surface- du quatrième degré, décrìie par les som- 
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mets des cónes du second ordre qui passent par six points donnés, C. 
R., 112, 1891; Nouvelle manière d^exprimer,au moyen des fonctims 
kyperelliptiques de première espèce, les cordonnées etc.y Bull. Se. 
MatL, II, 15, 1891). Tale superficie fa parte della collezione di 
figure geometriche a cui condusse lo studio della teoria delle 
caratteristiche per le coniche nello spazio, della quale ci occu- 
peremo in più opportuno momento (v. Cap. IX, n. 5). 

Vanno ancor ricordate alcune superficie di 4^ ordine che non 
sono rigate, ma contengono un certo numero di rette; cia- 
scuna è il luogo dei punti in cui si tagliano gli elementi corri- 
spondenti di quattro spazi di piani fra loro collineari; l'ordine 
ne fu determinato da Chasles; poi ne fé' cenno lo Schur nella 
memoria Ueber die durch collineare Grundgebilde erzeugten Cur- 
ven und Fldchen (Math. Ann., 18, 1881); lo stesso geometra ne 
fece più tardi uno studio approfondito, come si apprende dal- 
l'altro lavoro Ueber eine besondere Classe von Fldchen vierier 
Ordnung (Id., 20, 1882). Aggiungasi che SuUa superficie del 
quarto ordine generata da due stelle di piani e da una rete di 
quadriche projettive fra loro abbiamo una memoria di M. Pan- 
nelli (Giom. di Mat., 29, 1891), e Sur la surface desmique du 
quatrième ordre una dell'Humbert (Journ. de Math., IV, 3, 1891). 
Ne si deve condannare alla dimenticanza una classe importante 
di superficie quartiche, la quale venne studiata in modo esau- 
riente da L. Heffter nella nota Ueber gewisse Fldchen vierter 
Ordnung [Isogonalflàchen) (Journ. f. Math., 115, 1895). 

Chiuderemo questa rassegna delle ricerche intorno a speciali 
superficie di 4^ ordine coU'osservare che molte delle superficie 
finora studiate sono razionali, cioè rappresentabili univocamente 
su un piano; tali sono: la superficie a conica doppia, la super- 
ficie con retta doppia, la superficie con un punto triplo (in par- 
ticolare la superficie di Steiner), e quella di cui il Cremona si 
occupò nella nota Sopra una certa superficie di quarf ordine (Coli, 
math., 1881). Ma la determinazione completa di tali superficie 
venne fatta dal NSther nell'importante memoria Ueber die ra- 
tionalen Fldchen vierter Ordnung (Math. Ann., 33, 1889), ove 
sono metodicamente trattate, non solo l'or citata superficie che 
il Cremona studiò, ma ancora due altre, dianzi ignote e non 
meno notevoli. 
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18. Intorno a superficie di ordine superiore al 4^ esistono poche 
ricerche e fra loro non collegate. Fra quelle di 5^ ordine finora 
studiate spicca una che diede materia alla memoria di Capo- 
rali SuUa superficie del &* ordine dotata di una curva doppia 
del 5* ordine (Ann. di Mat., Il, 7, 1875) e di cui il del Re trovò 
una generazione col mezzo di forme fondamentali projettive 
{Nuova costruzione della superficie del quinf ordine, dotata di curva 
doppia del qiiint' ordine, Napoli Rend., 25, 1886; Sulla superficie 
del 5* ordine, dotata di curva doppia del 5® ordine, Lincei Rend., 
IV, 6, 1890j); quest'ultimo geometra studiò poi altre particolari 
superficie di 5^ ordine (1), mentre E. Pascal scrisse Su di un'e- 
stensione della configurazione delle dieci rette della superficie di 
5* ordine a quintica doppia (Id., 2, 1893i), S. Eantor Ueber zwei 
besondere Fldchen sechster Klasse (Wiener Ber., 1879), Em. Weyr 
Ueber die Flàchen sechsten Grades mit einer dreifacìien cubischen 
Curve (Id., 85, 1882), il Pieri Sulle tangenti triple di alcune su- 
perfide del sesto ordine (Torino Atti, 24, 1889), G. Humbert 
Sur une surface du sixième ordre, liée aux fonctions abéliennes de 
genre trois (C. R./120, 1895) e Sur une surface du sixième ordre 
qui se rattacJie à la surface de Kummer (Ivi), il Cayley On a Sur- 
face of Eight Order (Math. Ann., 4, 1871) (2) ed il Battaglini 
Intorno ad una superficie di 8* ordine (Giorn. di Mat., 13, 1875). 

Altre indagini analoghe passiamo sotto silenzio per la loro 
indole troppo speciale. E preferiamo volgerci a certe notevoli 
categorie di superficie di ordine quale si voglia. Meritereb- 
bero fra esse il primo posto le sviluppabili, il cui studio fu 
iniziato da Eulero (De solidis, quorum superficiem in planum 
explicare licet, Nov. Comm. Petrop., 16, 1872). Ma ci conside- 
riamo esonerati dall'estenderci su di esse perchè, in forza della 



(1) Di cingile superficie del 5* ordine con rette semplici e doppie ed una 
retta tripla (Lincei Rend., IV, 7, 1891»), Su Una superficie del 5" ordine do- 
tetta di una retta tripla^ di rette doppie e di rette semplici (Ivi), SuUa su- 
perficie del 5** ordine dotata di cubica doppia e punto triplq (Id., V, 1, 18922); 
Altre proprietà relative alle superficie del 5° ordine con cubica doppia e 
punto triplo (Ivi), Sopra alcune varietà delle superficie del 5° ordine con cu- 
bica doppia e punto triplo (Ivi), Sopra cinque modi diversi di produrre per 
forme projettive la superficie del 5" ordine a quintica doppia (Torino Atti, 28, 
1892-93), Sulle superficie del 5* of-dine con cinque punti tripli ed una cubica 
doppia (Lincei Reni., Y, 2, 1893a e 8, 18942). 

(2) Questa superficie è il luogo dei vertici dei coni quadrici tangenti a 
sei rette date. 
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legge di dualità nello spazio, le loro proprietà scaturiscono da 
quelle delle curve a doppia curvatura di cui ci occuperemo nel 
prossimo Gap. ; basti far qui cenno della memoria di V. Petersson, 
Om Developpablers Medélpunktsytor (Lund Akadem. Afhandling, 
1886), ove sono determinate le caratteristiche del luogo dei 
centri di curvatura di una sviluppabile algebrica, e dei più co- 
spicui scritti concernenti certe sviluppabili particolari; sono 
i seguenti : Cremona, Intorno alle coniche inscritte in una stessa 
superficie sviluppabile del quarto ordine (e terza classe) (Ann. di 
Mat., 2, 1859), Sur les surfaces développables du cinquième ordre 
(C. R., 54, 1862. Cfr.: d'Ovidio, Dimostrazione di alcuni teo- 
remi sulle superficie sviluppabili di 5* ordine^ Giorn. di Mat., 3, 
1865; N. Salvatore-Dino, Sulla sviluppabile di 5" ordine j Ivi); 
Cayley, On the Developable derived from an Equation of the Fifth 
Order (Cambridge 'Joum., 5, 1860), On certain Developable Sur- 
faces (Quart. Joum., 6, 1864), On a special Sextic Developable (Id., 
7, 1866), On a certain Sextic Developable, and Sextic Surface con- 
nected therewith (Id., 9, 1868), Note sur quelques torses sextiques 
(Ann. di Mat., II, 2, 1868), Addition à la Note etc. (Ivi), e On 
a Certain Sextic Torse (Cambridge Trans., 11, P. 3% 1871); 
Schwarz, De superficiebus in planum explicabilibus primorum septem 
ordinum (Joum. f. Math., 64, 1865). 

Dopo aver date queste poche indicazioni, lasciamo in disparte 
tali particolari superficie con infinite rette e passiamo a dire 
qualche cosa delle rigate in generale (1). Di esse si occuparono 
già Monge nelle Additions alla sua Geometrie descriptive (Paris, 
an Vn = 1798) e il suo discepolo Haehette {Note sur les sur- 
faces réglées, Joum. f. Math., 8, 1832; cfr. anche Corr. Ec. poi., 
2, 1809-1813); ma si può dire che la teoria geometrica di esse 
sia stata inaugurata da Chasles con due lavori {Sur quelques prò- 
priétés générales des surfaces gauches, Joum. de Math., 2, 1837; 
Mémoire sur les surfaces engendrées par une ligne droite, Corr. 
math., 11, 1839) dai quali si apprende la projettività fra il fascio 
dei piani tangenti a una rigata nei punti di una generatrice e 
la punteggiata dei punti di contatto, nonché l'esistenza del punto 



(1) Di esse trattano diifasamente tutte le opere di geometria descrittiva, 
fra cui basti qui ricordare, oltre quella del Fiedier, il Tratte de geometrie 
descriptive del de la Goumerie (Paris, 1860, 1862 e 1864). 
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centrale su ogni generatrice e della linea di stringimento in 
ogni rigata; l'essere per una rigata l'ordine eguale alla classe 
e Tordine della linea doppia eguale alla classe della sviluppa- 
bile bitangente venne osservato non molto più tardi dal Gayley 
{On the Theory of Skew Surfaces, Cambridge Joum., 7, 1852), 
il quale poi, coU'aiuto del Salmon (cfr. On a Classe of Rulsd Sur- 
faces, Cambridge Joum., 8, 1853), determinò le proprietà carat- 
teristiche delle rigate ciascuna delle quali è il luogo delle rette 
secanti quattro curve date, oppure bisecanti una e secanti altre 
due, o bisecanti di due, o trisecanti di una e secanti una seconda 
quadrisecanti di una curva {On Skew Surfaces, otJierwise Scrolls, 
Phil. Trans., 153, 1863; cfr. Rupp, Ueber die Abhdngigkeit der 
Charaktere einer durch Leitcurven bestimmten Begelflàche von den 
ChaYakteren dieser Leitcurven, Math. Ann., 18, 1881). 

Altre questioni particolari, più o menò importanti, relative 
alle medesime superficie si trovano risolte nelle memorie se- 
guenti: Plticker, Théorie generale des surfaces réglées, leur das- 
sification et ìeur construction [kxm, di Mat., Il, 1, 1867); Lu- 
roth, Zur Theorie der windschiefen FUichm (Journ. f. Math., 67, 
1867); Clebsch, Ueber die Curven der Haupttangenten bei wind- 
schiefen Fldchen (Id., 68, 1868) ; Voss, Zur Theorie der windschiefen 
Flfichen (Math. Ann., 8, 1875) e Ueber die HaupUangentourven 
der windschiefen Fldchen (Id., 12, 1877); H. Schubert, Bemerkung 
zu der Bestimmung der Anzahl der Torsallinien einer Begelflàche 
(Id., 17, 1880); Pittarelli, Le assintotiche delle rigate algebriche 
di genere qualunque che fanno parte di una congruenza lineare 
(Lincei Rend., V, 3, 1894^); Bj5rling, Singuldre Generatricen in 
algebraischen Begelfldchen (Stockh. OfV., 1888) e Die singulàren 
Generatricen der Binormalen^ und Hauptnormalen- Fldchen (Stockh. 
Vetensk. Bihang., 15, 1889); Wiman, Ueber die Doppelcurve auf 
den geradlinigen Fldchen (Acta, 19, 1895). Scendendo alle rigate 
di ordini particolari ricorderemo quanto già dicemmo (nn. 7 e 8) 
intomo a quelle degli ordini 3^ e 4^ ; a quelle del 5^ ordine è 
consacrata la memoria dello Schwarz, Ueber die geradlinigen 
Fldchen filnften Grades (Journ. f. Math., 67, 1867), ed a quelle 
del 6^ il lavoro del Bergatedt Om Begelytor of sjette Graden, . 
I. Unikursala Ytor (Lund Akad. Afh,, 1886) e la Klassiflcqiion af 
regelytorna af 6*. graden del Wiman (Lund, 1892); di altre spe- 
ciali, benché di ordine qualunque, si occuparono il Catalan nel 
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Mémoire sur les surfaces gauches à pian directeur (Journ. Ec. 
poi., 19® cab., 1843) ed il de la Gournerie nell'opera Recherches 
sur les surfaces réglées tétraédrales symétriques avec des notes par 
M. Arthur Cayley (Paris, 1867). Da questa il Cayley ebbe lo 
stimolo a studiare le rigate generate dalle congiungenti i 
punti omologhi di due curve algebriche in corrispondenza alge- 
brica (On certain Sketo Surfaces, otherwise Scrolls, Cambridge 
Trans., 11, P. 2^, 1869), le quali sono più generali di quelle 
di cui tratta la memoria di Em. Weyr intitolata Erzeugniss 
mehrdeutiger Elementargebilde im Raume (Prager Abh., VI, 5, 1872), 
essendo qui le linee direttrici rette, ed anche di quelle a cui è 
consacrata quella del Ghizzoni Sulle superficie e sìdle linee che 
si ottengono come inviluppo ddle rette congiungenti i punti corri- 
spondenti di due curve omografiche (Lincei Mem., Ili, 3, 1878-79); 
allo stesso Wejrr poi devesi una Notiz uber Regelfi^dchen mit ra- 
tioìialen Doppelcurven (Wiener Ber., 84, 1881). Va da ultimo no- 
tato che le rigate razionali vennero studiate, non senza ottimi 
risultati, da A. Armenante (Intorno alia rappresentazione delle 
superficie gobbe di genere y=0 sopra un piano, Ann. di Mat., 
Il, 4, 1870-71), dal Clebsch (Ueber die geradlinigen Fldchen vom 
Geschlechte p = 0, Math. Ann., 5, 1872), e dal Brill {Ueber ra- 
tionaU Curven und Regelfiàchen, Id., 36, 1890). 

14. Alle superficie rigate si possono far seguire, da un eerto 
punto di vista, le superficie contenenti un numero finito di rette, 
da un altro le superficie contenenti infinite coniche. Quelle fu- 
rono studiate dallo Sturm {Ueber die Flàchen mit einer endlichen 
Zahl von (einfachen) Oeraden, vorzugweise der vierten und funften 
Ordnung, Math. Ann., 4, 1871) e dall' AflPolter {Ueber Gruppen 
gerader Linien auf Fldchen hòheren Ordnung, Id., 27, 1886 e 
29, 1887), queste da Ed. Weyr {Sur l'arrangement des piane 
tangente de certaines surfaces, Bordeaux Mém., II, 3, 1879, e 
Zur Theorie der Fldchen, welche cine Schar von KegelscknUte 
enthaUen, Monatshefte, 2, 1891); da A. Weìler {Ueber einige Fld- 
chen toelche Schaaren von Kegelschnitten enthalten, Zeitschr. f. 
Math., 30, 1885), da G. Koenigs {Recherches sxir les surfaces par 
cJiaque point desquelles passent deux ou plusieurs coniques tracées 
sur la surface, C. R., 105, 1887, e Détermination de toutes les 
surfaces plusieurs fois engendrées par des coniques, Ann. Ec. norm., 
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in, 5, 1888) e dal Blutel, Becker ches sur les surfaces qui soni 
en méme temps lieux de coniques et enveloppes de cónes (Ann. Ec. 
norm., m, 7, 1890). . 

Di np^tura differente sono le superficie che ammettono infinite 
trasformazioni infinitesime in sé stesse di cui si occuparono nel 
1870 Klein e Lie {Sur une certame famille de courbes et de sur- 
faces, G. B., 70) e recentemente il Lie stesso {Bestimmung aller 
Fldchen, die eine Schaar von prqjectiven Transformationen gè- 
statten, Leipziger Ber., 47, 1895), nonché F. Enriques [Le su- 
perficie con infinite trasformazioni infinitesime in sé stesse, Atti 
Ist. Ven., VII, 4, 1893) e G. Farro {Sulle superficie algebriche con 
infinite trasformazioni projettive in sé stesse, Lincei Bend., V, 
4, 1895i, e Sulle superficie algebriche con un gruppo continuo tran- 
sitivo di trasformazioni projettive in sé, Palermo Bend., 10, 1896). 

Alla geometria metrica appartiene il Beitrag zur Kenntniss 
der algebraischen Fldchen mit Mittelpunkt di K. Stoltz (Zeitschr. 
f. Math., 36, 1891) e il Mémoire sur les surfaces enveloppes de 
sphères (Journ. Ec. poi., 53 cah.^ 1883) del Lecornu; altrettanto 
dicasi delle indagini intorno a superficie che ^1 pari della su- 
perficie delle onde) sono deducibili da una quàdrica e che ven- 
nero studiate dal Cayley nei lavori seguenti: Sur la surface qui 
est Venveloppe des ^lans conduits par les points d'un ellipsoide 
perpendiculièrement aux rayons menés par le centre (Ann. di Mat., 
1, 1859), Sur la surface parallèle à V ellipsoide (Id., 2, 1860), 
On the Centro-surface of an ellipsoid (Proc. L. M. S., 3, 1869- 
71 e Cambridge Trans., 12, P. 1, 1873), e Note on the Theory of 
Apsidal Surfaces (Quart. Journ., 16, 1879) ; argomento simile 
hanno le due note di T. Craig, The Counter-pedal Surface of 
the Ellipsoid (Am. Journ., 4 e 5, 1882). 

Della stessa indole sono gli scritti intesi a rispondere alla 
questione proposta nel 1886 dall' Accademia delle Scienze di 
Parigi come tema pel concorso al gran premio delle scienze 
matematiche: " Studiare le superficie che ammettono tutti i 
piani di simmetrìa di uno dei poliedri regolari „. Il premio fu 
conferito al lavoro del Lecornu Sur les surfaces possédant les 
mémes plans de symétrie de Vun des polyédres réguliers (Acta, 
10, 1887), ma va anche ricordato con onore VÉtude des surfaces 
qui admettent tous les plans de symétrie d'un pólyèdre régulier 
(Ann. Éc. norm,^ HI, 4, 1887) del Goursat; sono legate a queste 
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memorie le note di E. Lebon^ Sur les surfaces admettant les plans 
de symétrie du tétraèdre régulier et du cube (Journ. de math. spéc., 
1889) e Sulla determinazione degli ombelichi delle superficie tetrae- 
driche (Palermo Rend., 4, 1890) e di E. Ciani, Sulle superficie 
algebriche simmetriche (Lincei Rend., IV, 6, 1890i), 

Di indole projettiva sono invece gli studi intomo alle super- 
ficie geperabili con forme fondamentali in corrispondenza alge- 
brica e che si trovano consegnati nei lavori seguenti: Jung, 
Sulle superficie generate da due sistemi Cremoniani reciproci di 
grado m (Lincei Rend., IV, 1, 1885), Sui sistemi cremoniani reci- 
proci di grado m (Ivi), Sulle superficie generate da tre s^istemi de- 
*ducibili l'uno dall' altro mediante trasformazioni birazionali (Id., 
IV, 2, I8861); Visalli, Sopra una serie di superficie rappresen- 
tabili punto per punto sopra un piano (Ivi); G. Loria, Sugli enti 
geometrici generati da forme fondamentali in corrispondenza aU 
gebrica (Giorn. della Soc. di Lett. e Conv. scientifiche, Genova, 
1887; oppure Giorn. di Mat., 34, 1896); Doehlemann, Untersu- 
chung der Fldchen welche sich durch dndeutig aufeinander bezo- 
genes Strahlenbumdel erzeugen lassen (Diss. Miinchen 1889). 

Importanza incomparabilmente maggiore hanno le indagini 
intorno alle superficie algebriche che sono di dato genere op- 
pure le cui sezioni piane sono di genere assegnato ; fra le prime 
vanno ricordate quelle deirHumbert Sur la théorie generale des 
surfaces unicursales (Math. Ann., 45, 1894) (1) e quelle del Ca- 
stelnuovo Sulle superfìcie di genere zero (Mem. Soc. XL, IH, 
1896), fra le seconde — che hanno per loro punto di partenza un 
teorema di Picard che citammo occupandoci della superficie di 
Steiner (v. n. 8) — quelle che si trovano esposte nei seguenti 
scritti : Castelnuovo, Sulle superficie algebriche le cui sezioni piane 
sono curve iperellittiche (Palermo R^nd., 4, 1890), Sulle superficie 
algebriche le cui sezioni sono curve di genere 3 (Torino Atti, 25, 
1890), Sulle sup^cie algebriche le cui sezioni piane sono curve 
ellittiche (Lincei Rend., V, 3, 1894i) e Sulle superficie algebriche 
che ammettono un sistema doppiamente infinito di sezioni piane ri- 
duttibUi (Ivi; è qui dimostrata una proposizione che il Krone- 
cker comunicò senza dimostrazione il 2 maggio 1886 all'Acca- 



(1) Cfr. la memoria dello stesso autore Sur quelqties points de la théorie 
des courbes et des surfaces algéhHques (Journ. de Mat^., IV, 10, 1894). 
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demia dei Lincei; v. Rend., IV, 2) (1); Humbert: Sur une classe de 
surfaces à génératrices rationneUes (C. R., 116, 1893) e Sur une 
propriété d'une classe de surfaces algébriques (Ivi) ; Enriques, Bi- 
cerche di geometria sulle superficie algebriche (Torino Mem., Il, 44, 
1894). A tali investigazioni si collegano quelle del Castelnuovo 
SuUe superficie algebriche che contengono una rete di curve iperellit" 
tiche (Lincei Rend., V, 3, 1894^) nonché le altre compiute in 
comune dal Gaatelnuovo e dall'Enriques Sur les surfaces algér 
briques admettant un groupe continu de transfonnations biration- 
nelles en elles-mémes (C. R., 121, 1895), nota a cui seguì 1' altra ' 
del Painlevé Sur les surfaces algébriques qui admettent un groupe 
continu de transformations birationnelles (Ivi). 

Molte altre classi di superficie furono considerate dai geometri ; 
nell'impossibilità ^ì menzionarle tutte, ci limitiamo a ricordare 
quelle di cui occupossi il Fouret (cfr. il n. 15 del Gap. prec), quelle 
algebriche di area minima di cpi parleremo più innanzi (Gap. V, 
n. 9), e quelle esaminate dall'Eckardt nelle note Ueber die Fld- 
cheny deren Gleichungen aus denen ebener Curven durch cine be- 
stimmte Substitution hervorgehen (Math. Ann., 7, 1874) e Ueber 
eine aUgemeine Classe von Fldchen und die Flàcìie dritter Ordnung 
(Zeitschr. f. Math., 20, 1875). 

E qui ci arrestiamo, non per la illusione di avere percorso 
tutto il campo d'indagine a cui è consacrato il presente capi-^ 
telo, ma per la persuasione di non poterne mai raggiungere i 
confini (2). 



(1) Cfr. anche le Ossertnizioni del Castelnuovo intorno alla geometria sopra 
una superficie algèbrica (Rend. Ist. Lcgnb., II, 24, 1891) e la recentissima 
memoria dello stesso geometra intitolata Alcuni risultiUi sui sistemi lineari 
di curve appartenenti ad una superficie algebrica (Mem. Soc. XL, III; 10, 1896). 

(2) Ad es. non potemmo far cenno dell'applicazione dei sistemi articolati, 
alla quale ò dovuto un metodo di costruzione estremamente notevole di 
qualsivoglia superficie algebrica, che il Sylvestrer ha immaginato e G. Eoe- 
nigs ha di recente dimostrato nella nota dal titolo Tonte surface algébrique 
peut ètre décrite par le moyen d'un sy stèrne articulé (C. R., 120, 1895). 
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CAPITOLO IV. 
Teoria delle curve algebriohe a doppia curvatura. 

1. La teoria delle curve piane è suscettibile di venire gene- 
ralizzata in due direzioni differenti ; se si bada all'essere una 
di tali curve rappresentabile analiticamente col mezzo di una 
equazione unica fra le coordinate di un punto del piano, come 
analoga di essa si presenta la teoria delle figure rappresentar 
bili con una equazione unica f];a le coordinate di un punto 
nello spazio, cioè la teoria delle superficie della quale, almeno 
in parte, ci occupammo nel Capitolo precedente ; se invece si 
osserva essere una curva piana una serie semplicemente infinita 
di punti, è naturale togliere la condizione che questi apparten- 
gano ad un piano, e si può o surrogarla con quella che essi 
appartengano ad una superficie determinata, oppure più gene- 
ralmente sopprimerla completamente: nasce allora la teoria 
delle *^ curve a doppia curvatura „ (1). 

Che tali notevoli enti geometrici non siano rimasti scono- 
sciuti agli antichi è dimostrato da una soluzione (che già men- 
zionammo) del problema di Delo, suggerita da Archita di Taranto, 
fondata sull'uso della curva sezione di un toro con un cilindro (2) 
ed è confermato da alcune pagine di Pappo ove sono dimostrate 
delle notevoli proprietà della curva che è l'analoga sulla sfera 
della spirale d'Archimede nel piano (3). Che anche i moderni ab- 
biano rivolta ad essi la propria attenzione è provato ad esempio 
dal trattato De sectione superficiei sphaericae per supérficiem sphae" 



(1) Questo nome s'incontra per la prima volta nella memoria del Pitot 
(1695-1771) Sur la quadrature de la moitié dee arca d'une courbe appelée le 
compagne de la cicloide (Mém. de Paris, 1724). 

(2) V. Archimedis Opera omniay ed. Heiberg, 3 (Lipsiae, 1881), p. 98 e segg. 

(3) Pappi Alexandrini' Collectionis quae supersunt^ ed. Hnltsch (Berolini, 
1876), p. 264 e segg. 
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ricam, cylindricae per cylindricam et conicae per conicam (Divionae, 
1662) di R Courcier (1604-1693). 

Ma lo studio metodico delle curve gobbe venne inaugurato 
soltanto nel 1731 da Glairaut; esso fu validamente continuato 
da molti geometri di cui ci occuperemo nel Gap. seg., nel quale 
tratteremo delle proprietà infinitesimali dello spazio; nell'at- 
tuale invece esamineremo le principali ricerche istituite (salvo 
poche eccezioni) in base all' ipotesi che le curve considerate 
siano algebriche, campo questo che solo in quest'ultimo mezzo 
secolo venne coltivato con risultati degni di prendere posto nei 
fasti della storia della matematica. 

2. La teoria che imprendiamo a trattare non presenta nel 
proprio andamento molte analogie sostanziali con alcuna delle 
discipline anteriormente studiate: donde la ragione per cui le 
difficoltà che essa offre non furono affrontate e vinte che ai 
tempi nostri. Si opinò per lungo volger d'anni (1) che ogni 
curva dello spazio si potesse considerare per intersezione di due 
superficie e quindi rappresentare analiticamente mediante due 
equazioni; ma non si tardò a riconoscere (coU'esempio delle 
cubiche gobbe alla mano) l'esistenza di curve intersezioni in- 
complete di due superficie, opperò la mancanza di generalità di 
coi era affetta quella rappresentazione analitica (2). A surrogarla 
provvide il Gayley in due modi: uno consiste nel considerare 
una curva come complesso (cfr. Gap. VII) delle rette che la incon- 
trano {On a New Analytical Bepresentation of Curves in Space, 
Quart. Journ., 3, 1860, e 5, 1862) e venne sfruttato dal Voss nella 
memoria Ueber Raumcurven und Devdoppahele (Math. Ann., 13, 
1878); l'altro si apprende dalle importantissime Considérations 
générales sur les courbes en espace (G. R. , 54 , 1862 e 58 , 
1864) e si riduce a considerare ogni curva gobba come l'in- 
tersezione di un cono con una ' silperficie monoide „ (cioS del- 



(1) Cfr.: Euler, Introduetio in analysin infinitorun (Losanna, 1748), 2, p, 390; 
Magnns, Aufgaben und Lehrsàtze aus der analytischen Geometrie des Raumea 
(Berlin, 1837), p. 160; ecc. 

(2) U primo, per quanto ci consta, a segnaJare la questione " come si può 
rappresentare analiticamente una curva che non sia completa intersezione 
di due superficie? , fu il Cayley (v. la fine della Note sur les hyperdétermi- 
nantSt Journ. f. Math., 24, 1847). 



• 
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l'ordine \x con un punto \x — 1-plo) segante ancora il cono in 
un certo numero di rette (1) e venne forse, per la prima volta, 
applicato da Ed. Weyr nella memoria Ueber algebraische Raum- 
curven (Prager Abh., 6, 1874). Prescindendo da questi artifici, 
si credette che col mezzo delle equazioni di tre superficie pas- 
santi per una curva questa potesse venire completamente rap- 
presentata; ma la teoria delle funzioni algebriche, insegnando 
che una varietà a v < n dimensioni di uno spazio a n dimen- 
sioni, è in generale rappresentabile completamente soltanto me- 
diante n -i- 1 equazioni (2), fece nascere dei dubbi sulla giustezza 
di tale opinione : ed infatti venne addotto un esempio (3) di una 
curva per rappresentar la quale sono indispensabili quattro 
equazioni. 

A questa complicazione della rappresentazione analitica com- 
pleta di una curva gobba algebrica corrisponde la difficoltà che 
presenta il caratterizzare pienamente una tale curva. Infatti 
si suppose un tempo che la nozione di ordine fosse sufficiente 
per classificare le curve gobbe; ma, dopo che Salmon {On the 
Classification of Curves of Doublé Curvature, Cambridge Joum., 
5, 1850), e Steiner (nella memoria Ueber die Fldchen dritten 
OradeSy Joum. f. Math., 53, 1856) avvertirono l'esistenza di due 
quartiche gobbe completamente differenti, si riconobbe che quel 
concetto non basta. Si credette che l'ordine assieme al numero 
dei punti doppi apparenti fosse sufficiente a caratterizzare una 
curva gobba ; ma giunti al nono ordine si vide di avere errato. 
E un terzo numero — che Halphen indicò con la lettera n e 
che rappresenta l'ordine minimo dei coni passanti per le corde 
della curva che escono da un punto arbitrario dello spazio 
— potè servire allo scopo soltanto per le curve di ordine infe- 
riore al quindicesimo. Allora si venne alla sconfortante conclu- 
sione di essere impossibile caratterizzare una curva gobba col 
mezzo di un complesso determinato di numeri assegnabili a priori. 

A queste conclusioni, in gran parte negative, fa riscontro uno 



(1) Gfr. a questo proposito L. Autonne, Sur les représentcUions dea courbes 
gauches cUgébriques et sur une formule d' Halphen (C. R., 119, 1894). 

(2) Kronecker, OrundzgUge einer arUhmeiischen Theorie der algébraischen 
GrSsaen, § 10 (Joum. f. Math., 92, 1882). 

(3) E. T. Yahlen, Bemerkung zur voUstàndigen Darstéllung alg^raischen 
Raumcurven (Joum. f. Math., 108, 1891). 
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splendido risultato positivo, che mezzo secolo fa ottenne il Cayley 
coU'estendere alle linee gobbe le relazioni che Pliicker (Gap. II, 
n. 5) scoprì fra le caratteristiche di una curva piana (1). Questa 
memorabile scoperta si può avvicinare alle ricerche sulla 
singolarità delle curve gobbe che si leggono negli scritti se- 
guenti: Spottinswoode, Mémoire sur les points singuliers d'une 
eourbe à doublé courbure (Joum. f. Math., 42, 1851); Zeuthen, 
Sur les singularités ordinaires d'une courbe gauche et d'une sur- 
face développable (Ann. di Mat., Il, 3, 1869-70) ; Halphen, Sur 
les singularités des courbes gauches algébriques (Bull. S. M. F., 
6, 1878); C. F. E. Bj5rling, Om algehraiska rymdkurvors sin- 
gvlaritater och poUxrdeveloppabelns harakterer (Stockh. Oefv., 1881); 
H. B. Fine, On the Singularities of Curves of Doublé Curvature 
(Am. Joum., 8, 1886); Poincarré, Sur les transformations Ura^- 
tionndles des courbes algébriques {C.B^,, 107, 1888) (2);Kluyver, 
Kenmerkende getallen der algebraische ruimie-kromme (Amsterdam 
Versi, en Meded., IQ, 7, 1890); Fr. Meyer, TJeber Discriminanten 
und BesuUanten der Oleichungen fiir Singularitaten von algebrai- 
schen Raumcurven, mit Anwendungen Oleichungen auf Bealitàtsver- 
Munisse (Monatshefte, 4, 1893). In particolare dei punti stazionari 
trattano, oltre la memoria di Hesse citata nel n. 7 del Gap. Il : 
BischoflF, Ueber die Wendungsberiihrebenen der Raumcurven (Journ. 
f. Math., 58, 1861) ; Clebsch, Sur la surface qui coupé la courbe 
d'intersection de deux surfaces algébriques données dans les points 
de contact des plans osculateurs stationnaires (Journ. de Math., II, 



(1) y. il Mémoire sur les courbes à doublé courbure et les surfaces deve- 
loppables (Joum. de Math., 10, 1845; tradotto in inglese e pubblicato col 
titolo On Curves of doublé Curvature and Developahle Surfaces nel t. 5, 1850, 
di Cambridge Joum.), ed inoltre la nota: On the Theory of the Curves and 
Torses (Qu^. Joum., 11, 1871). Dalle formole di Cayley emerge che la figura 
polare -reciproca della sviluppabile osculatrice alla curva d^intersezione di 
due superficie algebriche non é la completa intersezione di due superficie 
algebriche (Hossfóld, Zur Theorie der Raumcurven, Zeitschr. f. Math., 29, 
1884) e che se di una curva gobba sono fra loro eguali una coppia di ca- 
ratteristiche fra loro correlative, altrettanto accadrà per le altre coppie 
(G. Loria, Sur les courbes gauches algébriques auto-corrélatives, Bull. S. M. F. 
22, 1895). 

(2) È ivi provata la trasformabilità di ogni curva piana in altra sghemba 
senza alctina singolarità, il che trovasi anche dimostrato in due note del 
Bertini e del Pieri che citammo nel n. 6 del Cap. U, e nella più recente 
del Pannelli SuUa riduzione delle singolarità di una curva gobba, Rend. Ist. 
Lomb., II, 26, 1898. 

LoBXA, Il pastaio td il prtitnU d§lU principali teorie geometriche. 9 
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8, 1863), e Ueber die Wendungsberuhrébenen der Baumcurven 
(Joum. f. Math., 63, 1864). 

Delle rette secanti più volte una curva gobba parlò inciden- 
talmente il Gayley neUa • prima delle memorie On Skew Sur- 
faces othenvise Scrolls (cfr. Gap. DI, n. 9) ; di esse è trattato 
ex-professo nelle due memorie del Picquet {Sur les courbes gau- 
ches algébriques C. K, 77, 1873, e Bull. S. M. F., 1, 1875), e 
del Geiser {Ueber die dreifachen Secanten einer algebraiscken 
Raumcurve, GoU. math., 1881 ; cfr. Berzolan, SuUe secanti muir 
tiple di una curva algebrica dello spazio a tre od a quattro di- 
mensioni, Palermo Rend., 9, 1895) ; ad esse uniamo, benché 
tratti una questione metrica, la nota del Pieri SuUe normali 
doppie di una curva gobba algebrica (Lincei Rend., IV, 2, 1886i). 

8. A curve gobbe in generale si riferiscono anche le Études 
sur les courbes à doublé courbure tracées sur une surface ùlgébrìque 
d'ordre quelconque (Ann. di Mat., 5, 1863) del do Jonquières, 
nonché certe osservazioni intomo alla determinazione del genere 
delle curve fatte dal Gremona (v. N. Salvatore-Dino, Sul genere 
delle curve gobbe, Napoli Rend., 18, 1879) e da R. Sturm {Ueber 
das Geschlecht von Gurven auf Kegdn, Math. Ann., 19, 1882), 
ed ancora l'interessante lavoro delI'Hurwitz intitolato : Einige 
aUgemeine Sdtze iiber Saumcurven (Math. Ann., 25, 1885; cfr. anche 
27, 1886 , ove sono citati dei lavori anteriori contenenti le 
medesime proposizioni), il Teorema sulle curve gobbe {Gtìom. di 
Mat., 25, 1887) di A. Gantone, la memoria di F. Caspary, 
Ueber die Erzeugung algebraischer Baumcurven durch verànder- 
liche Figuren (Joum. f. Math., 100, 1887) e quella di J. Sobotka 
intitolata Beitrag zur Construction von KrUmmungskugeln an 
Baumcurven (Wiener Ber., 104, 1895). 

Ma questi scritti, per quanto degni di onorevole menzione, 
non produssero un decisivo progresso nella teoria che»ci occupa; 
potere che ebbero invece due memorie che furono ricompen- 
sate nel 1882 col premio Steiner dall'Accademia di Berlino; 
e ben la meritarono, che trattando essi i problemi di deter- 
minare tutte le curve di dato ordine fra loro distinte, di 
assegnare quali curve algebriche si trovino su una data super- 
ficie algebrica, ed altri ancora di importanza non molto minore, 
devono considerarsi come i fondamenti di una teoria generale 
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delle curve non trascendenti dello spazio. Sono il Mémoire sur 
la class^ation des courbes gauches algébriqmB dell'Halphen ( Joum. 
Ec. poi., 52^ cah., 1882), e il lavoro Zur Orundlegung der Theorie 
der algebrc^schen Baumkurven del Nòther (Berliner Abh., 1883; un 
lungo sunto se ne trova nel t. 93, 1882, del Joum. f. Math.). 

Questi due lavori si intrecciano fra loro così strettamente, 
si compenetrano così intimamente, 'da rendere assai malagevole 
il discemere la parte che spetta ad ognuno dei citati geometri 
nella produzione dei risultati a cui entrambi pervennero ; in- 
fatti se da un lato il NOther potè far tesoro dei teoremi che 
negli anni 1870-73 l'Halphen fece conoscere in parecchie occa- 
sioni {Mémoire sur les courbes gauches algébriques, ExtraU^ C. E., 
70, 1870; Sur les courbes iracées sur les surfaees du second 
ordre, Bull. S. M. F., 1, 1872 ; Becherches de geometrie à n di- 
mensions, Id., 2, 1873 ; Sur qudques prqpriétés des courbes gauches 
algébriques, Ivi) ; dall' altro all' Halphen fu dato di usufruire 
della teoria delle funzioni algebriche di cui il NOther fu uno 
dei fondatori e dei più fortunati cultori (cfr. Gap. II, n. 6). Né 
sì creda che le vie percorse dai due chiarì geometri siano molto 
differenti, giacché entrambi imitarono il Cayley nel rappresen- 
tare analiticamente le curve mediante superficie monoidi e se 
uno di essi adoperò di preferenza formolo e proposizioni della 
dottrina delle funzioni abeliane, l'altro applicò quei teoremi 
delle funzioni algebriche che esprimono in sostanza le me-» 
desime, proprietà (1). Oli scritti che seguirono le memorie 
coronate dall'Accademia di Berlino non sono molto numerosi ; 
i pili importanti sono forse quelli del Nother Ueber die redu- 
cibdn algebraischen Curven (Acta, 8, 1886), del Bobek, Ueber 
das Maitimalgeschlecht f>on algebraischen Raumcurven gegébener 
Ordnung (Wiener Ber., 93, 1886), e del Cayley, On Halphen' s 
Chfjkracieristic n in the Theory of^Curves in Space (Joum. f. Math., 
Ili, 1893). 

Giustizia vuole che venga qui fatto cenno delle ricerche di 
H. Yalentiner che hanno colle precedenti molteplici punti di 



(1) Però le superficie monoidi rappresentano nel metodo di Halphen una 
parte più importante clie in quello di NOther; in particolare gli è la consi- 
derazione di esse che guidò TUlustre geometra francese alla scoperta di un 
procedimento ingegnoso quanto originale per determinare Tordine minimo 
delle superficie passanti per una data curva algebrica. 



— 132 — 

contatto, ma ne sono completamente indipendenti ; esse vennero 
esposte nella dissertazione intitolata: Bidrag HI Bunìcurvemes 
Theori (KjObenhavn, 1881), e poi nella memoria Zur Theorie 
der Baumcurven (Acta, 2, 1883). 

Né va dimenticata una nota Intorno alla geometria su una 
rigata algebrica (Lincei Rend., IV, 3, 18872) del Segré destinata, 
fra l'altro, a dimostrare una formola da cui ricevono una note- 
vole ed assai ampia generalizzazione i risultati ottenuti dallo 
Sturm in un articolo menzionato poco fa e dallo Story nella nota: 
On the Number of Intersections of Curves Traced on a Scroti of 
any Orcier (Hopkins Gire, 2, 1883); da ultimo vanno citate due 
note, una del Guccia, Sur une question concernant les points 
singuliers des courbes gauches algébriques (C. R., 120, 1895), ove 
è determinata la diminuzione che produce nel rango dell'interse- 
zione di due superficie la presenza di un punto singolare per 
entrambe, l'altra del Kiipper avente per iscopo la Bestimmung 
de9 Maximalbasia B fiir cine irreducible \i'fache MannigfaUigheit 
von Gurven n^ Ordnung C* (Monatshefle, 6, 1895). 

4. Da quanto precede risulta ad evidenza come la teoria ge- 
nerale delle curve sghembe sia un campo non ancora sufficien- 
temente coltivato, opperò ben lungi dall'essere esaurito. Non 
esauriti ma assai più coltivati furono i campi di più modeste 
proporzioni rappresentati dalle indagini intomo a curve spe- 
ciali; noi ora li percorreremo regolandoci nel nostro viaggio 
su criteri analoghi a quelli che abbiamo scelti occupandoci delle 
curve piane (v. Gap. Il, n. 11). laonde comincieremo parlando 
delle cubiche gobbe, cioè di quelle notevoli curve che rappre- 
sentano nella geometria dello spazio una parte analoga a quella 
delle coniche nella geometria del piano. 

La teoria di queste curve raggiunse ai di nostri un'invidiabile 
perfezione, frutto dei perseveranti sforzi dei più chiari geometri 
del nostro secolo. Primo fra questi M5bius che, nella grande 
sua opera Der barycentrische Càkul (Leipzig, 1827), applicando 
il metodo di geometria analitica che gli è proprio, riconobbe es- 
sere una conica il luogo delle traccio delle tangenti alla curva 
sopra un piano osculatore qualunque. A lui segue Ghasles che 
alle curve di cui trattiamo dedicò la Nota 33* àeVL'Aper^ hi- 
storique e vent'anni dopo lo scritto: Propriétés des courbes à doublé 



— 133 — 

courhure du troisième ordre (C. R., 45, 1857; Joum de Math., 
n, 2); viene poi il Seydewitz, il quale colla memoria Linear 
C&nstruction einer Curve doppeUer Krummung (Arch. dar Math., 
10, 1847) fece conoscere la generazione delle cubiche gobbe 
mediante stelle proiettive di raggi e propose una classificazione 
di esse che venne tosto accettata ed è tuttora adoperata. In- 
tanto il Gayley aveva dimostrato che per ogni punto dello 
spazio passa una sola corda di una data cubica gobba (v. la nota 
intitolata : Démonstration d'un théorème de Jf. Chasles, Joum. de 
Math. , 10 , 1845). Nel 1859 apparve la memoria di Schr5ter, 
Ueber die Raumcurven driUer Klasse und driUer Ordnung (Joum. 
f. Math., 56) accompagnata da una Bemerkung del Joachimsthal; 
Tanno seguente le cubiche gobbe entrarono a far parte di una 
trattazione metodica della geometria proiettiva venendo stu- 
diate a fondo nel terzo dei Beitràge zur Oeometrie der Lage di 
Staudt. Già prima il Cremona aveva cominciato a pubblicare i 
risultati delle memorabili sue investigazioni sul soggetto che 
ci occupa, come emerge dal seguente elenco di memorie a lui 
dovute : Sulle linee di terzo ordine a doppia curvatura (Ann. di 
Mat., 1, 1858, e 2, 1859), Sulla proiezione iperbohidica di una 
cubica gobba (Id., 5, 1863, e Giorn. di Mat. , 2 , 1864), Sur 
quelques propriétés des lignes gauches de troisième ordre et classe 
(Journ. f. Math., 58, 1861) , Sur les hyperbolotdes de rotation 
qui passent par une cubique gauche donnée (Id., 63, 1864), Pro- 
priétés de la cubique gauche (Nouv. Ann., 19, 1860), Mémoire 
de geometrie pure sur les cubiques gauches (Id., II, 1, 1862), Un 
teorema sulle cubiche gobbe (Giorn. di Mat., 1, 1863), Nuove ri- 
cerche di geometria pura sulle cubiche gobbe ed in ispecie sulla pa- 
rabola gobba (Bologna Mem., 3, 1863 e Giorn. di Mat., 2, 1864), 
Sulle superficie e le curve che passano pei vertici d'infiniti poliedri 
formati da piani osculatori di una cubica gobba (Rend. Ist. 
Lon^b., n, 12, 1879). 

Una esposizione delle principali proprietà delle curve in 
discorso si legge, oltreché in Die Geometrie der Lage del 
Reye (1), neìV Einleitung in die Theorie der kubischen Kegelschnitta 



(1) y. anche Reye, Der gegenwdrtige Stand unserer Kenntnis der kubischen 
Raumcurvenj Ubersichtlich dargestelU (Hamburger Mitth., 2, 1890). 
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(Leipzig, 1871) del Drach (1) ed in un manuale già nominato 
(Gap. m, n. 6) dello Schròter, mentre molti importanti comple- 
menti alla teoria proiettiva delle medesime recarono i seguenti 
scritti: Em. Weyr, .Ueber den perspectivischen Zusammenhang 
der RaUmcurven dritter Ordnung mit den ebenen Curven drUter 
Ordnung vierter Classe, und jener dritter Classe vierter Ordnung 
(Prager Ber., 1869), e Intorno alle cubiche gobbe (Rend. Ist. Lomb., 
n, 4 1871) ; H. Mtiller, Zur Geometrie auf den Fldchen stweiter 
Ordnung (Math. Ann., 1, 1869) ; Sturm, Combien y a-^t-U de sécantes 
communes à deux cubiques gauches? (Ann. di Mat., Il, 3, 1869-70), 
Ergeugnisse, Elementarsysteme und Carackteristiken von cubischen 
Jtaumcurven (Journ. f. Math., 79, 1875), e Weiiere Untersuchun- 
gen uber kubische Baumkurven (Id., 80, 1875); Voss, Ueber vier 
Tangenten einer Raumcurven dritter Ordnung (Math. Ann., 13, 
1878); Hurwìtz, Beweis eines Satzes aus der Theorie der Baum- 
curven drUter Ordnung (Id., 20, 1882) ; Gnichard, Application 
de la théorie des cubiques gauches (Ann. Ec. nerm., ni, 3, 1886); 
Cantone, Teoremi sulla cubica yobba (Palermo Rend., 1, 1,884- 
87), Teoremi sulla cubica gobba, dedotti dallo studio di una tra- 
sformazione invólutoria nello spazio (Napoli Rend., 15, 1886), 
Un teorema sopra la cubica gobba (Giorn. dì Mat., 25, 1887); 
Servaìs, Sur le sgstème focal (Belgique Mém., 52, 1895). 

Di alcune proprietà metriche delle cubiche gobbe è discorso 
in una memoria già citata del Cremona (Journ. f. Math., 63) e 
in un'altra di Ed. Weyr (Rend. Ist. Lomb., 1871) pure dianzi no- 
minata ; altre sono esposte nelle note di L. Geisenheiiiier, Vd>er 
den Mittelpunjct der Raumcurven dritter Ordnung (Zeitschr. f. 
Math., 27, 1882) e in quella posteriore del Valeri, Proprietà me- 
triche delle cubiche gobbe (Mem. dell' Acc. di Modena, II, 8, 1893) ; 
ma le più numerose ed importanti si apprendono dalle due di&v 
sertazioni : H. Kriiger, IHe Focaleigenscbaften der 'cubiechen Rfium-- 
curve (Breslau, 1885), e E. Timerding, Ueber die Kugeln, we^he 
eine cubische Raumcurve mehrfach oder mehrpiinktig beruhren 
(Strassburg, 1894), e dagli articoli seguenti: J. Sobotka Con- 
strUction» der hyperosculierenden Kugeln der cubischen Raum- 
curven (Monatshefte, 5, 1894); R. Mehmke, Metrisch^ Strahlen- 



(1) Cfr. Beltrami, Annotaaioni sulla teoria delle cubiche gobbe (Bend. Ist. 
Lomb., n, 4, 1871). 
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cangruenzen bei einer cubischen Baumcurven (Zeitschr. f. Math., 
40, 1895), e R. Sturm, Metrische Eigenschaften der cidnschen 
Bimmcurvm (Ivi): quelle e questi pfovano essere in Germania 
l'argomento in discorso attualmente di moda. 

La teoria delle cubiche gobbe in due modi si può collegare 
alla teoria delle forme binarie; o coli' esprimere le coordinate 
omogenee de' suoi punti col mezzo di quattro forme binarie cu- 
biche col rappresentare su di esse una forma binaria di ordine 
assegnato ma arbitrario. Gli scritti principali in cui tali con- 
cetti sono esposti e sviluppati sono: Laguerre, Sur la représen- 
tation des formes binaires dans le pian et dana Vespace (Institut, 
40, 1872) ; Appell, Sur les propriétés dea cubiques gauches et le 
mauvement hélicoidal d'un éorps solide (Ann. Ec. norm., Il, 5, 
1876); J. Tannery, Sur le pian osculateur aux cubiques gau- 
ches (Bnìl. Se. math., 11, 1876); d'Ovidio, Studio sulle cubiche 
gobbe mediante la notazione simbolica delle forme binarie (Torino 
Mem., n, 32, 1877; di questo lavoro, che è il più esteso e 
completo sull'argomento, il voi. 17 del Giorn. dì Mat. contiene 
un sunto e la Coli. math. un complemento dal titolo Nota 
sopra alcuni iperboloidi annessi alla cubica gobba) ; PittarelU, La 
cubica gobba e le forme binarie quadratiche e cubiche (Giorn. di 
Mat., 17, 1879); R. Sturm, Darstellung bindrer Formen auf der 
kubischen Baumcurve (Joum. f. Math., 86, 1879); W. R. W. Ro- 
berts, Oeometrical Bepresentation of a System oftwo Binary Cubics 
and their Associated Forms (Proc. L. M. S., 18, 1883); Pr. Meyer, 
Apolaritdt und rationale Curven (Ttìbingen, 1883); Waelsch, Ueber 
Formen 5" Ordnung auf der kubischen Baumcurven (Wiener 
Ber., 100, 1891); e Berzolari, Intorno alla rappresentazione delle 
forme binarie cubiche e biquadratiche sulla cubica gobba (Palermo 
Rtìnd., 5, 1891). 

All'anzidetta memoria del d'Ovidio è strettamente collegata 
quella del Gerbaldi, Sui sistemi di cubiche gobbe o di sviluppabili 
di terza classe stabiliti col mezzo di due cubiche punteggiate prò- 
jettivofnente (Torino Mem., H, 32, 1879) ; al pari di essa trattano 
di sistemi di cubiche le seguenti: Montesano, Su alcuni sistemi 
di cubiche gobbe (Napoli, 1886); .Cardinaal, Ein specieller F^^^- 
Bundd und der dazu gehorige Bundel Baumcurven dritter Ord- 
nimjr (Joum. f. Math., 101, 1887); Heinrichs, Ueber den Biindel 
derjenigen kubischen Baumkurven welche ein gegebenes Tetraeder in 
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derselben Art zum gemeinsamen Schmiegungstetraeder haben (Diss. 
Miinster, 1887); Lelieuvre, Sur certaines familles de cubiques 
gauches{C. R., 117, 1893); K. Dohlemann, Zur Theorie des NuU^ 
Systems (Deutsch.-Math.-Ber., 3, 1892-93). 

Da ultimo rileveremo che a cubiche gobbe metricamente spe- 
cializzate (dal punto di vista projettivo sono tutte identiche 
tranne quelle degeneri (1)) si riferiscono le memorie seguenti: 
Cosentius, Der kubische Kreis (Zeitschr. f. Math., 25, 1880); Fr. 
Meyer, Wann besitzt die kubische Parabel eine Diredrix? (B5klen 
Mitth., 1, 1884); BOkIen, TJeber die kubische Parabel mit Diredrix 
(Zeitschr. f. Math., 29, 1884); Schròter Metrische Eigenschaften 
der cubischen Parabel {Raumcurve dritter Ordnung) (Math. Ann., 
25, 1885 ; cfr. 6. Loria, Su alcune proprietà metriche della cubica 
gobba osculatrice al piano all'infinito, Napoli Rend., 24, 1885); 
Wirtinger, Ueber die Brennpunktscurve der rdumlichen Parabel 
(Wiener Ber., 94, 1886); Hurwitz, Ueber eine besondere Curve 
dritter Ordnung (Math. Ann., 30, 1887) (2); Bieche, Sur les cubiques 
gauches équilatères (Proc. L. M. S., 13, 1884-95) (3). 

5. Passiamo alle quartiche gobbe. Come si è già detto (n. 2) 
sono di due specie; per una curva di prima specie passano in- 
finite superficie di second'ordine che costituiscono un fascio di 
cui la curva è la base, per una di seconda specie passa invece 
un'unica quadrica; quelle di prima specie sono ellittiche, quelle 
di seconda razionali. Il possedere le due specie di quartiche delle 
proprietà completamente diverse esige che le consideriamo a 
parte. 

Delle quartiche di prima specie si può dire che si cominciò 
ad occuparsi sulla fine del secolo scorso quando il Fuss {Pro- 
blemata quorundam sphaericorum soltUio, Nova Acta Petrop., 2, 
1788; De proprietatibus quibusdam ellipseos in superficie sphae- 
rica descriptae, Id., 3, 1788) e F. T. Schubert (1758-1825) (Pro- 
blemata ex doctrina sphaerica, Id. , 12, 1801) studiarono le in- 
tersezioni di una sfera con un cono quàdrico concentrico: sono 



(1) H. Schubert, Beschreibung der Ausartungen der Raumcurven dritter 
Ordnung (Math. Ann., 15, 1879). 
(2j Questa curva ha due punti sul cerchio immaginario airinfinito. 
(3) Sono cubiche gobbe aventi tre asintoti reali a due a due ortogonali. 
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queste le ^ coniche sferiche „ le cui proprietà scaturiscono da 
quelle dei coni quadrici e che vennero stabilite ed esposte, per 
la maggior parte, oltreché dsd Magnus {Théorèmes sur Vhiper- 
boUnde à une nappe et sur les surfaces coniques du second ordre, 
Ann. de Math., 16, 1825-26), da Ghasles {Mémoire sur les 
profriétés ginérales des coniques sphériques, Belgique Mém., 6, 
1831; Résumé d'une théorie des coniques sphériques homofocales, 
C. R., 50, 1860), dal Gudermann (1798-1852) {Ueber die ana- 
lytische Sphàrik, Joum. f. Math., 6, 1830), dal Cremona {Sur 
les coniques sphériques, Nouv. Ann., 19, 1860), dal Cayley (On 
a Theorem reUxting to Spherical Conics, Quart. Journ., 3, 1860; 
On the Stereographic Projection of the Spherical Conics, Phil. Mag., 
25, 1863) e dal Vogt {Der spharische KegelschniU, Breslau, 1873). 

Ma la teorìa generale delle curve di 4^ ordine e 1^ specie si può 
ritenere che cominci dalla scoperta fatta da Poncelet dei quattro 
coni quadrici che passano per la curva (v. Gap. I, n. 12). Ad essa 
ne tennero dietro altre per opera di coloro che si occuparono di 
sistemi di quàdriche, in particolare per merito di Chasles (Des- 
cription par points, d'une manière uniforme, des deux courbes gau^ 
ches du quatrième ordre, de la courbe à noeud et de la courbe du 
troisième ordre, C, R., 52, 1861, e Propriétés des courbes gauches 
du quatrième ordre de première espèce, Id., 54, 1864), di Staudt e 
Reye (si veggano i trattati che tante volte citammo), di P. Serret 
(Geometrie de direction, Paris, 1869, e ^ote sur les courbes gauches 
du quatrième ordre, C. R., 82, 1876), del Laguerre (Sur les 
courbes gauches résuUant de l'intersection de deux surfaces du second 
ordre, L' Institut, 36, 1868, e Sur un problème de geometrie relatif 
aux courbes gauches du quatrième ordre, Journ. de Math., II, 15, 
1870), del Milinowski(^ZMr Theorie der Raumcurven vierter Ordnung 
erster Art, Journ. f. Math., 97, 1884), dell' Ameseder (Ueber Configu- 
rationen auf der Raumcurve vierter Ordnung erster Species, Wiener 
Ber., 87, 1883), dell'Eberhard (Die Raumkurven vierter Ordnung 
erster und zweiter Species in ihrem Zusammenhang mit den Stei- 
ners'schen Schliessungsproblemen bei den ebenen Kurven dritter 
Ordnung, Zeitschr. f. Math., 32, 1887), e del Toeplitz, Zur Theorie 
der Wendéberuhrungspunkte der Raumkurve vierter Ordnung erster 
Species (Breslau, 1895). 

Le curve in discorso somministrano delle applicazioni eleganti 
e di grande valore alla teoria delle funzioni uniformi con due 
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periodi, come si apprende da molti lavori, di cui ci limiteremo 
a rammentare i seguenti : Eilling, Der Flàchenbuschel zweiter 
Ordnung (Diss. Berlin, 1872); Hamadk, VAer die DarsteUung 
der Raumcurve vierter Ordnung erster Species und ihres Secan- 
tenmfstems durch doppelt periodische Fundionen (Math. Ann., 12, 
1877), e Notiz uber die algebraische ParameterdarHdlung der 
Schnittcurve zweier Flachen ^"^ Ordnung (Id., 15, 1879); West- 
phal, Veber das sgmuUane Sgsthein zweier quatemàren Formen 
2^ Grades und eine allgemeine ParameterdarsteUung der Baumcurte 
d'' Ordnung p = l (Id., 13, 1878); Lange, Die sechszehn Wende- 
beruhrungspunkte einer Baumcurve vierter Ordnung erster Species 
(Zeitschr. f. Math., 28, 1883); Cayley, On the QuadriquadricCurte 
in Connexian unth the Theory of Elliptic Functions (Math. Ann., 25, 
1885); Léauté, Représentation des fonctions elliptiques de première 
espèce àVaide des biquadratiques gauches (C. R., 82, 1876), e Études 
géométriques sur les fonctions elliptiques de première espèce (Jonm. 
Éc. poi., 66, 1879); G. Loria, SulV applicazione delle funzioni Ja- 
cobiane allo studio delle linee sghembe di quarto ordine e prima 
specie (Lincei Rend., IV, 6, 1890i), e Le funzioni o di Weierstrass 
e le curve di genere 1 (Giorn. di Mat., 31, 1893); Kluyver, Over 
de buigraaklijnen eener ruimte-kromme van den vierden graad en 
de eerste soort (Amsterdam Versi., DI, 8, 1891) ; VaJyi, Ud>er 
die Baumcurven vierter Ordnung von ersten Oeschlechte (Math. und 
naturwiss. Ber. aus Ungarn, 10, 1893). 

Alcune qùartiche gobbe elittìche che, al pari delle coniche sfe- 
riche, sono specializzate dal punto di vista della geometria metrica, 
fornirono l'argomento a pregevoli memorie, delle quali dobbiamo 
scriver qui almeno i titoli : Darboux, Théorèmes sur Vintersedion 
d'une sphère et d'une surface du second degré (Nouv. Ann., Il, 
3, 1864); Laguerre, Sur la courbe résultant de Vint^rsection d'une 
spkère et d'une surface du second degré (Bull. Se. math., 4, 
1867) e Sur les cassiniennes planes et sphériques (Id., 5, 1868); 
Schr5ter, Ueber eine Raumcurve vierter Ordnung erster Species 
(Joum. f. Math., 93, 1882). Una esposizione sintetica me- 
todica delle proprietà comuni a tutte le curve in questione 
è contenuta, oltreché nelle opere di Staudt e del Reye sopra 
Die Geometrie der Lage, nel pregevole opuscolo dello SchrSter 
intitolato Grundzuge einer rein geometrischer . Theorie der Raum- 
curven vierter Ordnung erster Species (Leipzig, 1890). 
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6. Una fisonòmia spiccatamente differente da quella che ha 
la collezione di memorie intorno alle quartiche di prima specie 
possiede l'insieme degli studi intomo alle quartiche di seconda 
specie ; come anello di congiunzione fra le due serie fungono le 
scritture sulle quartiche sghembe con punto doppio o cuspide, 
curve che l'analista preferisce di considerare come appartenenti 
alla seconda specie per trarre profitto dalla circostanza che esse 
sono razionali. 

Prescindendo dalle memorie di Steiner e Salmon (v. n. 2), la 
letteratura intomo alle quartiche generali di seconda specie si 
apre, se non erriamo, con la memoria di Cremona Intorno alia 
curva gobba del quarf ordine per la quale passa una sola superficie 
di secondo grado (Ann. di Mat., 4, 1861). Essa abbraccia, oltre 
ad uno scritto di Chasles inserito t. 52 dei C. B., e che nomi- 
nanuno nel n. prec, molti lavori di Em.Weyr, cioè i seguenti: 
Ueber raiionale Baumcurven vierter Ordnung (Wiener Ber., 63, 
1871, e Math. Ann., 4, 1871), Ueber Baumcurven vierter Ord- 
nung mit einem Cuspidalpunkt (Wiener Ber., 71, 1875), U^er die 
AbbUdung einer rationalen Baumcurve vierter Ordnung auf einem 
Kegelschnitt (Id., 72, 1875), Weitere Bemerkungen iiber die Abbila 
dung etc. (Id., 73, 1876), Ueòer die Abbildihtg einer mit einem 
Cuspidalpunkt versehenen Baumcurve vierter Ordnung auf einem 
Kegelschnitt (Id., 78, 1878), Ueber die Abbildung einer Baumcurve 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt auf^einen Kegelschnitt 
(Ivi), Ueber Gurven vierter Ordnung (Prager Ber., 1875). Nella 
collezione di lavori sulle quartiche gobbe razionali, incontriamo 
ancora quello importantissimo del Bertini Sulla curva gobba di 
i* ordine e di 2* specie (Rend. Ist. Lomb., Il, 5, 1872), ove va 
notato il concetto di '^ corda principale „, cioè di retta che è ad un 
tempo congiungente di due punti di una curva ed intersezione 
dei piani osculatori negli estremi} e l'altro di A. Armenante StUle 
curve razionali gobbe del quarto ordine (Giom. di Mat., 11, 1873, 
e 12, 1874); poi, in ordine cronologico, i seguenti: E. Sturm, 
Sur la surface enveloppée par les plans qui coupent une courbe 
gauche du 4* ordre et de la 2* espèce en quatre points d'un cercle 
(Ann. di Mat., n, 4, 1870-71); Adler, Ueber Baumcurven vierter 
Ordnung zveiter Species (Wiener Ber., 86, 1882); R. A. Roberts, On 
Unicursal Twisted QuaHics {Proc. L.M. S., 14, 1883); JoUes, Die 
Baumcurve vierter Ordnung zweiter Species synthetisch behandelt 
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(Diss. Strassburg, 1883) e Die Theorie der Osculanten und des 
Sehnensystems der Baumcurve FP^ Ordnung II Species (Aachen, 
1886); Brambilla, Sulle curve gobbe del quarto ordine dotate di 
punto doppio (Rend. Ist. Lomb., II, 17, 1884), Le omografie che mu- 
tano in sé stessa una curva gobba razionale del quarto ordins (Id., 
20, 1887) e Ricerche analitiche intorno atte curve gobbe razionali 
del 4' ordine (Atti Ist. Ven., VI, 3, 1885); E. Study, Ueber die 
Raumcurven vierter Ordnung, zweiter Art {Leìfzìger Ber., 38, 1886): 
W. Stabi, Die Baumcurve vierter Ordnung zweiter Art und die 
desmische Fioche zwSlfter Ordnung vierter Klasse (Joum. f. Math., 
101, 1887); Fr. Meyer, Ueber die mit der Erzeugung der Baumcurve 
vierter Ordnung zweiter Species verkniipften algebraischen Processe 
(Math. Ann., 29, 1887); Rohn, Die Baumcurve vierter Ordnung 
zweiter Species (Leipiiger Ber., 42, 1890, e 43, 1891); Berzolari, 
Sulla curva gobba razionale del quarto ordine (Rend. Ist. Lomb., 
II, 23, 1890), Sopra alcuni iperboloidi annessi alla curva gobba 
razionale del quarf ordine (Id., 25, 1892) e Sui combinanti dei ri- 
stemi di forme binarie annessi alle curve gobbe razionali del quarto 
ordine (Ann. di Mat., E, 20, 1892); Forsyth, On Twisted Quartics 
of the Second Species (Quart. Joum., 27, 1895). 

Fra le quartiche di 2* specie ve n'ha una che attrasse in 
particolar modo l'attenzione dei geometri: è quella che possiede 
due tangenti stazionarie; essa trovasi studiata nei lavori seguenti: 
Cremona, Sopra u%a certa curva gobba di qu^rt' ordine (Rend. Ist. 
Lomb., n, 1, 1868) ; Em. Weyr, Sopra una- certa curva gobba 
di quart' ordine (Ivi); Appell, Sur une classe particulière de courbes 
gauches unicursales du quatrième ordre (C. R., 83, 1876); Bram- 
billa, Sopra alcuni casi particolari della curva gobba razionale del 
quarto ordine (Napoli Rend., 24, 1885); del Re, Omografie che 
mutano in sé stessa una certa, curva gobba del 4"" ordine e 2" specie 
e correlazioni che la mutano *nella sviluppabile dei suoi piani 
osculatori (Torino Atti, 22, 1887), Correlazioni che mutano la 
quartica gobba con due flessi nella sviluppabile dei suoi piani 
bitangenti (Napoli Rend., Il, 1, 1887), e Su certi sistemi di quar- 
tiche e sestiche sviluppabili che si presentano a proposito delle tras- 
formazioni lineari di una certa qtmrtica gobba in sé stessa (Id., 
2, 1885). * * 

7. Le nozioni che possediamo intorno alle curve gobbe di 
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ordine superiore al quarto sono frammentarie e non molto nume- 
rose. Delle curve di 5® ordine furono studiate le razionali dal Ber- 
tini {Sulle curve gobbe razionali del 5" ordine, Coli, math/, 1881) 
e dal Berzolari (Sulla curva gobba razionale del quinf ordine, 
Lincei Mem., IV, 7, 1893) e le ellittiche da Em. Weyr {Ueber 
Raumcurven fiinfter Ordnung vom Geschlechte Eins, Wiener Ber., 
90, 1884; 92, 1885; 97, 1888) e dal Montesano (Su la curva 
gobba di 5*" ordine e di genere 1, Napoli Bend., II, 2, 1888). 
Di curve di 6^ ordine si occuparono in generale A. Baule nella 
Diss. Ueber Raumcurven sechster Ordnung (Gottingen, 1872) ed 
Ed. Weyr nella sua Classification des courbes du sixième ordre 
dans Vespace (C. R., 76, 1873), ed in particolare il London nel- 
l'articolo Die Saumcurve sechster Ordnung von Oeschlechte 1 
als Erzeugniss trilinearer Grundgebilde (Math. Ann., 45, 1894), 
A. Petot in quello intitolato Construction de la courbe gauche 
du sixième ordre et du premier genre (C. R., 102, 1886) ed 
£. Pascal nelle note Sulla configurazione dei 120 piani tritangenti 
ddla sestica storta di genere 4 (Lincei Rend., Y, 2, 1893]) e Sui piani 
tritangenti della sestica storta di genere 4 (Ivi). Quanto alle curve 
di 7^ ordine, la loro classificazione si legge nella nota di Ed. Weyr 
Ueber Raumcurven siebenter Ordnung (Wiener Ber., 69, 1874). 
Ci sembra opportuno di richiamare qui ancora i già citati studi 
intorno alle curve simmetriche rispetto ad un tetraedro (v. Gap. Il, 
n. 15) e quelli deirEckardt sopra altre curve speciali (v. Gap. DI, 
n. 7), ed ancora di rilevare come quelle curve particolari i cui 
punti stanno su una superficie di secondo ordine ed i cui piani 
osculatori toccano una superficie di seconda classe siano trattate 
nel notevole articolo di W. Stahl, Ueber cine gewisse Gattung von 
Raumcurven (Journ. f. Math., 99, 1886) ; ad una nuova categoria 
è consacrato quello di K. Bobek Ueber Raumcurven m'*'" Ordnung 
mit (m - 2yfachen Secanten (Wiener Ber., 95, 1887); ad una terza 
quello dello Steinmetz On the Curves which are Selfreciprocal in 
a Linear Nulsystem, and their Configuration in Space (Am. Journ., 
14, 1892); ad un'altra, a quella cioè composta delle curve che 
ammettono infinite trasformazioni infinitesime in sé stesse, l'arti- 
colo di Klein e Lie, Sur une certaine classe de courbes et de sur- 
faces algébriques (G. R., 70, 1870) e la memoria del Pittarelli 
sopra I gruppi continui projetfivi semplicemente infiniti nello spazio 
ordinario (Ann. di Mat., U, 22, 1894). 



«^" 
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Con ciò non crediamo di avere esaurito gli scritti intorno alle 
curve sghembe particolari, ma 

Degli altri fia laudabile il tacerci 

Che il tempo saria corto a tanto suono. 

8. Chiuderemo questo Gap. coli' indicare i principali lavori in 
cui sono studiate le curve razionali, non senza osservare come 
di molti degli scritti che citammo parlando delle curve piane 
di genere determinato (Gap. il, n. 13) debba tener £onto anche 
chi si occupa delle curve a doppia curvatura, la nozione di 
genere essendo una di quelle che affratellano le linee piane alle 
linee sghembe. 

Chi forse più di qualunque altro studiò le proprietà projet- 
tive e metriche delle curve gobbe razionali è Em. Weyr di cui 
vanno qui ricordati i lavori seguenti: Intorno alle curve gobbe 
razionali (Giorn. di Mat., 9, 1871), Nota sopra alcune singolarUà 
di second' ordine delle curve gobbe razionali (Ann. di Mat., Il, 4, 
1870-71), Ueber rationale Baumcurven (Zeitschr. f. Math., 16, 
1871), Ueber die Anzahl der Doppelnormalen einer rationalen 
Baumcurve (Journ. f. Math., 74, 1872), Ueber NormaUn rationaUr 
Baumcurven (Ivi), Sulle curve gobbe razionali (Rend. Ist. Lomb., Il, 
15, 1882), e Ueber rationalen Baumcurven (Prager Ber., 1883) (1). 
A lui si uniscono A. Brill per le due memorie Ueber die Dop- 
pelpunkte von Curven im Baume, deren Geschlecht Hull ist (Math. 
Ann., 3, 1871) e Ueber rationale Curve und Begelftdche (Id., 36, 
1890), il K5md5rfer per l'articolo Ueber diejenigen Baumcurvenj 
deren Coordinaten sich als rationale Functionen eines Parameters 
darstellen (Id., 3, 1871) e W. Stahl pei due lavori di capitale 
importanza Ueber die Fundamentalinvolutionen auf rationalen 
Curven (Journ. f. Math., 104, 1889) e Zur Theorie der ratio- 
nalen Baumcuxven (Math. Ann., 40, 1892). Citeremo da ultimo 
i tre lavori seguenti: Saltel, Sur les courbes gauches du genre 
zèro (C. R., 80, 1875); Genty, Sur les courbes gauches unicursales 
(Bull. S. M. F., 9, 1881), R. A. Roberts, On Unicursal Curves 
(Proc. L. M. S., 17, 1885), nei quali sono considerate da vari 
punti di vista le curve di genere zero. 



(1) Aggiungiamo a questi il lav<]g:o dello stesso geometra, redatto da 
E. Gzuber e pubblicato nei Wiener Ber, 103, 1894, col titolo Ueber eimsn 
8t;mbolÌ8chen Calcul auf Tràgern vom Oeàéhlechte Etna und Beine Antpemdumff. 
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Nell'assistere airenumerazione di tante e così svariate ricerche 
quale è quella fatta nel Cap. presente e nei due che lo prece- 
dono, il lettore inesperto si sentirà compreso da un senso di 
sgomento e, quasi smarrito, si domanderà come in breve vol- 
gere di tempo sia possibile apprenderne, se non tutti, almeno 
i più cospicui risultati. Si rassicuri. Il compito dello studioso 
è oggi molto meno arduo di quello che potrebbe apparire assi- 
stendo alla rivista che andiamo facendo, giacche i principi 
stabiliti dai geometri della prima metà del secolo nostro sono 
tanto fecondi che, quando uno se ne sia impadronito, non solo 
è in grado di far sue senza difficoltà molte ricerche posteriori, ma 
può eziandio ragionevolmente nutrir la speranza di far progre- 
dire la scienza. E questa, che è una delle prerogative più alta- 
mente apprezzabili della scienza attuale e non era posseduta 
dalla scienza dei nostri proavi, venne additata da uno dei fondatori 
dall'odierna geometria colle frasi, divenute omai classiche : '^ peut 
dono qui voudra, dans Tétat actuel de la science, généraliser 
et créer en geometrie: le genie n'est plus indispensable pour 
ajouter une pierre à l'edifice „ (1). Sono queste auree parole che 
chiunque si dedica alla geometrìa deve scolpirsi nella mente; 
che desse, facendogli nutrire la fede in una possibile vittoria, 
Io sosterranno nell'afErontare animosamente le lotte intellettuali 
che oggi attendono i ricercatori delle verità geometriche. 



(1) Chasles, Apere^u historique etc^ 2* ed., p. 269. 
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CAPITOLO V. 



Geometria differenziale. 



1. Le ricerche di pertinenza della Geometria differenziale dif- 
feriscono da quelle su cui c'intrattenemmo nei tre Capitoli pre- 
cedenti tanto pel continuo intervento di considerazioni infinite- 
simali, quanto per avere i loro risultati, generalmente parlando, 
quale campo di applicabilità non un'intera curva od un'intera 
superficie, ma soltanto l'insieme de' punti situati nelle vicinanze 
di quello su cui si ragiona, onde a fondamento di tali investi- 
gazioni non vi è, come negli studi esaminati nelle pagine antece- 
denti, l'ipotesi che l'ente geometrico considerato sia algebrico. 

La Geometria differenziale viene comunemente studiata col 
sussidio delle coordinate, ma può anche svolgersi indipendente- 
mente da tale strumento. Essa ha delle diramazioni in ogni ca- 
pitolo della geometria generale; per ciò penetra nella teorìa delle 
curve piane quanto in quella delle curve gobbe e delle superficie, 
né le è precluso l'adito nel dominio della geometria della retta 
e nel regno delle trasformazioni geometriche, come vedremo a 
miglior tempo. All'analisi essa suggerì una miriade di problemi 
la cui soluzione fu tormento e gloria di molti eminenti scienziati. 

Scendendo ora a qualche maggiore particolare, osserveremo 
che la Geometria differenziale delle curve piane, non essendo 
in gran parte costituita che dalle più immediate applicazioni 
geometriche del calcolo infinitesimale, è conosciuta a chiunque 
abbia varcati i confini della matematica elementare, onde ci cre- 
diamo in diritto di non arrestarci a descriverne la struttura e di 
rimandare il lettore alle molte buone esposizioni che ne posse- 
diamo (1); ma alla planimetria differenziale appartengono eziandio 



(1) V. ad es.: Aoust, Analyse infinitesimale des eourhes planea (ParÌ8,|1878). 
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le indagini assai più ardue intorno alle curve il cui arco si può 
esprimere col mezzo di funzioni di natura prestabilita (razionali, 
circolari, ellittiche, ecc.) (1), nonché quelle che s' informano ai 
concetti esposti nel Mémoire sur Us ccurbes définies par une 
équatìon différentieUe del Poincarré (Joum. de Math., IQ, 6 1861, 
e 7, 1882 (2)); e noi stimiamo opportuno di escluderle dal nostro 
racconto perchè esse, nei mezzi e nel fine, si accostano a quelle 
che somministrano agli analisti il loro quotidiano lavoro. Vol- 
giamoci piuttosto a dir qualche cosa delle curve sghembe, per 
poi passare alle superficie. 

2. Già due volte si è detto {Gsap. I, n. Ile Gap. lY, n. 1) come, 
ammessa la possibilità di far risalire ad un sol uomo la creazione 
di un'intera teoria, alle origini della dottrina delle curve sghembe 
sia forza associare il nome di Glairaut, il quale a tale teorìa 
dedicò nel 1731 un eccellente lavoro. Questo celebre geometra 
fa seguito a qualche distanza da parecchi suoi valorosi center* 
raoei di cui dobbiamo far qui menzione. 

Primo fra questi à Monge, autore di un Mémoire sur les dé- 
vdappées, les rayons de courbure et les différents genres d'infiexion 
des aaurbes à doublé courbure (Mem. Sav. Étr., 10, 1 785) e di uno 
scritto più recente intitolato Des courbes à doublé courbure (Joum. 
Éc. poL, 2, 1799). Incontriamo circa nella stessa epoca il Tinseau, 
il quale nella memoria- intitolata Solutions de quelques problèmes 
relatifs à la théorie des surfaces courbes (Mém. Sav. Etr., 9, 
1781) ha, fra l'altro, introdotte le fondamentali nozioni di ^ piano 
osculatore » di una linea gobba e di ^ sviluppabile osculatrìce „ 
dì essa. Come terzo in ordine di tempo ci si presenta il Lancret 
(1774-1807), al quale siamo debitori di un Mémoire sur les 
courbes à doublé courbure (Mém. prés., 1, 1806) e di un Mémoire 
sur les dévdoppotdes des courbes planes, des courbes à doublé cour-^ 
bure et des surfaces développables (Id., 2, '1811) (3), nelle quali 



(1) Gir. ad es.: Serret, Mémoire sur les courbes algébriques dont les arcs 
s'expriment par des arcs de eercle (Joom. Éc. poi., 35* cab., 1853); Allégret, 
Mémoire sur la représentation des transcendants par des arcs de courbes (Ann. 
Éc. norm., U, 2, 1873); ecc. 

(2) V. anche Picard, Tratte d'analgse, T. 3 (Paris, 1895), Chap. IX e X. 

(3) Cfr.: Brìoschi, Intorno le sviluppoidi e le sviluppate (Tortolini Ann., 4, 
1853); Béitrajnì, Stala teona delle sviluppoidi e delle sviluppanti (Ann. di Mai., 
4, 1861). 

Lmua, il paitato ed U prt$enU deiU principali tsorié gtometrictu. 10 
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vanno notati il concetto ed il nome di *" piano rettificante ,, 
mentre il concetto ed il nome di '^ binormale „ si apprendono 
dal Mémoire sur les lignes courbes non pl-anes (Joum. Ec. poi., 
30« cab., 1845) del Saint-Venant (1797-1886) (1). 

Un importante progresso nella teoria che ci occupa è rappre- 
sentato dalla scoperta delle espressioni delle derivate rispetto 
all'arco di una curva gobba dei nove coseni di direzione della 
tangente, della normale principale e della binormale, in funzione, 
dei coseni stessi, dell'arco della curva, nonché dei raggi di prima 
e seconda curvatura. À tali relazioni arrivarono, indipendentemente 
l'uno dall'altro, F. Frenet (2) e A. Serret (3), opperò è giustizia 
chiamarle, come ora è costume, " formole di Frenet-Serret » (4). 

Senza abbandonare la Francia, troviamo ancora fra i cultori 
della teoria che attualmente ci occupa Ossian Bonnet (1819- 
1892) che va qui ricordato per la Note sur quélques propriétés 
des courbes gauches (Nouv. Ann., 12, 1853) (5), il Bouquet 
(1819-1885) per la Note sur la distance de deux tangentes infi- 
niment voisines à une courbe gauche (Ivi), ed il Bertrand pel 
Mémoire sur la théorie des courbes à douile courbure (Journ. de 
Math., 15, 1850), dal quale ultimo scritto, assieme ad altre 
cose, si apprende l'esistenza di una classe assai notevole di 
curve (la cui ricerca fu suggerita dal Saint-Yenant nella pre- 
citata memoria) (6) caratterizzate dalla proprietà che le loro nor- 

(1) Notiamo qui di passaggio che, per misurare la curvatura di una lìnea 
gobba in un suo punto, TOlivier (1793-1858) suggerì Fuso di un^elica oscula- 
trice {Sur la courbure et la flexion d^ une courbe à doublé courbure, Joum. 
Éc. poi., 24" cab., 1835), mentre W. R. Hamilton sostenne doversi accordare 
la preferenza ad una cubica gobba avente colla data curva nel punto con- 
siderato un contatto di quint^ordine (ElemetUs of Quatemions, Dublin, 1866). 

(2) V. la tesi, presentata per la laurea alla Facoltà delle Scienze di To- 
losa il 10 luglio 1847, Sur les courbes à doublé courbure, ed inserita nel 
Joum. de Math., 17, 1852. 

(3) Mémoire sur quélques fortnules relatives à la théorie des courbes à doMe 
courbure (Id., 16, 1851), a cui fa seguito il Mémoire sur une classe dkéqwk- 
tions différentielles qui se i^aUachent à la théorie des lignes à doublé coutiure 
(Id., 18, 1853). 

(4) Ad esse si riferiscono le seguenti note recenti: Stolz, Zur Théorie 
Raumcurven (Monatsbefte, 1, 1890); Pomey, Démonstration des formules de 
Frenet (Nouv. Ann., Ili, 9, 1890); Kneser, Bemerhungen Uber die Frenet-Ser- 
ret*schen Forméln und die analytische Unterscheidung rechts und links gewun- 
denen Raumcurven (Joum. f. Math., 118, 1893); Stande, Veber den Sinn der 
Vindung in den singul&ren Puncten einer Raumcurve (Am. Joum., 17, 1895). 

(5) I teoremi ivi enunciati furono dimostrati dal Frenet nell^airticolo in- 
titolato Théorèmes sur les courbes gauches (Nouv. Ann., 12, 1858). 

(6) Tale ricerca venne notevolmente generalizzata nella nota del Bali- 
trand intitolata Un problème sur le courbes gauches (Mathésis, II, 4, 1894). 
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mali principali sono tali anche per una seconda curva; sono le così 
dette ^ curve di Bertrand „, dotate della proprietà in ogni punto 

torsione ( — | e flessione ( — ) sono legate da una relazione li- 
neare, e di altre qualità che scoprirono 0. Bonnet {Sur la théorie 
generale des surfaces, Joum. Ec. poi., 32® cah., 1848), A. Serret 
{Sur un problème relatif aux caurbes à doublé courbure, Journ. 
de Math., 16, 1851; Condition pour que les narmales principales 
d'une courbe aoient normales principales d'une seconde courbe, C. R., 
75, 1877), ed altri (1). Al Bertrand si deve anche un'elegante 
dimostrazione geometrica del teorema, scoperto dal Puiseux 
(v. l'articolo intitolato Problème de geometrie, Journ. de Math., 7, 
1842), che dice: ' una curva di cui sono costanti le due cur- 
vature è un'elica situata sopra un cilindro rotondo „, nonché 
la notevolissima generalizzazione di esso espressa dalla proposi- 
zione : " una curva per cui è costante il rapporto delle due cur- 
vature è un'elica tracciata sopra un cilindro „ (v. la nota Sur les 
courbes doni les deux courbures soni constantes, Id., 8, 1843) (2). 
In Germania la geometria infinitesimale delle curve gobbe 
attirò su di sé l'attenzione di Jacobi che dedicò ad essa l'ar- 



(1) Voizot, Note sur la théorie des courbes à doublé courbure (Journ. de 
Math., 15, 1850); Cnrtìs, Sur les surfaces engendrées par les normales priip- 
cipales éCune courbe à doublé courbure (Id., II, 1, 1856); Nievenglowskì, Note 
sur les courbes qui ont les mémes normales principales (C. R., 75, 1877); Fais, 
Nota intorno alle curve gobbe aventi le stesse normali principali (Bologna Mem., 
Ili, 8, 1877) e Intorno ad alcune proprietà delle curve gobbe aventi le stesse 
normali principali (Id., 9, 1878); Bouquet, Application des formules générales 
de la théorie des courbes gauches à Vétude des courbes de M. Bertrand (Móm. 
de TAcad. de Toulouse, IX, 4, 1892); Cesàro, Sulle curve di Bertrand (Riv. 
di Mat., 2, 1892) e NouveUe propriété caractéristique des courbes de Bertrand 
(liathéBis, II, 4, 1894). 

A curve più generali di quelle di Bertrand è consacrata la nota del De* 
moulin Sur une classe particulière de courbes gauches (Bull. S. M. F., 21, 
1898); le curve ivi studiate hanno un' equaziohe intrinseca della forma 

A B C D 

— I h-j H"T=0, onde per D =0 coincidono con quelle di Bertrand. 

Per converso ad una classe speciale di curve di Bertrand è consacrata la 
nota di H. Molins, Sur une famille de courbes gauches doni la courbure et la 
torsion sont liées par une relation linéaire et dont les coordonnées s'expriment 
sous forme finie et explicite (Mém. de TAcad. de Toulouse, IX, 6, 1894). 

(2) Cfr. anche la prima delle note di Liouville alla 5^ ed. (Ptvris, 1850) del- 
V Application de VAnalyse à la Geometrie par Monge^ e Tarticolo dello Zeuthen, 
Vindskjove Kurtier mend konstant Forhold mellem Krumningsradius og Tor- 
sionsradius (Tidsskrift, III, 5, 1875). 
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ticolo ZtfT Thearie der Gurven (Joum. f. Math., 14, 1835) e la 
Noia de erroribus quibuadam geomètrids, qui in thearia functionum 
leguntur (Id., 16, 1837) (1); in tempi più prossimi a noi se ne 
occupò con perseveranza e ottimo successo B. Hoppe, del quale 
vanno anzitutto ricordati i lavori sulla '^ geometria intrinseca delle 
curve , (2); di cui i più antichi sono le note TJeber die DarsteUung 
der Gurven durch Krummung und Torsion (Joum. f. Math., 60, 
1862; 63, 1864), mentre i più recenti sono le memorie seguenti: 
Ueber die Bestimmung der Gurven durch die Relation zwischen 
Kriimmungs-und Torsionswinkel (Arch. der Math., 65, 1880), Bein- 
analytisch Gonsequenzen der Gurventheorie (Id., Il, 2, 1885), Zum 
Molina' schene Problein (3) (Ivi), Zur Bestimmung der Gurven durch 
die Relation zwischen Krummungs und Torsionswinkel (Id., 8, 1889), 
e Zur Ooursaifsche Reduction des Problems der Bestimmung der 
Gurven durch die Relation zunschen KrilmmungS'-und Torsions- 
winkel (Id., n, 9, 1890) (4). Altre questioni furono trattate dallo 
stesso geometra nelle note: TJeber die Bedingung unter u>elcher eine 
variabele GeradeRauptnormale einer Gurve sein kann (Id., 63, 1879); 
Das Aousifsche Problem in der Gurventheorie (Id., 66, 1881); Veber 
ein Problem der Gurventheorie (Id., Il, 1, 1884); Erweiterung des 
Aoust^schen Problems der Gurventheorie (Id., 2, 1885) (5). 

3. Fra gli altri scritti che concernono le proprietà infinitesi- 
mali delle curve gobbe vanno ancora ricordati i tre seguenti 
del Molins: Sur les trajectaires qui coupent sous un angle donni 
les tangentes à une courbe à doublé courbure (Joum. de Math., 



(1) L^errore Ì7i corretto fa commesso da Lagrange nella sua Théorie des 
fonctions analytiques (Paris, 1813; pp. 248-249). 

(2) Come é noto, sotto tal nome si comprende lo studio dì una curva 
rappresentata da due equazioni fra Parco ed i due raggi di curvatura, 
equazioni che bastano a definirla completamente, a meno di movimenti 
dello spazio. 

(3) Cfr. H. Molins, De la déterminatian sotis forme intégrale dea courbes 
gauehes dont le ray&n de courbure et le rayon de la sphèfe oseukUriee sont 
Ués par une relation quelconque (Joum. de Math., li, 19, 1874 e Mém. de 
l'Acad. de Toulouse, VUI, 5, 1883). 

(4) Goursat, Sur un problème relatif aux courbes à doublé courbure (Ann. 
de la Fac. des Se. de Toulouse, I, 1887). 

(5) Questa e Tantiprecedente furono provocate dalia memoria deirAonst 
intitolata Intégrales des courbes dont les développantes par le pian et les de- 
veloppées par le pian sont égales entre elles (Bull. S. M. F., 7, 1879). 
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8f 1843), Note sur les caurbes dont les plans osculateurs font un 
angle Constant avec une surface développable sur laqueUe eUes sont 
tracées (Id., 12, 1847) e De la Surface développable passant par 
une courbe donnée qudconque, et quiy par son développement, trans- 
formeràU cette courbe en un are de cercle de rayon donne (Id., Il, 
1, 1856); poi la Deuxième note sur les courbes à doublé courbure 
(Id., 17, 1852) del Yoizot, la memoria del Curtis Sur la surface 
engendrée par les normales prineipales d'une courbe à doublé cour- 
bure (Joum. de Matìi., Il, 1, 1856), la Nata sopra due proposi- 
zioni di Navier intorno alla curvatura delle linee a doppia curvatura 
(Ami. di Mat., 3, 1860) di F. Chiò (1813-1871) (1), l'articolo del 
Dini Su alcune proprietà delle superficie gobbe delle normali prin- 
cipali di una curva (Giom. di Mat., 3, 1865), e quella del Bel- 
trami che tratta Di una proprietà delle linee a doppia curvatura 
(Id., 5, 1867), i due scritti dell' Aoust Sur Vanalyse des courbes 
rapporties à un système qudconque de coordonnées (Ami. Éc. 
norm., 6, 1869) e Intégrales des équations différentieUes des courbes 
qui ont une méme surface polaire (Ama. di Mat., Il, 7, 1875), 
la Détermination des éléments infinitésimaux reUxtifs aux lignee à 
doublé courbure (Nouv. Ami., Il, 12, 1873) del Saint-Germain, 
la Note sur la transformation des courbes del Niewenglowski (Ann. 
Éc. norm.. Il, 2, 1873), le osservazioni del Mannheim destinate 
a mostrare l'ultilità De Vemploi de la courbe représentative de la 
surface des normales principales d'une courbe gauche pour la de- 
monstraUon de propriétés relatives à cette courbe (G. B., 86, 1878), 
la nota dell' ihmeper, Zur Theorie der Ourven doppdter Krum- 
mifn^(G5tting. Nachr., 1881, e Math. Ann., 19, 1881), quella del 
Pellet, Sur les normales aux courbes (G. B., 104, 1887)« quella 
del Giani intomo a Le superficie rigate inerenti a una linea a doppia 
curvatura (Gipm. di Mat., 27, 1889), quella di Y. Bouquet inti- 
tolata Formules générales de la théorie des courbes gauches. Ap- 
plications (Mém. de l'Acad. de Toulouse, IX, 8, 1891), da ultimo 
gli studi del Pirondini Sulla determinazione delle linee di cui il 
rapporto dalla curvtxtura alla torsione è una funzione nota delVarco 
(Ann. di Mat., Il, 19, 1881), Sulla costruzione delle linee dello 






(1) Da questo Boritto sono corrette due proposizioni che si leggono nel 
postumo Bitumi dee leeone d'analyse dannéea à VEcoU polyUehnique (Paris, 
1848) di C. L. M. H. Navier (1785-1836). 
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spazio (Napoli Rend., Il, 3, 1889), e Sur la détermination des 
lignes dont le rapport de la courbure à la torsion est une fonctian 
dannée de Vare (Journ. f. Math., 109, 1892). 

In particolare al luogo dei centri di curvatura di una curva 
sghemba si riferiscono le memorie seguenti: J. Moller, Ueber 
den Ori des Krummungskreiscentrums einer Raumcurve (Lund 
Univ. Acta, 21, 1884-85); H. Molins, Sur qudques nouvelles prò- 
priétés du lieu des centres de courbure des courbes gauches (Mém. 
de l'Acad. de Toulouse, Vm, 10, 1888); Pirondini, Sul problema 
di trovare la curva di cui è noto il luogo dei centri di curvatura 
(Ann. diMat., Il, 17, 1889); P. Adam, Sur le lieu des centres de 
courbure d'une courbe gauche et sur les courbes gauches à courbure 
constante (Nouv. Ann., HI, 10, 1891). 

Delle sfere osculatrici si occuparono il Lecornu (Distance 
d'un point d'une courbe gauche à la sphère osculatrice d'un point 
infiniment voisin, C. R., 100, 1885), Ph. OUbert (1832-1892) (Sur 
quelques fonnules de la théorie des courbes gauches, Id., 101, 1885), 
e V. Jamet {Sur la théorie des sphères osculatrices à une courbe, 
Toulouse Ann., 4, 1890). 

Alcune interessanti questioni di geometria analitica relative 
alle curve nello spazio diedero materia alle note del Painvin 
intitolate: Détermination des plans osculateurs et des rayons de 
courbure en un point multiple d'une courbe gauche (Ann, di Mat., 
n, 4, 1871; cfr. C. R., 68, 1869) e Détermination des éléments de 
Varéte de rebroussement d'une surface dévehppable définie par ses 
équations tangentieUes (Journ. de Math., II, 17, 1872; cfr. G. R., 
71, 1870). 

Una notevole proprietà metrica delle curve gobbe (1) venne 
enunciata dal Craig nella nota dal titolo A geometrical Theo- 
rem (Hopkins Gire, 1882) e dimostrata, dopo averne limitata la 
portata, dall' Hoppe {Bemerkung zu einem Satze von Craig, Arch. 
der Math., E, 2, 1885). 

Importanza non minore possiede la Bestimmung alter Raum- 
curven, deren Krummungsradius, Torsionsradius und Bogenlànge 
durch eine beliebige Relation verknupft sind fatta dal Lie (Ghri- 



(1) * Se dal centro di una sfera si condacono le parallele aUe normali 
principali di una curva chiusa, il luogo dei loro estremi divide la superficie 
della sfera in due parti fra loro equivalenti ,. 
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stiania Versi., 1882), geometra al quale son dovuti altri im- 
portanti progressi che la geometria infinitesimale delle curve 
gobbe ha compiuti mediante Tapplicazione ad essa della teoria 
dei gruppi di trasformazioni, come ora diremo brevemente. D 
Lie si propose la ricerca delle condizioni necessarie e suf- 
ficienti per eguaglianza di due curve date ad arbitrio nello 
spazio (1), e trovò che, detti 3 la lunghezza dell'arco e r; p i 
raggi di flessione e torsione di una curva sghemba, supposto 
che non tutte le tangenti di questa incontrino il cerchio imma- 
ginario all'infinito (2), per l'eguaglianza di due curve gobbe è 
necessario che entrambe siano rette, oppure soddisfacciano una 
delle tre coppie di relazioni seguenti : 

r = cost. — = /^ (t) ove p % cost. ; 

ds 

dr 

— == f{r) p = ip (r) ove r ^ cost. ; 

ds 

r = cost. p = cost. 

11 caso escluso ha indotto il Lie a colmare una lacuna che esiste 
nell'ordinaria teoria della curvatura delle linee gobbe, collo sta- 
bilire le formolo di geometria differenziale applicabili alle curve 
di lunghezza nulla, formolo di cui egli si è poi servito per de- 
terminare le condizioni di eguaglianza di due fra tali curve. 

Oltre alle eliche, alle curve di Bertrand e ad altre curve di 
cui incidentalmente parlammo nelle pagine precedenti, parecchie 
curve a doppia curvatura particolari fissarono l'attenzione dei 
geometri a cui è dedicato il Gap. attuale. Ad es.: le lossodromìe 
su una superficie qualunque (v. G. Dina, Sopra una curva par- 
ticolare giacente su una superficie generale, Giom. di Mat., 19, 
1881) o sopra un cono (A. Enneper (1830-1885) TJeher die Los^ 
sodromen der Kegelflàchen, Gòtting. Nachr., 1869 e Zeitschr. f. 
Math., 15, 1870), e le curve a torsione costante (G. Koenigs, 
Sur la forme des courbes à torsion constante, Toulouse Ann., 



(1) Un problema analogo esiste nella teorìa delle superficie, la solnzìone 
del quale fu schizzata dal Lie. Di tali importanti questioni è agevole pren- 
dere esatta notìzia ricorrendo all'opera: Sophus Lie, Vorlesungen Uber conti- 
nuirìiehe Qruppen tnit geametrisehen und anderen Antoendungen bearb. und 
herausgeg. von G* Scheffers (Leipzig, 1893). 

(2) hi tal caso si avrebbero le curve di lunghezza nulla „. 
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1, 1887; Lyon, Sur les courbes à torsian canstarUe, Tkise, Paris, 
1890; Fouché, Sur les courbes (Ugébriques à tarsion constante, 
C. R., 113 e 114, 1892, e Ann. Éb. norm., HI, 9, 1892; 
E. Fabry, Sur les courbes alg&niques à torsion constante, C. 
R., 113 e 114, 1892, e Ann. Éc. norm., m, 9, 1892 (1) ). Si 
aggiungano a queste le curve a cui sono consacrati i seguenti 
scritti: Hazzidakis, Ueber die Curven, tcelche sich so bewegen 
kdnnen, dass sie stets geodàtische Linien der von ihnen erzeugtm 
Fldchen bleiben (Joum. f. Math., 95, 1883); Molins^ Sur les courbes 
gauches doni le rayon de torsion et le rayon de la sphère oscula- 
trice soni dans un rapport Constant (Mém. de l'Acad. de Toulonae, 
Vin, 6, 1884); E. Cesàro, A proposito di un problema stMe diche 
(Giom. di Mat., 24, 1886); Pirondini, Sulle linee a doppia cur- 
vatura (Id., 26, 1888) ; Venske, Béhandlung einiger Aufgaben der 
Variationsrechnung welche sich auf Raumcurven constanter erster 
Kriimmung beziehen (Diss. GSttingen, 1891); Stackel, Ueber alge- 
braisch rectifidrbare Raumcurven (Math. Ann, 43, 1893) e Ueber 
algebraischen Raumcurven (Id., 45, 1894). 

Rileveremo da ultimo che della teoria che ci occupa possediamo 
parecchie buone esposizioni speciali (senza contare quelle che si 
leggono nei trattati di geometria analitica dello spazio) £atte 
con senza il sussidio delle coordinate. Vanno ricordate — oltre 
quella che si legge nella prima delle Note di cui LiouviUe corredò 
la sua edizione della grande opera di Monge (cfr. n. seg.) — parti- 
colarmente le seguenti : A. Schell, Allgemeine Theorie der Kurven 
doppeUer Kriimmung in rein geometrischer DarsteUung (Leipzig, 
1859); P. Serret, Théorie nouveUe géométrique et mécanique dee 
courbes à doublé courbure (Paris, 1860) ; H. Laurent, Théorie des 
courbes gauches (Ann. Ec. norm., 11,1, 1872); R.Hoppe, Prindpien 
der analytischen Curventheorie (Arch. der Math., 56, 1874 ; v. anche 
Id., 60, 1877); Aoust, Analyse infinitesimale des courbes de V espace 
(Paris, 1876); E. Gatalan, Théorie analytique des lignee à doublé 
courbure (Mem. la Soc. rqy. des Sciences de Liège, 6, 1878). 

4. Abbandoneremo ora le figure ad una dimensione per ren- 



(1) È ivi risposto affermativamente alla questione se esistano delle curve 
algebriolie reali a torsione costante. 

Delle curve a torsione costante tratta anche la nota del Coaserat citata 
più innanzi, cioè in fine del n. 9 di questo Cap. 
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dere conto dello stato attuale delle nostre cognizioni intomo 
alle proprietà infinitesimali delle superficie; le relazioni geome- 
triche che ora passiamo a descrìvere, a differenza di quelle 
esposte nel Gap. ni, non si trovano nel campo delja geometria 
projettiva, né vi si possono ricondurre applicando quella nota 
considerazione (v. Gap. X, n. 8) che fa apparire le proprietà me- 
triche come casi particolari delle descrittive e ciò perchè, per 
dirla con le parole di F. Elein (1) — il gruppo di trasforma- 
zioni proprio alla geometria differenziale non ha nulla di comune 
con quello che caratterizza la geometria projettiva. 

Un capitolo importantissimo della disciplina di cui ora im- 
prendiamo lo studio è opera di Eulero e Meusnier; alludiamo 
alla teoria della curvatura delle superficie su cui questi geo- 
metri scrissero due fondamentali memorie, entrambe intitolate 
Becherckes sur la courbure dee surfaces, e di cui una venne 
stampata pei Mém. de Berlin (16, 1760) (2) e la seconda fu 
letta air Accademia di Parigi il 14 e il 21 febbraio 1776 e in- 
serita nella raccolta dei Sav. Étr. (10, 1785). Ma la nascita 
della geometria differenziale si può far datare dalla pubblica- 
zione del classico libro di Monge: Application de Vanalyse à la 
geometrie (3); e siccome in seguito lo scritto che più potente- 
mente contribuì allo sviluppo di essa fu quello di Gauss intito- 
lato Disquisitìones generales circa 3uperficie8 curvas (4), così ci 



(1) Si veggano le ammirabili Vergleichetide Betrctehtungen Uber neuere 
géometriaehe Forachungen (Erlangen 1872; oppure Math. Ann., 48, 1898). 

(2) Ivi è, fra Taltro, dimostrato erroneo il ritenere che in ogni punto di 
qualsiasi superficie esista una sfera osculatrice. 

(8) Fu pubblicato col titolo sopraindicato nel 1807 e nel 1809; ma prima 
era stato in parte stampato (1795 e 1801) col titolo FeuiUes d'analyse 
appliquée à la geometrie. La migliore edizione che se ne possiede é quella 
che il Liouville curò nel 1850 corredandola di numerose note. 

L* importanza delle indagini di Monge fu riconosciuta anche da Lagrange, 
di cui passarono aUa storia le parole: '^ Avec son application de Tanaljse 
ò, la repréaentation des surfaces, ce diahle d'homme sera immortel! ,. 

(4) Presentata alla Società delle Scienze di Gottinga Td ottobre 1827 ed 
inserita nel t. 6 delle Commentationea recentiores Societatis Oottingensis ; ri- 
prodotta poi in Cfauas Werhe^ 4 (GOttingen, 1878) ed in appendice all'edi- 
zione di Monge &tta da Liouville. Si connettono ad essa le Untersuchungen 
Uber Oegenstdnde der Mheren Oeodàsie inserite nel volume testé citato delle 
Opere di Gkkuss. 

Una traduzione francese di questa memoria si legge in Nouv. Ann., 11 
(1852) ed una tedesca di A. Wangerin forma il volume degli * Ostwald's 
Elasnker der exakten Wissenschafben „ intitolato Allgemeine Fldchenthearie 
(Leipzig, 1889). 
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sembra conveniente scegliere come canavaccio della nostra espo- 
sizione l'ordinamento di materie .preferito dai due sommi geo- 
metri teste citati, indicando dapprima quello che essi scrissero 
sui vari argomenti di cui si occuparono e poi le aggiunte fatte 
dai geometri che ne calcarono le orme. 

6. Chi apre oggi il grande trattato di Monge si trova din- 
nanzi un primo § privo di grande interesse, ma che è un'indi- 
spensabile preparazione a quanto segue, avendo per argomento la 
determinazione mediante il calcolo delle rette normali e dei piani 
tangenti ad una superfìcie qualsivoglia. Più importanti sono i 
quattro §§ successivi i quali sono dedicati ordinatamente alle 
superficie coniche, alle cilindriche, a quelle di rivoluzione (1) ed 
a quelle rigate che (per dirla in linguaggio moderno) sono con- 
tenute in una congruenza lineare avente una direttrice all'infi- 
nito. Più notevole è il § VI, giacché ivi Monge, nel trattare 
delle superficie inviluppi (2) e nel considerarne le coppie, le teme 
le quaterne di inviluppanti consecutive, introduce le nozioni 
fondamentali di " caratteristica »; di ^ spigolo di regresso » 
e di punti stazionari „ d'un inviluppo. Si collegano a questo § 
i tre successivi i quali concernono ordinatamente le superficie 
tubulari (inviluppo di una sfera di raggio costante il cui centro 
percorre una curva piana) (§ VII), le superficie aventi per linee 
di massima pendenza su un piano dato delle rette d'inclinazione 
costante sul piano stesso (§ Vili) ed infine l'inviluppo di una 
superficie dotata di un moto di traslazione tale che un punto 
ad essa invariabilmente connesso scorre sopra una linea data 
(§ IX) (3). 

À partire da questo punto dell'opera di Monge, la teoria delle 



(1) Queste tre fiELmiglie di superficie soddisfanno una conditone comune 
che TEnneper ha stabilito nella nota Ueber ein geometriaches Problem (GOtting. 
Nachr., 1874). 

(2) Oix. Enneper, Bemerkungen Uber die Enteloppe einer Fl&ehe (Math. Ann., 
5, 1872). 

(3) Se X ^^^ l (t), y = r\ (t), z = l{t) sono le espressioni parametriche delle 
coordinate dei punti di questa e F (x, y, 2;) =» Tequazione della superficie 
mobile in una sua posizione, la superficie cercata ha per inviluppante quella 
di cui 

ò l'eqnazioiie. 



• 
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equazioni a derivate parziali entra in scena per recitare la parte 
importante che questo grande matematico le assegnò nella geo- 
metria analitica superiore ; da questo istante si scorge come in 
un gran numero di casi per caratterizzare la natura intima di 
una famiglia di superfìcie sia assai più conveniente il conside- 
rarne l'equazione differenziale che l'equazione in termini fìniti. 
Esempi capaci di mostrare la verità di tale osservazione sono a 
dovizia offerti dalle rigate contenute in un complesso lineare spe- 
ciale coU'asse all'infinito o a distanza finita (§§ X e XI), altri 
dalle sviluppabili (§ XII), dall' inviluppo definito da Monge nel 
precedente § IX (§ XTTT) e dal luogo di una curva mobile che 
scorre con un suo punto sopra una curva fissa (§ XIY) (1). 

A nuove classi di superficie ancor più degne di studio guida 
la considerazione del modo in cui sono distribuite nello spazio 
le normali di una superficie e la conseguente introduzione delle 
linee dì curvatura ; l'una e l'altra sono fatte conoscere nel § XV, 
il quale è fra i più importanti dì tutta l'opera di Monge; il 
caso particolare notevole dell'ellissoide dà matèria al § succes- 
sivo nel quale sono riesposte delle ricerche che Monge aveva 
fatto già conoscere altrove (cfr. Cap. HI, n. 6 (2)). Numerosis- 
sime ed importantissime sono le questioni cui dà luogo la nozione 
di raggi principali di curvatura di una superficie in un punto 
e di linee di curvatura. Si può ad es. cercare come siano gene- 
rabili le superficie di cui le linee di curvatura d'un sistema stanno 
tutte in piani di data giacitura (§ XYII). Si può poi chiedere per 
quali superficie accada che uno dei raggi di curvatura è costante; 
a tale domanda rispose Monge (§ Xviil) dimostrando che una su- 
perficie dotata di tale proprietà è generabile nel modo indicato dai 
§§ IX e Xm della sua opera. Se i due raggi di curvatura sono fra 
loro eguali e diretti nello stesso senso, la superficie è sferica 
(§ XIX); se invece sono fra loro eguali ma in direzioni opposte 



(1) Probabilmente qui il Lie trovò lo stimolo alle ricerche che lo condus- 
sero alla Bestimmung aller Flàehen die in mehrfacher Weise durch Tranélch 
iUmsbewegKng einer Curve erzeugt werden (Arch. for Math. og Nat., 7, 1882). 

Rignardò alle superficie suddette si consulti anche T importante lavoro 
del Mainardi Sulle superficie generàbili dal movimento di una linea piana qua- 
lunque (Mem. Soc. XL, 20, 1830; cfr. la nota dello stesso autore Su la teoria 
delle curve (Tortolinì Ami., 5, 1854). 

(2) Sullo stesso argomento si vegga la nota del Gajley, On a Class of 
IHfferenùial Equations, and on the Lines of Curvature of an Ellipsoid (Cam- 
bridge Joum., 3, 1843). 
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le superficie hanno la proprietà (1) di essere d'area minima 
(§ XX) (2). Se poi uno dei raggi di curvatura in ogni punto è 
infinito, la superficie è rigata (§ XXI) (3). 

Alla teoria della curvatura delle superficie si ooUogano le im- 
portanti ricerche di Monge sulle superficie tubulari a direttrice 
qualunque (§§ XXTT e XXYI ; v. anche Hoppe, Bedingung einer, 
Kanalfiàche nebst einigen Bemèrkungen an Kanalflachen, Arch. der 
Math., n, 1, 1884), nonché su quelle le cui normali toccano una 
data sfera (§ XXTTI), un dato cono (§ XXIV) o una data svi- 
luppabile (§ XXV): sono queste le prime indagini intomo alla 
determinazione di una superficie di cui si conosca una' falda 
della superficie dei centri di curvatura, indagini che furono ai 
tempi nostri validamente proseguite dal Weingarten (Ueher die 
Flachen, defen Normalen eine gegébene Flàche beruhren, Joum. f . 
Math., 62, 1863), dall'Enneper (Veber die Flachen, wdche gegebenen 
Fldchen der KriimmungsmiUelpunkte entsprechen, Gdtting. Nadir., 
1872), dall'Hoppe (Abwickelbare MiUdpufMsfUichen, Arch. der Math., 
63, 1879; Bestimmung einer Fioche durch die eine ihrer MiUdr- 
punktsflàchen, Id., 68, 1882), dall' August (Ueber Flachen mit gegé- 
bene Mittdpunktsfldche und Ober Krummungsverwandschaft, Ivi), 
e dal Budio (Zur Theorie der Flachen, deren KrummungsmiUel' 
punktsflàchen 'confocalen Flachen zweUen Qrades sind, Joum. f . 
Math., 95, 1883). 

Notiamo finalmente che per tutte le anzidette famiglie di su* 
perfide Monge trovò le equazioni generali sia differenziali sia in 
termini finiti; siccome egli insegnò a risalire da quelle a queste, 
così la grande opera di cui ci stiamo occupando merita uno 
studio approfondito anche dai cultori dell'analisi infinitesimale; 
che i geometri puri debbano occuparsene è dimostrato, a tacer 



(1) V. Lagrange, Essai sur une nauveUe tnéthode pour déterminer les ftm- 
etions maxima et minima des formules iniégràles indéfinies (Miscellanea Tan- 
rinensia, 2, 1760-61), e Meunier, citate Recherehes sur la eourbure des surfaees. 

(2) È nel suo Mémoire sur le calcul integrai des équaiions aux différenees 
partieUes (Mém. de TAcad. des Se, Paris, 1784) che Monge si occupò per 
la prima volta delle superficie di area minima e dell* inte^^razione della 
equazione differenziale scoperta da La^iprange che le caratterizza. 

Alcuni lievi errori in essa contenuti furono corretti, ooll^aiuto di Monge 
stesso, da Legendre nel Mémoire sur Vintégraiion de qudques équaHans aux 
dérivées partieUes (Id., 1787). 

(S) Gfr 0. Rodrigues, Recherehes sur la théarie analytique des lignea et des 
rayons de curbure des surfaees (Corr. Éc. poi., 3, 1815). 
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d'altro, dalle eleganti costruzioni che Monge scoprì per molte 
delle famiglie di superficie dianzi definite. 

Q. Colui che, più di qualunque altro, può aspirare al nome di 
continuatore dell'opera analitica di Monge è Carlo Dupin, al quale 
siamo debitori di due lavori magistrali su cui è un dovere ed 
un piacere per noi l'arrestarci qualche momento. 

U primo porta il titolo modesto Développements de geometrie 
(Paris, 1813), ma ha lo scopo non modesto di trattare tanto 
analiticamente quanto geometricamente tutte le questioni rela- 
tive alla teoria della curvatura delle superficie ; esso consta di 
cinque memorie distinte, ma fra loro coordinate, di cui la prima 
e la quarta sono di geometria pura, le altre di geometria ana- 
litica. La prima, dopo molte ricerche sull' osculazione e sulla 
curvatura delle superficie e delle loro sezioni, fa conoscere gli 
elementi della teoria affatto originale delle " tangenti con- 
iugate , (1), teoria che viene poi svolta nelle due memorie 
successive, nell'ultima delle quali incontrasi per la prima 
volta T' indicatrice » a cui Dupin legò il proprio nome (2). La 
quarta memoria concerne la " curvatura considerata in tutta 
l'estensione di una superficie „, e nella quinta si trova uìia teorìa 
delle trajettorie ortogonali applicate alla determinazione delle 
linee di curvatura. A Dupin siamo ancora debitorì della no- 
zione di ^ linee asintotiche „ e delle prìme rìcerche su queste 
notevoli linee, a cui in seguito molti geometrì consacrarono 
delle rìcerche importanti (3) e che suggerìrono la considerazione 



(1) Una generalizzazione del teorema di Dupin sulle tangenti coniugate è 
esposta nell^artioolo di £. Weber, Theorie der Flàchenelemente hdherer Ord- 
Hung des Bttumes von 3 Dimensionen (Math. Ann., 44, 1894). 

(2) Cfr. E. Barbier, Sur une généralisation de Vindicatrice de Ch. Dupin 
(C. R.V 105, 1887). 

(8) Ricorderemo qui quelle generali delPEnneper (Ueber aaymptotische 
Linien, GCtting. Nachr., 1870; Weitere Bemerhungen àber asymptotische Linien, 
Id., 1871), del Lelieuvre (Sur lea lignea de courbure et lea lignea asympto- 
tiques des surfaces, 0. R., 106, 1888; Bull. S.M.F., 16, 1888) e del Eoenigs 
(Sur les réseaux plans à invariante égaux et lea lignea aaymptotiquea, C. R., 
114,1892), e quelle speciali dell'Hoppe (Zweite aaymptotiache Linie einer Re- 
gdflàehe, Àrch. der Math., 60, 1877), deirHalphen (Sur lea lignea aaymptotiquea 
dea aurfacea gauchea douéea de deux directrirea rectilignea, Bull. S. M. F., 5, 
1877), del Bioche, Sur lea lignea aaymptotiquea de certainea aurfacea gauehea 
(Touìouse Ann., 2, 1888), e di H. Maschke (Aaymptotic Linea on a Ciradar 
Ring^ Bull, of the American Math. Soc, II, 1, 1895). 
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sopra ogni superiEicie di altre linee, da un certo punto di vista 
analoghe (1). Da ultimo [dulcis in fundo!) dall'opera di Dupin 
sì apprende l'importantissimo teorema : *^ le superficie di un si- 
stema triplo ortogonale si tagliano nelle loro linee di curva- 
tura „, il quale, come vedremo, servì di punto di partenza a 
una quantità di indagini sulle superficie e fu giudicato di tanto 
valore che molti geometri non credettero abbassarsi cercandone 
nuove dimostrazioni (2). 

Di cinque memorie distinte si compone pure la seconda opera 
geometrica di Dupin (Applications de geometrie et de méchanique 
à la marine, aux ponts et chaussées, etc, pour faire suite aux 
" Développements de geometrie „^ Paris, 1822) ; ma di esse una sola 
è di diretta pertinenza della geometria (3): e quella intitolata 
Sur les routes suivies par la lumière et par les corps élastiques, en 
general, dans les phénomhies de la réflexion et de la réfraction (4), 
e nella quale, fra l'altro, è fatto uno studio metodico della 
ciclide (cfr. Cap. EX, n. 9), che è Tunica superficie — oltre la 
sfera, il cono ed il cilindro circolari — di cui tutte le linee di 
curvatura sono circolari, ed è insegnata una grande esten- 



(1) Tali sono quelle di cui si occupò per la prima volta il Darbouz nella 
nota intitolata Les courbes tracées sur une surfcme, et dont la sphère aseula- 
trice est tangente en chaque point à la surface (G. R., 73, 1871) e studiate 
poi dairEnneper (Bemerhungen Uber die Differentialgleichung einer AH von 
Ourven auf Flàchen, Gdtting. Nachr., 1871), e dal Oosserat {Sur les courbe» 
tracées sur une surface et dont la sphère osculairice est tangente en chaque point 
à la surface^ 0. B., 121, 1895). Tali quelle, esistenti soltanto nelle regioni 
a curvatura positiva, le cui tangenti fanno colle tangenti coniugate Tangolo 
minimo; preparate dalla nota di Hoppe Ueber das Minimum des Wtàcels 
zwischen zwei conjugierten Tangenten auf positivgekrUmmter FUlche (Arch. der 
Math., 69, 1882), esse vennero cominciate da E. Pucci {DelV angolo caratte- 
ristico e delle linee caratteristiche di una superficie, Lincei Rend., lY, 5, 
1889i) e proseguite da V. Reina {Di alcune proprietà ddle linee caratteristiche 
(Ivi). Tali le ' curve equidistanti , che vennero incontrate indipendente- 
mente dal Tchébycheff {Sur la coupé des vétements, Ass. fr., Paris 1878) e dal 
Voss ( Ueber ein neues Princip der AbbUdung hrummer Flàchen, Matb. Ann., 
19, 1881) e da quest'ultimo poi studiate nella nota Ueber dquidistante Cur- 
vensysteme auf krummen Flàchen (Eatalog der math. Ausstellung zu NCLm- 
berg, MOnchen 1892). 

(2) Fra essi citeremo qui il Cayley per la nota A Demonstration of Dm- 
pin^s Theorem (Quart. Joum., 12, 1873) e 0. v. Lichtenfels per Tarticolo Zum 
Beweise des Theorems von Dupin (Monatshefte, 5, 1894). 

(3) A mostrare però che anche le rimanenti non sono destituite di va- 
lore matematico, citeremo la nota del Codazzi Intorno ad alcuni teoremi 
di Dupin (Tortolini, Ann., 8, 1857) ove sono dimostrate certe proposizioni 
(.Iella memoria Sur la stabilite des corps flottante. 

(4) Cfr. Minding, Neuer Ausdruck fUr die Hauptgesetz der Dioptrik (Pog- 
gendorff Annalen, 70, 1847). 
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sione dì cui è suscettibile un importantissimo teorema del Malus 
(1755-1811) (1). 

Pel desiderio d'essere brevi, non per avere esaurito quanto 
contengono di notevole le opere di Dupin, abbandoniamo questo 
egregio geometra e passiamo a dir qualche cosa intomo agli 
scritti che completarono questo o quel punto delle opere di- 
scorse nel n. precedente e nell'attuale. 

7. Accorderemo il primo posto alle investigazioni concernenti 
le più semplici superficie speciali. Fra quelle intomo alle super- 
ficie di rivoluzione ci limiteremo a ricordare le memorie seguenti: 
Enneper, Uéber ein geometrisches Theorem (G5tting. Nachr., 1868); 
Eésal, Sur la generation de la courbe méridienne d'une surface 
de revolution doni la courbure moyenne varie suivant une lòi donnée 
(C. R., 85, 1877); Molins, De la détermination des surfaces de 
revolution^ dont les trajectoires dea méridiennes sous un angle con- 
stani ont pour perspective dea spirales logarithmiques (Mém. de 
TAcad. de Toulouse, Vili, 7, 1885) e De la détermination dee 
surfaces de revolution ayant un méme axe donne et qui soni 
coupées par une sphère donnée suivant une tigne géodésique (Id., 
IX, 3, 1891); August, Ueber Sotationsfldchen mit loxodromische 
Venvandtschaft (Zeitschr. f. Math., 33, 1888); Pirondini, Sulla 
teoria delle superficie^ di rivoluzione (Ann. di Mat., Il, 18, 1890); 
E. Dolezwal, Ueber Differentialgleichungen von Sotations-und Re- 
gelflache (Arch. der Math., Il, 14, 1895). 

Pili numerosi sono gli scritti intomo alle rigate (2), di cui ri- 
corderemo quelli che seguono: Combescure, Sur quelques prò- 
blèmes relatifs aux surfaces réglées (Joum. f. Math., 62, 1863); 
Dini, Sopra alcune proprietà delle superficie rigate (Giorn. di Mat., 3, 
1865), Sulle superficie gobbe che possono essere rappresentate da un 
equazione data a derivate parziali del 2* ordine (Id., 3, 1865, e 4, 



(1) Si vegga il Métnoire sur Voptique di questo celebre fisico, inserite nel 
Joum. Éc. poi., 14* cab., 1808. Mentre questi aveva dimostrato che i raggi 
di una stella riflettendosi sopra una superficie qualsivoglia si trasformano 

' nelle normali a una superficie, Dupin osservò che le normali ad una super» 
fìcie dopo quante si vogliano riflessioni e rifrazioni diventano normali ad 
un'altra superficie. 

(2) Le rigate costituiscono la più semplice categorìa delle superficie che 
il LeUeuvre ha considerate nella memoria Sur les surfaces à génératrices 
rationneUes (Ann. Éc. norm., ITI, 12, 1895). 
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1866) e Sulle superficie gobbe applicabili a quelle di rieolmione e su 
alcune proprietà détte superficie gobbe delle normali principali di una 
curva (Id«, 4, 1866); Catalan, Becherches sur les surfaces gauches 
(Belgique Mém., 18, 1866) ; Faìs, SiMe principali proprietà delle 
trajettorie ortogonali delle generatrici delle superficie rigaie (Bologna 
Mem.,IV, 1, 1880); Pirondini, Studii geometrici r dolivi specialmente 
alle superficie gobbe (Giorn. dì Mat., 23, 1885) e Sulle superficie 
rigate (Id., 25, 1887); Molins, jS>iir les surfaces gauches dont la ligne 
de striciion est piane et qui soni coupées sous le méme angle par le 
pian de cetU ligne (Mém. de l'Acad. de Toulouse, Vm, 9, 1887); 
Eoenigs, Détermination sotts forme eocplicìle de tonte surface téglie 
rapportie à ses lignee asymptotiques, et, en particulier, de toutes 
les surfaces réglées à lignee asymptotiques alg&yriques (G. R., 106, 
1888); Bioche, Sur les systèmes de courbes qui divisent homogra- 
phiquement les générairices d'une surface réglée (Bull. Se. math., 
II, 12, 1888), Sur les surfaces gauches dont les lignee de cour- 
bure possèdent une proprietà donnée (Ivi) e Sur les surfaces ré- 
glées qui passent par une courbe et coupent sous un angle donne 
la développable des tangentes (Ivi) ; Rafify, Détermination des sur- 
faces harmoniques réglées (C. R., 110, 1890 (1)); Hoppe, Zur 
Theorie der Regelflachen (Arch. der Math., E, 9, 1892) e Con- 
struction einer Begdflàche aus gegebener Strictionslinie (Ivi). 

Una esposizione delle proprietà delle superficie rigate si 
legge nell'opera di E. Goedseels, Théorie des surfaces réglées 
(Louvain, 1885); mentre in particolare delle sviluppabili tratta- 
rono: Molins, Sur les lignee de courbure et les lignes géodésiques 
des surfaces dévdoppabUs dont les génératrices sont parallèles à 
cèlle d'une surface réglée quelconque (Joum. de Math., Il, 4, 1859); 
Mangoldt, Ueber cine charakteristische Eigenschaft der devdop- 
pablen Fldchen (Math. Ann., 19, 1881); Vivanti, Sulle trasfor- 
mazioni 'di contatto che trasformano qualunque sviluppabile in una 
sviluppabile (Palermo Rend., 5, 1891), nota a cui serve di con- 
tinuazione l'altra dal titolo Un problema sulle trasformazioni di 
contatto (Ivi). 

Altri complementi degni di nota alle opere di Monge e di 
Dupin sono rappresentati dai risultati che ebbero le indagini 

(1) Questa nota prepara le Recherches sur les surfaces harmoniques dello 
stesso geometra, delle quali tre sezioni apparvero ;in: Tolouse Ann., 1894; 
Joum. de Math., IV, 10, 1894; Ann. Éc. norm.. Ili, 12, 1895. 



I 
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sul modo dì comportarsi delle lìnee di curvatura in un ombìlico 
di A. Cayley {On Differentìal Equatiana and Umbilici, Phil. Mag., 
24,1863), W. R. Hamilton {Elements of Quaternions, London, 1866), 
Prost {On the Direction of Lines of Curvature in the Neighbourhood^ 
of an Umbilici, Quart. Journ., 10, 1869; v. Cayley, Note on 
Mr. Prosi Paper, Id., 11, 1870), R. Hoppe {Kriimmungslinien in den 
Nabelpunkten von Flachen, Arch. f. Math., 70, 1883) e Bieche 
{Remarques sur les lignes de courbure qui passent par un ombilic, 
Bull. S. M. P., 18, 1890) (1). 

Hanno delle analogie con queste le osservazioni del Brioschi 
Sulle linee di curvatura (Tortolini Ann., 4, 1853), del Ribaucour 
(1845-1895) Sur la théorie des lignes de courbure (C. R., 74, 1872; 
V. anche Note sur les développées des surfaces, Ivi), le ricerche 
del ROthig, Zur Theorie der Flachen (Joum. f. Math., 85, 1878), 
del Enoblauch, Ud>er die Bedingung der Isometrie der KrUm- 
mungscurven (Id., 103, 1888) e il Teorema relativo alle linee di 
curvatura delle superficie e sue applicazioni (Ann. di Mat., H, 16, 
1888) del Pirondini ; più speciali, ma dotate di non comune im- 
portanza, sono le note del Darboux aventi per iscopo la Déter^ 
mination des lignes de courbure d'une classe de surfaces et en par- 
iiculier des surfaces tétraédriques de Lamé (C. R., 84, 1877) e la 
Détermination des lignes de courbure de toutes les surfaces de 
quatrième classe, correlatives aux cyclides, qui ont le cercle à V infini 
pour tigne doublé (Id., 92, 1881). 

Come continuazioni o derivazioni delle classiche opere di 
Monge e Dupin possono anche riguardarsi gli studi sulle su- 
perficie che sono divise in quadrati infinitesimi dalle loro linee 
di curvatura, i quali vennero inaugurati dal Cayley {Sur les sur- 
faces divisibles en carrés par leurs lignes de courbure et sur la 
théorie de Dupin^ C. R,, 74, 1872 ; On the Surfaces divisible into 
Squares by their Curves of Curvature, Proc. L. M. S., 4, 1871-73) 
e continuati dal Weingarten {Ueber die Differentialgleichungen 
der Oberfidchen, wélche durch ihre Kriimmungslinien in unendlich 
ideine Quadrate geteilt werden, Berliner Ber., 1883) e dal Willgrod 
(Ueber Flachen welche sich durch ihre Kriimmungslinien in unend- 
lich ideine Quadrate teilen lassen, Diss. Gòttingen, 1883). Con 
tali investigazioni hanno qualche affinità quelle del Fibbi Sulle 



(1) Cfir. Picard, Tratte d'analyse, 3 (Paris, 1895), p. 225. 
Loiu, n patiaUt ed U prétsnU dfìk principali Uorié gwmeirieh$, 11 
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superficie che, da un doppio sistema di traiettorie isogonali sotto 
un angolo costante delle linee di curvatura, sono divise in paral- 
lelogrammi infinitesimi equivalenti (Lincei Rend., V, 4, 1895j). 

8. Altrettanto si può dire di quelle assai più antiche e nu- 
merose intorno alle superficie le cui linee di curvatura di un 
sistema o di entrambi sono piane o sferiche, ed i cui risultati 
più cospicui sono consegnati nelle memorie seguenti : A. Serret, 
Mémoire sur les surfaces dont toutes les lignes de courbure soni 
planes ou sphériques (Joum. de Math., 18, 1853) ; 0. Bonnet, 
Mémoire sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes 
ou sphériques (Journ. Ec. poi., 33® cah., 1853); Joachimsthal, 
Sur les surfaces dont les lignes de Vune des courbures sont planes 
(Journ. f. Math., 54, 1857); Brioschi, Intorno ad alcune proprietà 

, delle superficie a linee di curvatura piane o sferiche (Tortolini 
Ann. 8, 1857); Picart, Mémoire sur les surfaces dont les lignes 
de courbure sont planes ou sphériques (C. R., 46, 1858); Dini, Sulle 
superficie che hanno le linee di curvatura piane (Ann. di Mat., 
II, 1, 1867); Sopra le superficie che hanno un sistema di linee di 
curvatura sferiche (Mem. Soc, XL, III, 2, 1869), e SuUe super- 
fìcie che hanno un sistema di linee di curvatura piane (Atti delle 
Univ. tose, 1869 e 1871); Enneper, Analytisch-geometrische Un- 
tersuchungen (G5tting. Nachr., 1868 (1), Ueber die Flàclien miteinem 
System sphdrischer Krummungslinien (Id., 1872), Untersuchungen 
iiber die Fldchen mit planen und sphàrischen Krummungslinien 
(G5tting. Abh., 23 e 26, 1880); Ueber die Fldchen mit einem 
System sphdrischer Krummungslinien (Joum. f, Math., 94, 1883); 
Ribaucour, Sur une propriété des surfaces enveloppes des sphères 
(C. R., 67, 1868) ; Kretschner, Beitrdge zur Theorie der Fldchen mit 
ebenen Krummungslinien, weUhe gegebenen Bedingungen genUgefi 
(Frankfurt a. 0., 1871); A. Razzaboni, Alcune proprietà delle su- 
perficie a linee di curvatura piane (Bologna Mem., HI, 10, 1879) ; 
Rouquet, Étude géométrique des surfaces dont les lignes de courbure 

' d'un sy stèrne sont planes (Toulouse, 1882) e Des surfaces dont 
toutes les lignes de courbure sont planes (Mem. de l'Acad. de Tou- 



(1) Cfr. Bockwoldt, Ueber die Enneper*schen Fldchen mit constaiUem posi- 
tivem KrUmmungsmaas, bei denèn die eine Schaar der KrUmmunglinien wm. 
ebenen Curven gebUdet wird (Diss. Gottingen, 1878). 
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louse, Vm, 9, 1887, e 10, 1888); E. Combescure, Sur les sur- 
faces doni les lignea de courbure soni planes dans un système 
seulement {ìlém. de TAcad. de Montpellier, 10, 1883); Dobriner, 
Ueber die Flàchen mit einem System sphdrischer Krilmmungslinien 
(Joum. f. Math., 94, 1883) ; Voretzsch, Untersuchung einer spe- 
cieUen Fldcke constanter mittlerer Krummung, bei welcher die 
eine der beide Scharen der Krummungslinien von ebenen Curven 
gebildet wird (Diss. GSttingen, 1883); Lecornu, Mémoire sur les 
surfaces enveloppes de sphères (Journ. Ec. poi., 53® cab., 1883); 
Darboux, Détermination d' une classe de surfaces à lignes de 
courbure planes dans un système et isothermes (C. R., 96, op- 
pure Bull. Se. math., II, 8, 1883); Pirondìni, Sulle superficie le 
cui linee di curvatura di un sistema sono piane (Gìorn. di Mat., 
22, 1884); Cayley, On the Surfaces toith Piane or Spherical 
Gurves of Curvature (Am. Joum., 11, 1888-89); Burnside, On 
the Surfaces whose Lines of Curvature are ali Piane (Mess., Il, 
20, 1890); Garonnet, Sur les surfaces dont les lignes de courbure 
d'un système soni planes et égales (C. R., 117, 1893); Adam, 
Sur les surfaces isothermiques à lignes de courbure planes dans 
un systètne ou dans les deux systèmes (Ann. Ec. norm., HI, 10, 
1893); Blutel, Sur les surfaces qui admettent un système de lignes 
de courbure sphériques et qui ont mème représentation sphérique 
pour leurs lignes de courbure (C. R., 116, 1893). Queste ri- 
cerche costituiscono una sezione del gran problema di trovare 
le superficie aventi per linee di curvatura delle curve presta- 
bilite, ad altre sezioni del quale sono preliminari importanti lo 
scritto del Petot Sur les surfaces qui ont pour lignes de courbure 
d'un système des hélices tracées sur des cylindres quélconques 
(C. R., 106, 1888), e quello del Bianchi Sulle superficie lepui 
linee assintotiche in un sistema sono curve a torsione costante (Lincei 
Rend., IV, 6, 1890,). 

Di ordine analogo, ma piìi vaste, sono le importantissime 
indagini sulle superficie di cui i raggi di curvatura in ogni punto 
sono legati da una relazione; inaugurate da Weingarten colla 
memoria Ueber die Oberflàchen^ far welche einer der beiden Haupt- 
krummungshalbmesser eine Function des andern ist (Journ. f. 
Math,, 62, 1863), esse vennero proseguite dall' Halphen {Theo- 
rème concernant les surfaces dont les rayons de courbure princi- 
paux sont liés par une relation, Bull. S. M. F., 4, 1876), dal 
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Lie {Ueber Fl&chen, deren Krumtnungsradien durch eine Relation 
terknUpft sind, Arch. f. Math. og Nat., 4, 1879; Sur les surfaces 
doni les rayons de caurbure ont etUre euz une retatum, Boll. Se. 
Math.y n, 4, 1880), dal Weingarten stesso (Ueber eine Eigen- 
9chaft der Flàchen bei denen der eine Hauptkrummungsradius 
eine Fundian dee anderen ist, Joum. f. Math., 103, 1888), dal 
Raffy [Sur certaines surfcices, doni les rayons de courbure sont liés 
par une relation, Bull. S. M. F., 19, 1891), e, nel caso in coi 
la superficie è rigata, dal Beltrami (Bisoluzione di un pro- 
blema relativo alla teoria delle superficie gobbe, Ann. di Mat., 7, 
1865) e dal Dini {SuUe superficie gobbe neUe quali uno dei due 
raggi di curvatura principale è una funzione dell'altro, Ivi). 

Rispetto a questa categorìa d'investigazioni si può considerare 
come una sottoclasse quella costituita dagli studi sulle superficie a 
curvatura media costante, benché alcuni di questi siano anteriori 
alla memoria di Weingarten, come risulta dall'elenco seguente: 
Delaunay, Sur la surface de revolution doni la courbure moyenne 
est constante (Joum. de Math., 6, 1841); G. Sturm, Note à Voe- 
casion de Varticle précédent (Ivi); Jellet, Sur la surface dont la 
courbure moyenne est constante (Id., 18, 1853); Dini, Sulle super- 
ficie nelle quali la somma dei due raggi di curvatura principale 
è costante (Ann. di Mat., 7, 1865); Chini, Sulle superficie a curva- 
tura media costante (Giorn. di Mat., 27, 1889 ; c£r. anche la nota 
dello stesso autore Sopra una classe di superficie, Ivi); Yivanti, 
SuUe superficie a curvatura media costante (Rend. Ist. Lomb., Il» 
28, 1895). 

Lo stesso si può ripetere per le ricerche intomo alle superficie 
per cui è costante la differenza dei raggi di curvatura prin- 
dpBÌi dovute al Lipschitz (Zur Theorie der krummen Oberfld- 
chen, Acta, 10, 1887; Sur les surfaces où la différence des rayons 
de courbure principaux en chaque point est constante, G. R., 104, 
1887) ed al Lilienthal (BemerkUng uber diejenigin Flàchen, bei 
denen die Differenz der Hauptkriimmungen Constant ist, Acta, 
11, 1888), e per quelle di *B. Calò, SuUe evolute delle super- 
ficie i cui raggi principali di curvatura sono legati dalla relazione 

ri — Tg = 2 To sen ( ^^"^^' ) (T© = cost.«) e sulle loro fissioni (Ann. 

\ 2To / 

di Mat., n, 21, 1893). 
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9. Anche le superiEicìe di area minima sono comprese come 
casi particolari fra quelle i cni raggi di curvatura sono legati 
da una relazione; ma la verità storica impone di considerare 
le memorie che ad esse si riferiscono piuttosto come comple- 
menti al § 20 delle Applications di Monge. Tali memorie co- 
stituiscono una collezione assai ricca e variopinta; lo Schwarz 
— che, come vedremo, è uno di coloro a cui maggjormente si 
deve se la teoria delle superficie in discorso ha raggiunto oggi 
una perfezione tanto considerevole — ne ha compilato un 
catalogo completo che auguriamo vegga ben presto la luce. In- 
tanto noi indicheremo qui le più cospicue pubblicazioni sull'ar- 
gomento, accordando il primo posto a quelle relative alle pro- 
prietà generali di esse e che sono: Poisson, Note sur la surface 
doni Vaire est un minimum entre des limites données (Joum. f. 
Math., ^, 1832); Scherk, Bemerkung uher die kleinste Fioche in-- 
nerhalb gegebener Orenzen (Id., 13, 1835); Steiner, Ueber parallele 
Flàchen (Berliner Ber., 1840); E. Q. Bjòrling, In integrationem 
aequationis derivatarum partialium cujus inpuncto unoquoque ambo 
rada curvedinis aequales sunt signoque contrario (Arch. der Math., 
4,1844); Bonnet, JVo^e sur la théorie generale des surfaces (C. R., 
37, 1853); Catalan, Sur les surfaces doni les rayons de cour- 
bure, en chaque poinf, soni égaux et de signes contrairès (Id., 41, 
1855) e Mémoire sur les surfaces dont Us rayons de courbure eh 
chaque point sont égaux et des signes contrairès (Joum. £c. poL, 
37® cab., 1858); Mathet, Solution d'un problème *de geometrie 
e Étude 'sur un certain mode de generation des surfaces d'étendue 
minimum (Jotim. de Math., II, 8, 1863); Enneper, Analytisch- 
geometrische Untersuchungen (Zeitschr. f. Math., 9, 1864); Weier- 
strass, Untersuchungen iiber die Flàchen in denen die mittlere 
Krummung uberall gleich ist (Berliner Ber., 1866) (1); Rie- 
mann, Ueber die Fioche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begren- 
zung (Gòtting. Abh., 13, 1867 (8); Christoflfel, Ueber einige allge- 
meine Eigenschaften des Minimumsfldchen (Journ. f. Math., 62, 
1867); Beltrami, Sulla^ teoria generale delle superficie d'area 



(1) È questo uno dei più importanti lavori sulle superficie di cui trat- 
tiamo. 

(2) Cfr. Niewenglowski, Exposition de la méthode de Biemann pour la de- 
termination des surfaces minimesde eontour donne {Ami, Éo. norm., II, 9, ISSOi 
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minima (Bologna Mem., Il, 7, 1868) (1); Schwarz (2), Beitrag zur 
Untersuchung der zweiten Variation des FlàcheninhaUs von Mini- 
malflachenstiicken im Allgemeinen und von Theilen der Schratiben- 
fioche im Besonderen (Berliner Ber., 1872), Miscellen aus detn 
Gebiete der Minimalfiàchen (Journ. f. Math., 80, 1875) e Ueber 
ein die Fldchen kleinsten FlàcheninhaUs betreffendes Problem der 
Variationsjrechnung (Acta Societatis Eennicae, 15, 1885); Ribau- 
cour, Étude des elassótdea. ou surfaces à courbure moyenne nulle 
(Belgique Mém., 44, 1881); Bianchi, Sopra una proprietà carat- 
teristica delle superficie ad area minima (Giorn. di Mat., 22, 1884); 
Pincherle, Sopra alcuni problemi relativi alle superficie d'area mi- 
nima (Rend. Ist. Lomb., n, 19, 1886); Kiepert, Ueber Minimal- 
fiàchen (Journ. f. Math., 82, 1887 e 85, 1888); Goursat, Sur 
un mode de transformation des surf aces minima (Acta, 11, 1888); 
P. Paci, Sopra le superficie minima (Torino Atti, 29, 1893-94) ; 
A. Demoulin, Note sur une déformation des surfaces de révolu- 
lution (Belgique Bull., Ili, 29, 1895). Riguardo a questi scritti ci 
limiteremo a notare che alcuni misero in luce ed altri sviluppa- 
rono la connessione che esiste fra la teoria delle superficie d'area 
minima, quella delle funzioni di una variabile complessa e quella 
della rappresentazione conforme di un'area sopra un'altra. 

Fra le superficie d' area minima furono in particolare stu- 
diate quelle ridate, e Catalan dimostrò (nella nota Sur les 
surfaces réglées dont V aire est minimum, Journ. de Math., 7, 
1842) che l'elicoide a piano direttore è l'unica superficie rigata 
in ogni punto della quale la curvatura media è nulla: risul- 
tato importante che venne poi confermato dal Wantzel in una 
nota presentata l'il febbraio 1843 alla Société Philomatique 
di Parigi, da M. Roberts {Sur les surfaces dont les rayons de 
courbure sont égaux, mais dirigés en sens opposés, Journ. f. Math., 
11, 1846) e da A. Serret (Sur la surfacè réglée dont les rayons 
de courbure sont égaux et dirigés en sens contraires, Ivi). — 
Un'altra importantissima classe di superficie minime è costi- 
tuita da quelle algebriche, delle quali trattano le memorie se- 
guenti : Geiser, Note iiber die algebraischen Minimumsfiàchen (Math. 



(1) Questo scritto si apre con una magistrale notizia storica sidle ricerche 
più antiche intomo alle superficie di area minima. 

(2) I lavori dello Schwarz sulle superficie d'area minima sono riunite 
nel t. 1 delle sue Gesammelte mathematische Abhandlungen^ 1 (Berlin, 1890). 
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Ann., 3, 1871); Henneberg, Bestimmung der niedrigsten Classenzahl 
der algebraischen Minimalflàchen (Ann. di Mat., Il, 9, 1878); Lie, 
Beitràgezur Theorie der MinimalfUichen (Math. Ann., 14 e 15, 1879)) 
C. Sehillìng, Die Minimalfldche 5. Classe (Diss. Gòttingen, 1880) ; 
Sturm, Beingeometrische Untersuchungen iiber algebraischen Mi- 
nimalflàchen (Journ. f. Math., 105, 1889). 

Alla determinazione sperimentale delle superficie d'area mi- 
nima limitate da un dato contorno si riferiscono le celebri 
esperienze di Plateau (1801-1883) (1); alla determinazione teo- 
rica di esse molti importanti scritti, fra i quali spiccano i se- 
guenti dello Schwarz: Ueber die Minimalflàchen deren Be- 
grenzung als ein von vier Kanten eines regularen Tetraeders 
gebildetes raumliches Vierseit gegeben ist (Berliner Ber., 1865), 
Bestimmung einer speciellen Minimalflàchen (Berlin, 1867), Fort- 
gesetzte Untersuchungen iiber specielU Minimalflàchen (2) (Berliner 
Ber., 1872), Uéber ein Modell eines MinimalflMchenstiickes welches 
làngs seiner Begrenzung vier gegebene Ebenen rechtwinklig trifft 
(Ivi), Ueber diejenigen Minimalflàchen, welche von einer Schaar 
von Kegéln zweiten Grades eingehillU werden (Journ. f. Math., 
80, 1875), Ueber einige nicht algebraische Minimalflàche welche 
eine Schar algébraischer Curven enthalten (Id., 87, 1879), Sur les 
surfaces à courbure moyenne nulle sur lesquelles on peut limiter 
une portion finie de la surface par quatre droites situées sur la 
surface (C. R., 96, 1883), Ueber specielle zwdfach zusammen- 
hàngende Flàchenstiicke, welche kleineren FlàcheninhaU besitzen als 
alle benachbarten, von denselben Randlinien begrenzten Flàchen- 
stucke (Gotting. Abh., 34, 1887), e Zur Theorie der Minimalflàchen, 
deren Begrenzung aus geradlinigen Strecken besteht (Berliner Ber., 
1894).' 

Le altre speciali superficie d'area minima non possono riu- 
nii'si in classi, sicché preferiamo dare qui l'elenco in ordine 
cronologico delle memorie relative, fidando che il loro titolo 
ne indicherà a sufficienza il tema: C. W. B. Goldschmidt (1807- 
1851), Determinano superficiae minimae rotatione curvae data 



(1) y. : Statique expérimentale et théorique dea liquides (Gand et Leipzig, 1873). 

(2) Ivi è esposta la soluzione completa del problema seguente enunciato 
da Gergonne nel 1816 (Ann. de Matìi., 7): * Tagliare un cubo in due parti 
per modo che la sezione sia limitata da due diagonali opposte e sia di area 
minima .. 
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duo puncta jungentis circa datum axe ertae (Qoetfcingae, 1831); 
M. Roberta, Discussion analytique de deux surfcices particulières qui 
iauissenf de la propriété d'avairpour chacun de leurs paints les deux 
ratfons de courbure égaux et de signes coniraires (Joum. de Hath., 
8y 1850); Padula, Nota intorno a due superficie i cui raggi di 
curvatura sono eguali e diretti in parti opposte (Napoli Bend., 
1852); Bonnety Note sur la théorie generale dessurfaees (C. R., 
37, 1853) ; A. Serret, Sur la moindre surface comprise entre des 
lignee droites données, non situées dans le meme pian (G. R., 40, 
1855); Lamarle (1806-1875), Note sur une classe particulière de 
surfaces à aire minime (Journ. de Matii., Il, 4, 1859); Schondorff, 
Ueber die Minimalfidchen, die von einem doppelt-gleickschenìdigen 
ràumlichen Viereck begrenzt udrd (Grdttingen, 1868); Henneberg, 
Ueber solche Minimalflàchen, wdche cine vorgeschriebene ebene Curve 
zur geodàtischen Linie luxben (Diss. Heidelberg, 1875) e Ueber 
diejenige Minimalfldche, welche die NeiVsche Parabd zur geodàtischen 
Linien hot (Vierteljahrsschrift der ZiircherNaturf. Ges.,21, 1876); 
Cayley, On a Special Surface of Minimum Area (Quart. Joum., 14, 
1876); Schilling, Die Minimalfiàche funfter Elasse mit dem Stereo- 
scop-Bild eines Modélls derselben (Diss. Góttingen, 1880); Enneper, 
Ueber Fldchen mit besonderen Meridiancurven (Gotting. Abh., 29, 
1882; cfr. H. Tallqvist, Construction eines ModeUes einer specièUen 
Minimalfiàche, Ofv. af finske Vetenskaps-Societetens F5rh., 31, 
1888-89); E. Neovius, Bestimmung zweier spedeUen periodischen 
Minimalflàchen, auf welchen unendlich viete gerade Linien und unen- 
dlich viete ebene geodàtische Linien liegen (Helsingfors Afh., 188$) e 
Untersuchungen einiger Singularitàten, welche im Inneren unfi avf 
der Begrenzung von Minimalflàchenstucken' auftreten konnen^ deren 
Begrenzung von geradlinigen Strecken gebUdet wird (Acta Soc. Fen- 
nìcae, 16, 1886); Liìieiìtìiaì, Ueber Minimalfiàchen, welche durch eU 
Uptische Integrale darstellbar sind (Journ. f. Math.,99, 1886); Wein- 
garten, Ueber die durch cine Gleichung von der Form X-f-?)+3=0 
darstellbaren Minimalfiàchen (Gotting Nachr., 1887); E. Gtòtting, 
Bestimmung einer speciellen Oruppe nicht algebraischen Minima^- 
chen welche eine Schaar von reellen algebraischer (\rven enthaUen 
(Diss. G5ttingen, 1887); Dobrìner, Die Minimalfiàchen mit einem 
System sphàrischer Krilmmungslinien (Acta, 10, 1887);F. Bohnert, 
Bestimmung einer speciellen periodischen Minimalfiàche, auf weleher 
unendlich viete gerade Linien und unendlich mele ebene geodàtische 
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Linien liegen (Diss. Gòttingen, 1888); Vivanti, Ueber Minimal- 
fiàchen (Zeitschr. f. Math., 33, 1888); W. Thienemann, Ueber 
eine transcendente ,iRnitnalflàche, ivelche cine Schar algebraiacher 
Baumcurven 4^ Grades enthdtt (Dis|. Giessen, 1890); Peche, Ano- 
lyiische Bestvmmung aìler Minimalfldchen, wélche eine Schar reeUer 
Paràbdn enthalten (Dìss. Gdttingen, 1891); Glaser, Ueber die Mi- 
nimalflàchen (Diss. Tiibingen, 1891); Schònflies, Surles surfaces 
minima limitées par quatre arétes d'un quadrilatere gauche e Sur 
les équatùms de deux surfaces minima périodiques, possédant la 
symétrie de Voctaèdre (C. R., 112, 1891); Cosserat, Sur les courbes 
algébriques à torsion cotìMante et sur les surfaces minima algé- 
briques inscrites dans une sphère (G. B., 120, 1895). 

10. Proseguendo lo svolgimento del nostro programma, di- 
remo ora * colla massima brevità possibile quali siano i punti 
pia salienti della seconda delle opere a cui, come già annun- 
ciammo (n. 4), trovansi in embrione le piti importanti teorie 
costituenti la geometria differenziale. 

Già fin dal primo § delle DisquisUiones generales circa super- 
ficies curvas c'imbattiamo in una nozione originale, quella di ^ rap- 
presentazione sferica , à\ una superficie su di un'altra (1), la 
cui fecondità, già segnalata da Gauss, fu messa poi in luce me- 
ridiana dai numerosi seguaci che ebbe il grande geometra e fra 
i quali ci piace ricordare i nomi del Darboux {Sur la repré- 
sentation sphérique des surfaces, C. R., 57, 1868; 58, 1869; 94, 
1882; 96, 1883; Ann. Éc. norm., HI, 5, 1888), del Ribaucour 
(Sur la représentation sphérique des surfaces, C. R., 75, 1872) e 
del Guichard {Sur les propriétés géométriques qui ne dépendent que 
de la représentation sphérique, C. R., 116, 1893). — Poco dopo 
(§ IV) incontriamo le '^ coordinate curvilinee di un punto di una 
superficie „, cioè quelle due variabili indipendenti in funzione 
delle quali sono esprimibili le coordinate ortogonali di un punto 
qualunque della superficie stessa (cfr. anche i §§ XYII e XIX). 
Nel § Vi troviamo la soluzione definitiva di un problema alla so- 
luzione del quale si affaticarono, non senza qualche frutto Eulero e 



(1) Essa era stata già incidentalmente incontrata da 0. Rodrìgues nelle 
Reeherches sur la théorie analytique dea lignea et dea rayona de cautbea dea 
aurfacea (Corr. Éc.* poi., 3, 1815). 
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Meusnier (cfr. n. 4), si affaticò indarno Sofia Germain (1776-1831) 
{Mémoire sur la courbure des surfaces, Joum. f. Math., 7, 1831), 
quello cioè di misurare la curvatura di una superficie in un 
punto. Gauss risolse tale in^portantissima questione generaliz- 
zando il procedimento che mena alla misura della curvatura in 
un punto di una linea piana o gobba, e giunse ad assegnare 
come misura della curvatura o {' curvatura integra ,) in un 
punto ordinario di una superficie il prodotto delle curvature in 
quel punto delle relative sezioni normali principali {Disquisi- 
tiones etc., § VILI) (1), mentre la citata scienziata francese aveva 
sostenuto^ che, per raggiungere quello i^opo, si deve considerare 
la somma delle curvature suddette. Dopo Gauss, altri matematici 
si occuparono della medesima questione, sia per esporre delle 
considerazioni somiglianti a quelle che egli istituì, ma conducenti 
a risultati differenti (2), sia per sostenere la convenienza di sce- 
gliere altre funzioni delle curvature principali in un punto di una 
superficie per misurare la curvatura di essa in quel punto (3). 
La curvatura integra di una superficie in un punto si può espri- 
mere t^nto se si conosce l'equazione della superficie in coordinate 
cartesiane {Disquisitiones etc, §§ VII e IX), quanto se sulle super- 
ficie sia stabilito un sistema di coordinate curvilinee (Id., §§ X 
e XI) : però i calcoli eseguiti da Gauss pec ottenere le espres- 



(1) Lo studio della curvatura di una superficie in un suo punto singolare 
fu fatta dal Painvin (Courbure en un paini multiple d'une surface, Jount 
f. Math., 72, 1870), dal De Salvert (Mémoire sur les ombilies coniquea, Ano. 
de la Soc. scient. de Bruxelles, 7, 1882) e dal Bioche (Sur un mémoire 
de Poissont Bull. S. M. F., 14, 1883; cfr. Poisson, Mémoire sur la courbure 
des surfaceSy Joum. f. Math.^ 7, 1832). 

(2) E. Roger, Note sur la courbure des surfaces e Note sur quelques prò- 
priétés des surfaces courbes (C. R., 69, 1869); Minding, Ueber die mittlere 
KrUmmung der Finche (Pétersbourg Bull., 20, 1875); R. Sturm, Ein Ano- 
logon zu Gauss' Satz von der KrUmmung der Fldche (Math. Ann., 19, 1883); 
A. Voss, Zur Theorie der KrUmmung der Fldchen (Id., 29, 1891). 

(8) Casorati, Nuova definizione della curvatura delle superficie e suo con- 
fronto con quella di Gauss (Rend. Ist. Lomb., II, 22) e Mesure de la courbure 
des surfaces suivant Videe commune. Ses rapports avec les mesure^ de cour- 
bure Gaussienne et moyenne (Acta, 14, 1889; cfr. Catalan, Sur la courbure 
des surfaces, Id., 15, 1891); la funzione dei raggi principali di curyatiira 
Ri e Ra che il Casorati propose di assumerà per misura della curvatura e 

^ [ ^j + ^, I ; ad accogliere tale proposta si oppone il fatto che non è in 

essa tenuto alcun conto dei segni delle curvature principali : ciò non toglie 
che le considerazioni svolte dall'autore a sostegno della sua idea siano in- 
gegnose e piene d^interesse. 
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sioni corrispondenti non hanno tutta la semplicità ed eleganza 
possibili, donde lo stimolo ai perfezionamenti che ad essi arre- 
carono il Baltzer (1818-1887) (Ableìtung der Gauss'schen Formel 
far die Flàchenkrummung, Leipziger Ber., 24, 1872) e TEscherisch 
(AbleUung des allgemeinen Ausdrucks fiir das KrUmmungsmaass, 
Arch. der Math., 57, 1875) (1). 

È opportuno segnalare subito i seguenti scritti a noi noti 
tendenti a commentare variamente le ricerche di Eulero e Gauss 
sulla teoria della curvatura delle superficie : Pliicker, Ueber die 
Kriimmung einer beliebigen Fldche in einem gegebenen Punkte 
(Joum. f. Math., 3, 1828); Àbel Transon (1805-1876), Secherches 
sur la courbure des lignea et des surfaces (Joum. de Math., 6, 
1841); Brioschi, Sopra il prodotto reciproco dei raggi di curvatura 
di una superficie (Tortolini Ann., 3, 1852); Chelini (1802-1878), 
Sulle formale fondamentali risguardanti la curvatura delle superficie 
e détte linee (Id., 4, 1853) e Della curvatura delle superficie con me- 
todo diretto ed intuitivo (Bologna Mem., II, 8, 1868) ; Beltrami, 
Di alcune formole relative alla curvatura delle superficie (Torto- 
lini Ann., 4, 1853); La Gournerie, Études sur la courbure des 
surfaces (Journ. de Math., 20, 1855); Vieille, Bemarques sur la 
théorie des lignes de courbure, et spécialement sur la plus courte 
distance de deux normales infiniment voisines dont Vune passe 
par un umbilic (Ivi); Codazzi, Sulla teoria delle coordinate curvi- 
linee e sul luogo dei centri di curvatura di una superficie qualunque 
(Tortolini Ann., 8, 1857); Curtis, Sur la surface lieu des centres 
de courbure principaux d'une surface courbe (Joum. de Math., II, 
3, 1858); Aoust, Sur la courbure des surfaces (C. R., 67, 1868); 
Mannheim, Mémoire sur les pinceaux de droites et les ìiormalies, 
contenant une nouvelle expression de la théorie de la courbure des 
surfaces (Journ. de Math., II, 17, 1872) e Mémoire d'optique gèo- 
métrique contenant la théorie du point représentatif d'un élément 
de surface reglée et son emploi, tant pour la démonstration nouvelles 



(1) A Liouville (Sur la théorie generale des surfaces, Journ. de Math., 16, 
1851), al Warren (An improved Form of Writing the Formule of C, F. Gauss 
for the Measure of Curvature, Quart. Joum., 16, 1879) e al Voss (Ueber die 
Fundaìnentalgleichungen der Flàchentheorie, Munchener Ber., 1892) si devono 
delle nuove ed eleganti espressioni della curvatura di una superficie in coor- 
dinate curvilinee. Al Painvin invece si deve il calcolo della Courbure en un 
point d'une surfaeé définie par son équation tangentielle (Journ. de Math., 
U, 17, 1872; cfr. C. R., 78, 1871). 
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de théorèmes rélatìfs à la courbure des surfaces que pour la déter- 
mination piane des éléments des surfaces caustiques (Lincei Mem., 
IV, 1, 1884-85); Halphen, Propriétés rekUives à la courbure de la 
développée d'une surface quelconque (G. B., 80, 1875) e Sur un 
poini de la théorie des surfaces (Ivi) ; A. Serret, Sur la courbure 
des surfaces (G. R., 74, 1877); De Salvert, Mémoire sur la théorie 
de la courbure des surfaces (Ann. de la Soc. scient. de Bru- 
xelles 5, 1881; cfr. 6. Loria, Sulla teoria della curvatura ddle 
superficie, Biv* di Mat., 2, 1890) e Note sur la théorie de la sur- 
face indicatrice des courbures (Id., 8, 1884); Dietrich, Dos Ver- 
haUniss der Hauptkrilmmungsradien an einem Fldchenpunkt, ge- 
messen durch den Wtnkel der zugehorigen Inflexionstangenlen 
(Zeitschr. f. Math., 26, 1881); Demartres, Sur la courbure totale 
des surfaces (Bull. S. M. F., 15, 1887) e Sur un point de la 
théorie des surfaces (Ivi); Lilienthal, Ueber die Krummung der 
Curvenschaaren (Math. Ann., 32, 1888) e Zur Théorie der Krum- 
mung dir Fldchen (Id., 39, 1891); Gilbert, Sur Vemploi des cosinus 
directeurs de la normale dans la théorie de la courbure des sur- 
faces (Ann. de la Soc. scient. de Bruxelles, 18, 1894). * 

Né si può lasciar passare inosservato che l'interessante studio 
delle alterazioni che subisce la curvatura di una superficie 
quando a questa vengano applicate delle speciali trasforma- 
zioni univoche venne fatto negli articoli seguenti: Franke, 
Sur la courbure des surfaces réciproques (Joum. de Math., DI, 
8, 1877); Mehmke, Krummungs-Eigenschaften der ràumlichen 
Inversion (Bòklen Mitth., 4, 1891), Ueber zwei die, Krummung 
vòn Curven und das Gauss'sche Kriimmungsfnass von Flàchen be- 
treffende carachteristische Eigenschaften der linearen Punkttrans- 
formationen (Zeitschr. f. Math., 36, 1891), Ueber die geodatisdie 
Krummung der auf einer Fioche gezo^enen Curven und ihre 
Aenderung bei beliebiger Transformation der Flàchen (Id., 37, 
1892) e Einige Sàtze ilber die raumliche CoUineation und Affinitàt 
welche sich auf die Krummung der Curven und Fldchén beziehen 
(Ivi), Untersuchungen iiber die auf die Krummung von Curven 
und Flàchen bezuglichen Eigenschaften der Beriihrungtransforma- 
tionen (Id., 38, 1893). Dello stesso ordine sono le ricerche del 
Vivanti, Ueber diejenigen Beruhrungstransformationen, welche das 
VerhàUniss des Krilmmungsmasses irgend zwei *^ich beruhrender 
Flàchen im Beriihrungspunkte unveràndert lassen (Zeitschr. f. Math., 



— 178 — 

« 

37, 1892) e del Demoulin, Bv^r les rdations qui existent entre 
les iléments infinitésimaux de deùx surfa^es polaires réciproques 
(C. R., 114/ 1892), e Sur la relation qui existe entre les courbures 
totales de deux eurfaces polaires réciproques par rapport à un 
paraboloide de revolution (Bull. S. M. F., 21, 1893). 

« 

11. Nell'espressione della curvatura in coordinate curvilinee 
p, q, entrano soltanto i coefficienti dell'elemento lineare della 
superficie ds^ = "Edp^ -+- 2¥dp.dq -h Gdq^ e le loro derivate ; di 
tali cofficienti Gauss per primo fece rilevare la straordinaria 
importanza per lo studio delle condizioni di applicabilità (senza 
rotture né duplicature) di una superficie su di un'altra (§ XII). 
Ed appunto il problema dell'applicabilità lo guidò ad avvertire 
la convenienza di considerare le superficie, non come limiti di 
solidi, ma sibbene come corpi infinitamente sottili, flessibili ed 
inestendibili (§ Xm). Seguendo questo ordine di idee egli 
giunse a scoprire la prerogativa più cospicua della curvatura 
integra, quella cioè di essere un * invariante di flessione „, a 
dimostrare cioè che comunque si fletta una superficie la sua 
curvatura in un punto non muta (1). Laonde per l'applicabilità 
di una superficie su un'altra è condizione necessaria che fra esse 
si possa stabilire una corrispondenza tale che in punti corrispon- 
denti la curvatura sia la medesima. Ma due superficie soddis- 
facenti a tale condizione non sono sempre applicabili l'una al- 
l'altra (2), a meno che entrambe non siano di curvatura costante; 
dell'importante ricerca delle condizioni «u^/ìcien^t per l'applicabilità 
trattò più tardi il Minding nel notevole articolo dedicato appunto 
alla questione Wie sich entscheiden lasst, ab zwei gegebene krumme 
Fldchen auf einander abwickelbar sind odernicht (Joum. f. Math., 



(1) Altre dimostrazioni di questa importante proprietà si apprendono 
dagli articoli seguenti: Liouville, Sur un théorème de M, Oauss^ eoncernant 
leproduU dee deux rayons de eourbure principaux en chaque point d'une sur- 
face (Joum. de Math., 12, 1847; e Nota IV a Monge); Bertrand, Démonstra- 
Uon d'un théorème de M. Gauss (Id., 18, 1848); Dif^piet, Note à Voecasion de 
Vartide préeédent (Ivi) ; Fuiseuz, Sur le mime théorhne (Ivi) ; Beltrami, Sulla 
teoria generale delle superficie (Atti Ist. Yen., 5, 1869); St&ckel, Zur Tkeorie 
dea Gauss' schen KrUmmungsmaasses (Joum. f. Math., Ili, 1893). 

(2) P. St&ckel ed A. Wangerin in due articoli Zur Theorie des Gauss'schen 
KrUmmungisnuMSses (Leipziger fier., 1893) hanno somministrato degli esempi 
assai interessanti deirinsu&cienza della condizione suddetta per l* applica- 
bilità di due superficie. 



'S^A^ 
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19, 1839) (1); egli ha così inaugurata la magnifica collezione di 
memorie sull'applicabilità delle superficie le une sulle altre, di 
cui ci sembra opportuno nominar qui gli elementi più cospicui, 
accordando il posto d'onore alle tre che megUo risposero al 
tema: ^ studio delle superficie che si possono applicare le une 
sulle altre senza rotture né duplicature „, proposto nel 1858 
dall'Accademia di Parigi pel gran premio delle scienze mate- 
matiche; sono: Bour (1832-1866), Théorie de la déformatiofì 
dea surfaces (Joum. Éc. poi., 59® cah., 1861) (2); 0. Bonnet, 
Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surfaee 
donnée (Id., 61® cah., 1865, e 62® cah., 1867); D. Codazzi, Afówotr^ 
relatif à l'application des surfaces les unes sur les avJtres (3) 
(Mém. pres., 27, 1882; efr. la nota dallo stesso autore Intorno 
alle superficie le quali deformandosi ritengono le stesse linee di cur- 
vatura, Tortolini Ann., 7, 1856). Il medesimo tema venne poi 
pili tardi variamente svolto nei seguenti scritti : Weingarten. 
Uebeì* eine Klasse aufeinander abtvickelbaren Flàchen (Joum. f. 
Math., 59, 1861), Eine neue Klasse aufeinander abudckelbarm 
Fldchen (GOtting. Nachr., 1887), Ueber die Théorie der aufeinander 
abwìckelbaren Oberfiàchen (Festsschrif t der technischen Hochschuie, 
Berlin, 1884), e Sur la théorie des surfaces applicables (C. R., 112, 
1891); Dini, Sull'equazione differenziale delle superficie applicabili su 
una superficie data (Giorn. di Mat., 2, 1864); Moutard, Sur la 
déformation des surfaces (Bull. Soc. phil., 1869); Ribaucour, Sur 
la théorie de l'application des surfaces les unes sur les autres (Ivi) 
e Sur la déformation des surfaces (C. R., 70,* 1870); A. Raz- 
zaboni. Sopra alcune superficie gobbe applicabili (Giorn. di Mat., 
21, 1884); Combescure, Sur l'application des surfaces (C. R., 
105, 1887); Goursat, Sur la théorie des surfaces applicables (C. 
R., 112, 1891), Sur le théorème de M. Weingarten et sur la 
théorie des surfaces applicables (Toulouse Ann., 5, 1891) e Sur 



(1) Cfr. anche gli articoli del medesimo geometra: Uéber die Bie^ng gè- 
wisser Flàchen (Joum. f. Math., 18, 1838) e Ueber einen besonderen FaU bei 
den Abwickelung krummer Flàchen (Id., 20, 1840). 

(2) Cfr. Cayley, On the Gaussian Theory ofSurfaces (Proc. L. M. S., 12, 1881). 
(8) Si noti a tale proposito, che le importantissime equazioni dimostrate 

ed applicate in qaesta memoria e che si designano d'ordinario col nome 
di * formolo Codazzi „ furono scoperte dal Minardi, come emerge dalla 
memoria di questo Su la teoria generale delle superficie (Giorn. deirist. 
Lomb., 9, 1856). 
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un problème relatif à la déformation des surfaces (Am. Joum., 14, 
1891); Mlodzieiowski, Sur la déformation des surfaces (Bull. Se. 
math., II, 15, 1891); Raflfy, Sur une transformation des formules 
de Codazzi et sur les caractères spécifiques des surfaces applicables 
sur les surfaces à courbure moyenne constante (Bull. S. M. F., 20, 
1892) e Sur le problème general de la déformation des surfaces 
(C. R., 114, 1892); Caronnet, Sur les couples des surfaces appli- 
cables (Bull. S. M. F., 21, 1893); P. Adam, Sur la déformation 
des surfaces (Id., 23, 1895), Sur la déformation des surfaces avec 
conservation des lignes de courbure (Ivi), e Mémoire sur la défor- 
mation des surfaces (Ivi); Stàckel, Sur un groupe continu de 
transfonnations avec vingt-huìt paramètres qu'on rencontre dans 
la théorie de la déformation des surfaces (C. R., 121, 1895) ; 
Genty, Sur la déformation infinitésimales des surfaces (Toulouse 
Ann., 9, 1895). 

A questi scritti si connettono altri relativi alle deformazioni 
che possono subire le superficie; i principali sono i seguenti: 
Beltrami, Sulla flessione delle superficie rigate (Ann. di Mat., 7, 
1865); Enneper, Ueber die Biegung einiger Fldchen (G5tting. 
Nachr., 1875); Weingarten, Ueber die Déformation einer biegsa- 
meh unausdehnbaren Flàchen (Journ. f. Math., 100, 1876) e Ueber 
die unendlich kleine Déformation einer biegsamen, unausdehnbaren 
Fldchen (Berliner Ber., 1886); Bianchi, Sopra la deformazione 
di una classe di superficie (Giom. di Mat., 16, 1878); Volterra, 
SuUa deformazione delle superficie flessibili ed inestendibili (Lincei 
Rend., IV, 1, 1885); Chini, Sopra alcune deformazioni delle super- 
ficie rigaU (Torino Atti, 26, 1890). 

IS. Ritorniamo ancora una volta alla fondamentale memoria 
di Gauss da cui questa lunga digressione ci ha allontanati. La 
parte residua di essa concerne le linee di lunghezza minima 
fra due punti o, adottando il nome proposto da Liouville, le 
linee * geodetiche » (1). Di queste (2) viene da Gauss doter- 



ei) Legendre nel Mémoire sur les opérations trigonamitriqius doni Uà réauUats 
dépendent de la figure de la terre (Paris, 1787) le chiamò invece * linee minime .. 

(2) Nelle indagini intomo alle linee geodetiche Grauss non fa senza pre- 
cursori. Infatti il problema che consiste nel determinare tali linee s'incontra 
nel corso delle discussioni che accompagnarono le origini del calcolo infi- 
nitesimale. Anzi Giovanni fiemoulli avvertì la proprietà caratteristica di 
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minata l'equazione differ^iziale (§ XIY e XVlil), la cui integra- 
zione venne poi studiata da egregi geometri (1); l'analogia di 
esse con le rette del piano condusse Gauss ad una notevole 
estensione dell'ordinario sistema di coordinate polari nel piano (2) 
ed al concetto di '^ circoli geodetici „ (§ XV) (3) e di *" curve geode- 
ticamente parallele „ (§ XYI); né va dimenticata la determinazione 
fatta da Oauss della curvatura totale di un triangolo geodetico, 
il risultato della quale venne poi generalizzato dallo Schering (4). 
Argomenti analoghi a quelli trattati in questa parte della 
memoria di Oauss sono svolti nei seguenti scritti : Steiner, Veber 
einige cUlgemeine Eigenschaft der Curven von dappelter Krummung 
(Berliner Ber., 1839); Minding, BeUràge zur Thearie der kur- 
zesten Linieri aufkrummen Flachen (Journ. f. Math., 20, 1840) (5); 
Beltrami, Sulla teoria delle linee geodetiche (Rend. Ist. Lomb., IT, 
1, 1868); Christoflfel, Allgemeine Theorie der geoddtischen Dreiecke 
(Berliner Abh., 1869); Darboux, Sur une sèrie de lignee analogues 
aux géodésiques (Ann. Ec. norm., 7, 1870); Cayley, On Geodesie 
Lines, in particular those of a Quadrio Surface (Proc. L. M. S., 



tali curve, dì avere come piano osculatore in ogni loro punto un piano 
normale della superficie su cui sono tracciate. Né in quell'epoca i geometri 
stettero sempre nel campo delle generalità, che anzi studiarono le geode- 
tiche sopra alcune superficie particolari, quali sarebbero le sviluppabili e 
le superficie di rivoluzione. Ma Tangustia dello spazio vieta a noi d'adden- 
trarci in queste indagini storiche minute; al nostro silenzio il lettore potrà 
sopperire facilmente ricorrendo alle eccellenti Bemerhungen zur GeschiMe 
der geodàtischen Linien di P. St3»ckel (Leipziger Ber., 45, 1898). 

(1) Liouville, Théorhne concernant V integration de Véquation dea lignea géo- 
désiques (Nota 111 a Monge); Brioschi, Sulla integraofione della equazione ddU 
geodetiche (Tortolini Ann., 4, 1853); ecc. 

(2) y. anche 0. Bonnet, Démonstration des propriétés fondamentaies du s^s- 
tèrne de eoordonnées polaires géodésiques (G. R.; 97, 1883) e Démonstration 
nouvelle de deux théorèmes de M, Bertrand (Ivi). 

(8) Cfr.: Darboux, Sur les cercles géodésiques (C. R., 96, 1883); Lie, Ueber 
die allgemeinste geodàtische Abbildung der geoddtischen Kreisen einer Flàehe 
(Arch. for Math. og Nat., 9, 1884) e Bestimmung des Bogendements àUer 
Fldehen deren geodàtischen Kreise eine infinitesimale BerHhrungstransformation 
gestatten (Ivi). 

(4) Erweiterung des Oauss'schen Fundamentalsatzes fUr Dreiecke in stHig 
gekrUmmten Flàchen (GOtting. Nachr., 1867). 

(5) Sono in certo modo analoghe alle geodetiche le linee studiate dallo 
stesso Minding nelle memorie Ueber die Curven des kUrzesten Perimeters auf 
krummen Fldchen (Journ. f. Math., 5, 1880) e Zur Theorie der Curven kUrzesten 
UmringSj bei gegebenem FlàeJieninhalt, auf krummen Fldchen (Id., 86, 1879), e 
dal Delaunay nella Note sur la ligne de longueur donnée qui renferme une 
aire maximum sur une surface (Journ. de Math., 8, 1843). 
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IV, 1871-73); Hoppe, Untersuchungen uber kurzeste Linien (Arch. 
f. Math., 64, 1879); Braunmiìhl, Ueber Enveloppen geadetischer 
Linien (Math. Ann., 14, 1879), e Ueber die reducierte Ldnge eines 
geodàùischen Bogens und die BUdung jener Fioche, deren Nor- 
male eine gegebene tlàche beruhren (Mtìnchen, 1883); Lie, Clas- 
sìfication der Flachen nach den TransfarmcUionsgruppe ihrer geo- 
deHschen Curven (Universitateprogramm, Christiania, 1879) e 
Untersuchungen uber geodatischen Curven, (Math. Ann., 20, 1882); 
0. Bo^en, Ueber geodàtische Linien (Zeitschr. f. Math., 26, 1881); 
Mangoldt, Ueber diejenigen Punkten auf positiv gekrUmmten Fla- 
chen, welche die Eigenschaft haben, dass die van ihnen ausgehenden 
geodatischen Linien, nie aufhoren kurzeste Linie zu sein (Joum. 
f. Math., 91, 1881), e Ueber die Qlassification der Flachen nach 
den Verschiebbarkeit ihrer geodatischen Dreiecke (Id., 94, 1883); 
Weingarten, Ueber die Veschiebbarkeit geodàtische Dreiecke in 
krummen Flachen (Berliner Ber., 1882); Brill, Zur Theorie der 
geodatischen Linien und des geodatischen Dreiecks (Miìnchener 
Abh., 14, 1883); Ltiroth, Ueber die Bestimmung einer Fioche durch 
geodàtische Messungen (Miìnchener Ber., 22, 1892); Ricci, SuUa 
teoria delle linee geodetiche e elei sistemi isotermi di' Liouville (Atti 
Ist. Ven., VII, 5, 1893-94) ; Koenigs, Mémoire sur les lignes gèo- 
désiques (Mém. prés., Il, 31, 1894; un sunto di essa è inserito 
in Toulouse Ann., 6, 1892) (1). 

I §§ XXI e XXn del grande lavoro di Gauss sono gli ul- 
timi che ci interessano, perchè gli altri non trattano che que- 
stioni di geodesia; essi, riferendosi alle trasformazioni che può 
subire Telemento lineare di una superficie quando si cambiano 
le linee coordinate, porgono elementi preziosi per lo studio delle 
coordinate curvilinee su una superficie, e sono preliminari re- 
moti di quegli importantissimi e geniali studi che dimostrarono 
essere la geometria differenziale delle superficie non altro che 
un capitolo della teoria delle forme differenziali quadratiche. Il 
più antico lavoro procedente in tale direzione è, per quanto a 
noi consta, quello, di Felice Gasorati (1835-1890) (2) intitolato 

(1) I punti di contatto fortuiti esistenti fra le memorie or citate del Ricci 
e del Koenigs diedero luogo ad alcune note di questi geometri in Lincei 
Read., V, 3, 1893i e ISSSa. 

(2) Cfr. : G. Loria, Cenni intomo a Felice Odorati (Palermo Rend., 5, 1891); 
£. Bertini, Conufhemorazione del M. E, prof. Felice decorati (Rend. Ist. Lomb., 
Il, 25, 1892). 

LoBXA, n pattato «d il pretenté d*lU principaU Uorie géométriehs. 12 



. ' -" 
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Ricerca fondamentale per lo studio di una certa classe di pro- 
prietà delle superficie curve (Ann. di Mat., 3, 1860, e 4, 1861); 
ad esso seguono, le rinomate Ricerche di analisi applicata alla 
geometria che il Beltrami pubblicò nel Giorn. di Mat. (2, 1864, 
e 3, 1865) (1), poi il lavoro di questo stesso autore DeUe va- 
riabili complesse su una superficie qualunque (Ann. di Mat., U, 1. 
1867), il quale prelude alla Teoria generale dei parametri dif- 
ferenziali (Bologna Mem., Il, 8, 1868; cfr. Tarticolo Zur Theorie 
des KrilmmungsmasseSj Math. Ann., 1, 1869). Questa teoria venne 
poi ulteriormente sviluppata dal Ricci nei seguenti scritti: 
Principi di una teoria delle forme differenziali quadratiche (Ann. 
di Mat., Il, 12, 1884), Sui parametri e gli invarianti differenziali 
delle forme quadratiche differenziali (Id. , II, 14, 1886), Delle 
derivazioni covarianti e controvarianti e del loro uso nell'analisi 
applicata (Studi offerti dall'Università Padovana alla Bolognese 
neirVin Centenario ecc., 3, Padova, 1888) (2), e Sulla teoria in- 
trinseca delle superficie ed in ispecie di quelle di 2^ grado (Atti 
Ist. Veli., VII, 6, 1894-95). Indirizzò analogo hanno i trattati 
del Knoblauch e del Bianchi di cui il lettore apprenderà l'esi- 
stenza nella chiusa del presente Cap., e le seguenti memorie: 
E. Padova, Sulla teoria generale delle superficie (Bologna Mem., 
IV, 10, 1890); J. Knoblauch, Ueber Fundamentalgrossen in der 
Fldchentheorie (Journ. f. Math., 103, 1888), Ueber die geometrische 
Bedeutung der flàchentheoretischen Fundamentalgleichungen (Acta, 
15, 1891), Ueber Biegungscovarianten e Zur Theorie der ZHffe- 
rentialparameter (Journ. f. Math., Ili, 1893); R. Lilienthal, Zur 
Krummungstheorie der Flàchen (Id., 104, 1889). 

13. Come derivazioni del classico lavoro di Gauss sono da 
considerarsi le ricerche intorno ad alcune classi di superficie spe- 
ciali di cui non abbiamo ancora parlato. Spiccano fra esse 
quelle a curvatura costante positiva o negativa (3): dalla 



1) Si connettono in certo modo a questo lavoro del Beltrami le due note 
di V. Reina, Sulle linee coniugate di una superficie (Lincei Bend., IV, 6. 
1890i) e IH alcune formale relative alla teoria delle superficie (Id., 1890t). 

(2) Cfr. il Résumé de quelques travaux sur les systhnes pariables de fonetions 
associés à une forme différentielle quadratique (Bull. Se. math., II, 16, 1892). 

(3) Queste ultime superficie, seguendo il Beltrami, si dicono ' psemlo- 
sferiche „. 



— 179 — 

ricchissima letteratura su questo argomento scegliamo, per con- 
sigliarne la lettura ai giovani geometri, i seguenti lavori (1): 
Codazzi, Intorno alle superficie le quali hanno costante U prodotto 
de^ due raggi di curvatura (Tortolini Ann., 8, 1857); Beltrami, 
Risoluzione del problema: riportare i punti di una superficie sopra 
un piano in modo che le linee geodetiche vengano rappresentate da 
linee rette (Ann. di Mat., 7, 1865 ; cfr. Padova, Sopra un teorema di 
geometria differenziale, Rend.Ist. Lomb., Il, 23, 1890) (2); P. Simon, 
Ueber Flàchen mit constantem Kriimmungsmaass (Diss. Halle, 1876); 
Enneper, Bemerkungen ilber einige Fldchen mit constantem Krum- 
mungsmaass (GStting. Nachr., 1876) ; Lie, Zur Theorie der Flàchen 
constanter Krummung (Arch. for Math. og Nat., 4, 1879, e 5, 
1880); Bianchi, Ricerche sulle superficie a curvatura costante e 
sulle elicoidi (Pisa Ann., 2, 1879), Ueber die Flàchen mit con- 
stanter negativen Krummung (Math. Ann., 16, 1880), Sulle su- 
perficie a curvatura costante positiva (Giom. di Mat., 20, 1882), 
e Sulla trasformazione di Bàcklund per le superficie pseudosferiche 
(Lincei Rend., V, 1, 18922); Hazzidakis, Ueber einige Eigenschaften 
der Flàchen mit constantem Krummungsmass (Journ. f. Math., 88, 
1879); Weingarten, Ueber die Eigenschaften des Linienelementes 
der Flàchen von constantem Krummungsmass (Journ. f. Math., 
94 e 95, 1883); Darboux, Sur la surface dont la courbure totale 
est constante (C. R., 97, 1883; Ann. Éc. norm., DI, 7, 1890); 
Bàcklund, Om jftar med konstant negativ hrokning, avec un Ré- 
sumé en frangais (Lunds Dniversitets Aarskrift, 19, 1884); Do- 
briner, Die Flàchen constanter Krummung mit einem System sphà- 
rischer Krummungslinien dargestelU mit Hilfe von Q-Functionen 
zweier Variabdn (Diss. Marburg, 1886; Acta, 9, 1886-87); R. Liou- 
ville, Sur les lignee géodésiques des surfaces à courbure constante 
(Am. Journ., 10, 1888); Guichard, Recherches sur les surfaces à 
courbure totale constante et sur certaines surfaces qui s'y ratta- 
chent (Ann. Éc. norm., HI, 7, 1890). 

Un'altra categoria di superficie che, specialmente in questi ul- 
timi tempi, venne con predilezione studiata dai geometri è quella 
composta delle superficie il cui elemento lineare è riducibile ad 



(1) Ad essi 8Ì possono aggiungere quelli del Beltrami , dell* Escherich, 
del Brioschi e dei Reina che citeremo nel n. 6 del Cap. X. 

(2) Le uniche superficie per cui il problema enunciato è risolubile sono 
appunto quelle a curvatura costante. 



• - 
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una forma speciale assegnata (1), in particolare, alla così detta 
" forma di Liouville „ (2); fra le ricerche che vi si riferiscono 
ricorderemo quelle i cui risultati sono esposti nei seguenti scritti : 
Koenigs, Sur Ics surfa^^es doni le ds^ peut étre ramené de flusieurs ma- 
nières au typede lAouviUe (G.R., 109, 1889); Raffy, Sur unproblènie 
de la théorie des surfaces (Bull. Se, math., Il, 13, 1889 e C. R., 108, 
1889); P. Stackel, Etne charakteristische Eigenschafi der Flàcheti, 
deren Linienelentent ds durch ds^ = (K(qi) -t- X(q2)) (dqi*-+- dqj^j 
gegeben unrd (Math. Ann., 35, 1889); Demartres, Sur les sur- 
faces réglées doni Vélémeni linéaire est réducible à la forme de 
Liouville (C. R., 110, 1890); Waelsch, Sur les surfaces à Uément 
linéaire de Liouville et les surfaces à courbure constante (Id., 
1 16, 1893); Ricci, Dei sistemi di coordinate atti a ridurre r espres- 
sione del quadrato dell'elemento lineare di una superficie alla forma 
ds2=(U+V) (dw^+dt?*) (Lincei Rend., V, 2, 1893,). Va qui citata 
anche una nota del Petot, Sur les surfaces doni l'élément linéaire est 
réductible àia forme ds2=F(U-f-V) (du^-f-dv*) (C. R., 110, 1890). 
Oiova riunire a questi i lavori consacrati allo studio di altre 
speciali classi di superficie; i titoli di essi basteranno in gene- 
rale a significare al lettore di quale particolarità godano gli enti 
ivi considerati : Binet, Bemarque sur une courbe qui est sa propre 
développée, et sur un genre de surfaces qui contiennent le lieu des 
centres de l'une de leurs espèces de courbures (Joum. de Math., 
6, 1841); Gatalan, Recherche des lignee de courbure de la surfare 
lieu des points doni la somme des distances à deux droites qui se 
coupent est constante (Belgique Mém. couronnées, 32, 1860), e 
Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces (Belgique 
Mem., 24, 1875); Laguerre, Sur un genre partìculier de sir- 
fa^es dont on peut déterminer les lignes géodésiques (Bull. S. M. 
F., 1, 1873); ROthig, Der Malus'sche Satz und die Gleichungen 
der dadurch definierten Flàchen (Joum. f. Math.; 84, 1877), e 
Ueber die durch den Malus'schen Satz definierten Flàchen (Id., 
88, 1879); Bianchi, Ricerche sulle superficie elicoidali (Giom. di 



(1) Come fondamentale per tali ricerche è da considerarsi la memoria 
del Lipschitz : Untersuchungeti Uber die Bestimmung von Oberfl&chen mit vor- 
geschriebenem Ausdruck des Linearelement (Ber)iner Ber., 188B). 

(2) È la forma (P + Q) {àp* + à^) ove P è funzione della sola variabile 
p e Q della q. 
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Mat. , 17, 1879); Lie, Untersuchungen iiber Traslationsfiàche 
(Leipzìger Ber., 44, 1892); Lilienthal, AUgemeine Eigenschaften 
von Fìachen deren Coordinaien sich durch die reelle Teile dreier 
ancdyiischer Functionen einer complexen Verànderlichen darstellen 
lassen (Joum. f. Math., 98, 1885); Demartres, Sur le$ surfaces 
à génératrices drculaires (Nouv. Corr. math., 6, 1880; Ann. Ec. 
norm., IH, 2, 1885), Mémoire sur les surfaces qui soni divisées 
m carrés par une suite de cercles et leurs trajectoires orthogo- 
nales (Ann. Ec. norm., IH, 4, 1887), e Sur les surfaces qui ont 
paur lignes isothermes une famille de cercles (C. R., 104, 1887); 
Hazzidakis, Fìàchenerzeugung durch Kriimmungslinien (Joum. 
f. Math., 98, 1885) (1); Molins, Becherches sur les suffaces doni 
Ics trajectoires sous un angle Constant des sections planes paasant 
par une droite donnée ont pour perspectives des spirales logarithmi' 
(jues (Móm. de r Acad. de Toulouse, Vm, 8, 1886); Voss, Ueber 
diejenigen Flachen, auf denen zwei Scharen geodàtischer Linien ein 
conjugiertes System bilden (Munehener Ber., 1888; cfr.: A. Razza- 
boni, 'Delle superficie sulle quali due serie di geodetiche formano un 
sistema conjugato, Bologna Mem., IV, 9, 1889, e Guichard, Sur les 
surfaces qui possèdent un réseau de géodésiques conjuguées, C. R., 
HO, 1890); Appell, Surfaces telles que l'origine se projette sur 
chaque normale au milieu des centres de courbure principaux (Am. 
Joum., 10, 1888); Goursat, Surfaces telles que la somme des rayons 
de courbure principaux est proportionnelle à la distance d'un point 
fixe au pian tangent (Ivi); Fibbi, Sulle superficie che contengono 
un sistenna di geodetiche a torsione costante (Pisa Ann., 5, 1888); 
Nannei, Le superficie ipercicliche (2) (Napoli Rend., Il, 2, 1888; 
Giom. di Mat., 26, 1888); Pirondini, Sopra alcune superficie e 
curve (Ivi), Studio sulle superficie elicoidali (Ann. di Mat., Il, 16, 
1888), Sulle superficie di traslazione (Id., .17, 1889), Di alcune 
superficie che ammettono un sistema di linee eguali e un secondo 
sistema di linee eguali o simili (Id., 23, 1895); Baroni, Superficie 
I in cui la somma dei raggi principali di curvatura è proporzio- 



(1) Questa memoria contiene la soluzione del problema : Sotto quali condi- 
zioni una curva invariabile di forma é sempre linea di curvatura della super- 
ficie che essa genera movendosi ? 

(2) Sono superficie di cui le linee di curvatura di un sistema sono a fles- 
sione costante. 
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naie alla distanza di un punto fisso dal piano tangente (Giorn. di 
Mat., 28, 1890); Bianchi, Sulle superficie le cui sezioni, fatte 
con un sistema di piani paralleli, tagliano le linee di curvatura 
sotto angolo costante (Lincei Rend., IV, 7, 1891i), e Sulle super- 
fide i cui piani principali hanno costante il rapporto détte di- 
stanze da un punto /isso (Id., V, 3, 1894i); Raffy, D^erwino^io» de 
toutes les surfaces moulures applicables sur des surfaces de révo- 
Ztttfons (Bull. S. M. F., 19, 1891), e Sur les surfaces moulures dont les 
lignes d'égale courhure sont parallèles (Ivi); Caronnet, Sur des 
surfaces dont les lignes de courbure s'obtiennent par quadrature 
(Bull. S. M. F., 20, 1892); Probst, TJéber Fldchen mU isogonaUn 
Systemen von geoddtischen Kreisen (Diss. Wttrzburg, 1893). 

14. Diflferenti sviluppi intomo a . vari punti dei classici lavori 
di Monge e Oauss che scegliemmo come fondamenti del pre- 
sente Cap. si leggono negli scritti che seguono, il cui tema è, 
salvo poche eccezioni, indicato dal titolo: Bertrand, Mémoire 
sur la théorie generale des surfaces (Journ. de Math., 9, 1844) 
e Démonstration géométrique de quelques théorèmes rélatifs à la 
théorie des surfaces (Id., 13, 1848); 0. Bonnet, Mémoire sur la 
théorie generale des surfaces (Journ. Ec. poi., 32® cah., 1848) (1), 
Note sur quelques points de la théorie des surfaces (Id., 16, 1851), 
Mémoire sur Vemploi d'un nouveau sgstème de variables dans 
Vétude des propriétés des surfaces courbes (Id., Il, 5^ 1860), e Sur 
la détermination du rayon de courbure des courbes tracées sur une 
siirface et dont le pian osculateur est tangent à la surface (Nouv. 
Ann., Il, 4, 1865); Brioschi, Intorno ad alcuni punti della teorica 
delle superficie (Tortolini Ann., 3, 1852), e Intorno orf al- 
cune proprietà di una linea tracciata sopra una superficie (Id., 
5, 1854) ; Frenet, Sur la théorie analytique des surfaces (Lyon, 
1854); Beltrami, Sur la courbure de quelques lignes tracées 
sur une surface (Nouv. Ann., Il, 4, 1865) e Di un sistema di 
formole per lo studio delle linee e delle superficie ortogonali (Rend. 
Ist. Lomb. Il, 5, 1872); ChristofFel, Ueber die Bestimmung der 
Oestalt einer krummen Oberfldche durch locale Messungen auf 



(1) Ivi incontrasi la nozione di " cardatura geodetica , di una curva trac- 
ciata sopra una superficie. 



- 188 - 

dersdben (Joum. f. Math., 64, 1865); Morin, Théorèmes relatifs 
à la théorie dea surfaces (C. R., 66, 1868); Enneper, Bemer- 
kungen uber den Durchschnitt der Fldchen (G5tting. Nachr., 
1868), Ueber die Developpabele Fioche, gebildet aus den beriihrenden 
Ebenen làngs einer Curve auf einer Fioche (Id,, 1869), e Ueber 
die Developpabele Fioche, welche einer gegebenen Fioche umschrieben 
ist (Zeitschr. f. Math., 15, 1870); Gilbert, Sur la théorie generale 
des lignes tracées sur une surface quelconque (Belgique Mém., 37, 
1869); Aoust, Anolyse infinitesimale des courbes tracées sur une 
surface quelconque (Paris, 1869) ; Dini, Ricerche sopra la teoria delle 
superficie (Mem. Soc. XL, III, 2, 1869), e Sopra alcune forinole ge- 
nerali della teoria delle superficie e loro applicazioni (Ann. di Mat., 
n, 4, 1870-71); Laguerre, Sur une propriété relative aux courbes 
tracées sur une surface quelconque (Bull. Soc. phiL, 7, 1870), e 
Sur les fonnules fondamentales de la théorie des surfaces (Nouv. 
Ann., n, 11, 1872); Bibaucour, Note sur les développées des sur- 
faces (C. B., 74, 1872), e Propriétés des courbes tracées sur les 
surfaces (C. B., 80, 1875; cfr. Mannheim, Note sur une cotnmunì- 
cation de M, Ribaucour, Ivi) ; Cayley, On the Geodesie Curvature 
of a Curve of a Surface (Proc. L. M. S., 12, 1881); Lipschitz, 
Untersuchungen uber die Bestimmung von Oberflàchen mit vorge- 
schriebenen, die Kriimmungsverhdltnisse betreffenden Eigenschoften 
(Berliner Ber., 1882 e 1883); G. Morera, Sui sistemi di superficie 
e le loro traiettorie ortogonali (Bend. Ist. Lomb., Il, 19, 1886); 
Lilienthal, Untersuchungen zur allgemeinen Théorie der krummen 
Oberflàchen und geradlinigen Strahlenssysteme (Bonn, 1886), e Zur 
Théorie der Kriimmungsmittelpunktsfiàchen (Math. Ann., 30, 1887); 
Gaichard, Surfaces rapportées à leurs lignes osymptotiques et con- 
gruences rapportées à leurs développables (Ann. Ec. norm., IH, 6, 
1889) ; Kommerell, Beitràge zur Gauss' schen Fìdchentheorie (Diss. 
Tiìbingen, 1890); Pirondinì, Alcune forinole relative alle linee 
tracciate sopra una superficie e loro applicazioni (Ann. di Mat., Il, 
21,1893); Bianchi, Applicazioni geometriche del metodo delle ap- 
prossimazioni successive di Picard (Lincei Bend., V, 3, 1894^), e 
SuUa interpretazione geometrico del teoremo di Moutard (Ivi). 



15. La bella teoria delle coordinate curvilinee su una super- 
ficie che Gauss fondò, applicando forse inconsciamente un gè- 
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nìale concetto di Leibniz (1), non tardò a venire generalizzata 
allo spazio. L'estensione venne indicata in un caso particolare 
— quello delle coordinate ellittiche — da Lamé nel Mémoire 
sur les surfaces isothermés dans les carpa aolides homogènes en équx- 
libre de temperature (Mem.prés., 5, 1833 e Joum, de Math.,2, 1837) 
e poco dopo da Jacobi nella Note von der geodàtisehen Linie avf 
einem Ellipsaid und den verschiedenen Anwendungen einer meri- 
wurdigen analytischen Substitution (Journ. f. Math., 19, 183d; 
cfr. le 26», 27» e 28» delle celebri Vorlesungen uber Dynamii)', 
nel caso delle coordinate ortogonali in generale essa è notata 
in un capitolo del Mémoire sur les lois de Véquilibre du fluide 
éthéré (Journ. Ec. poi., 28® cah., 1834) dello stesso Lamé e poi 
sviluppata, dapprima nel Mémoire sur les ooordonnées curvilignes 
(Journ. de Math., 5, 1840), e poi nel Mémoire sur les variations ^ 
des coordonnées curvilignes (Id., 16, 1851) e nelle Legons sur 
les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications (Paris, 
1859) (2). 

Il nuovo campo dischiuso -ai geometri da Lamé si rivelò fin 
dal principio così ubertoso di risultati importanti per la geo- 
metria e le sue applicazioni alla fisica, che il grande matematico 
trovò ben tosto dei numerosi seguaci in Francia e fuori; ecco 
gli scritti più interessanti sull'argomento in discorso: Aoust, Z>^ 
coordonnées curvilignes se coupant sous un angle quelconque (Jonm. 
f. Math., 58, 1861), e Théorie des coordonnées curvilignes quel- 
conques (Ann. di Mat., 6, 1864; U, 2, 1868-69, 3, 1869-70, e 
5, 1871-73); Combescure, Sur les déterminants fonctionnels et Us 
coordonnées curvilignes {Ann. Ec. norm., 4, 1867); Brioschi, S#Ka 
teoria delle coordinate curvilinee (Ann. di Mat., II, 1, 1867-68); 
Codazzi, Sulla teorica delle coordinate curvilinee e sul luogo dei 
centri di curvatura di una superficie (Tortolini Ann., 8, 1857), 
e Sulle coordinate curvilinee d*una superflue e dello spazio (Ann. 
di Mat., n, 1, 1867-68, 2, 1878-69, 4, 1870-71, 5, 1871-73); 
Chelini, Teoria delle coordinate curvilinee nello spazio e nelle su- 
perficie (Bologna Mem., Il, 8, 1868); E, Roger, Mémoire sur les 



(1) Leihnizena Math, Schriften, 5, p. 266-269. 

(2) A malincuore, e per deficienza di spazio, tralascio di riportar qui 
Teloquente epilogo di quest'opera, nel quale è chiaramente dimostrato qo&l 
parte fossero destinate a rappresentare le coordinate curvilinee nello stadio 
matematico dei fenomeni naturali. 
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coardannées curMignes (Annales des ,Mmes, VII, 5, 1874); Dar- 
boux, Mérnoire sur la théorie des coordonnées curvilignes et des 
systèmes orthogonàux (Ann. Ec. norm., Il, 7, 1878) ; M. Lévy, 
Jlfói^oir^ sur les coordonnées curvilignes orthogonales (Joum. Ec. 
poi, 43® cah., 1870); Warren, Exercises in Curvilinear and 
Normal Coordinates (Cambridge Trans., 12, 1877); Cayley, On 
Curvilinear Coordinates (Quart. Joum., 19, 1882); Padova, Sulla 
teoria delle coordinate curvilinee (Lincei Rend., IV, 4, I8882). 

Com' è naturale, nelle applicazioni conviene di regola far uso 
di coordinate curvilinee rettangolari, donde la ragione per cui 
la ricerca dei sistemi tripli ortogonali ha occupato un sì gran 
numero di geometri. Fra i risultati da essi conseguiti merita il 
primo posto la proposizione intuita dal Bouquet {Note sur les sur- 
faces orthogonales, Joum. de Math., 11, 1846) e in modo not^ 
vole precisata dal Darboux (Sur les surfaces orthogonales, Ann. 
Ec. norm., 3, 1866), la quale afferma l'incapacità di una arbi- 
traria schiera semplicemente infinita di superficie di far parte 
di un sistema triplo ortogonale; alla ricerca delle condizioni 
necessarie e sufficienti affinchè ciò accada sono consacrati i la- 
vori seguenti: Cayley, Sur les surfaces orthogonales (C. R,, 75, 
1872), Sur la condition pour qu'une famiUe de surfaces données 
puisse faire partie d'un système ortogonal (Ivi), e On Curvattfre 
and Orthogonal Surfaces (Phil. Trans., 163, 1873Ì; Darboux, ^ur 
Véquation du troisième ordre dont dépend le problème des surfaces 
orthogonales, e Sur le problème des surfaces orthogonales (C. R., 
76, 1873); Enneper, Bemerkungen ilber die orthogonalen Flàchen 
(65tting. Nachr., 1872); Weingarten, Ueber die Bedingung, unter 
tcélcher eine Flachenfamilie einem orthogonalen Fldchensystem an- 
gehort (Joum. f. Math., 83, 1877); Hoppe, Ueber die Bedingung, 
welcher eine Fldchenschaar geniigen tnuss, um einem dreifachen 
orthogonalen System anzugehoren (Arch. der Math., 63, 1879); 
A. R. Johnson, On Cayley* s Differential Equations for Orthogonal 
Surfacei (Mess., 16, 1886) (1); Ricci, Della equazione di condi- 



(1) Itì Tequazione differenziale di cui é parola si presenta come caso 
particolare di quella che caratterizza i sistemi di superfìcie tali che le tan- 
genti principali variano in un determinato modo al muoversi del punto di 
contatto lungo una traiettoria ortogonale del sistema. A co.ncetti simili è 
informato Tarticolo del medesimo autore intitolato Extension of Cayley' s 
IHfferentialeqtuUion for Orthogonal Surfaces (Quart. Joum., 22, 1886). 



-•186 — 

zione pei parametri dei sistemi di superficie che appartengono ad un 
sistema triplo ortogonale (Lincei Rend., V, 3, 18942). 

Prima e dopo di tali investigazioni, la determinazione di si- 
stemi tripli ortogonali e la deduzione di alcuni di essi da altri 
vennero studiate da W. Boberts (Applications des coordonnées 
eUiptiques à la recherche des surfaces orthogonales, Journ. f. Math., 
62, 1863; cfr. anche: C. R., 53, 1861, e Picart, Étude géomé- 
trique sur les surfaces, Nouv. Ann., Il, 4, 1865), da R. Hoppe 
{Zum Problem des dreifach orthogonalen Flàchensystems, Arch. 
der Math., 55, 1873, 57 e 58, 1875), e dal Mehl'er {Ueber die 
Benutzung einer vierfachen Mannigfaltigkeit zur Ableitung ortho- 
gonaler Flàchensysteme, Journ. f. Math., 84, 1878). 

Assai più copiosi sono gli scritti aventi per oggetto la ricerca 
dalle proprietà generali dei sistemi tripli ortogonali e la loro co- 
struzione, nonché lo studio di quelli fra tali sistemi che godono di 
particolarità prestabilite (alcune di queste furono suggerite dalla 
teoria del calore) ; nell'elenco dei loro autori incontriamo molti dei 
più bei nomi che annoveri la storia della geometria e dell'analisi 
moderna, come il lettore vedrà dal catalogo che qui diamo delle 
principali fra le memorie a noi note sull'argomento che in questo 
istante ci occupa : Lamé, Mémoire sur les surfaces orthogonales et 
isothermes (Journ. de Math., 8, 1843) ; Bertrand, Mémoire sur les 
surfhces isothermes orthogonales (Id., 9, 1844)^ Bonnet, Mémoire 
sur la théorie des surfaces isothermes orthogonales (Journ. Ec. poi., 
30® cah., 1845), e Sur les surfaces isothermes et orthogonales (Journ. 
de Math., 14, 1849); Bouquet, Note sur les surfaces orthogonales 
(Id., 11, 1846), e Mémoire sur les surfaces orthogonales (Id., 
12, 1847); Brioschi, Intorno ad alcune formole che si riscontram 
nella teoria delle superficie (Tortolini Ann., 4, 1853); Puiseux, 
Note sur les systèmes de surfaces orthogonales (Journ. de Math., 
n, 8, 1863); Darboux, Remarques sur la théorie des surfaces or- 
thogonales (C. R., 59, 1864), Recherches sur les surfaces orthogonales 
(Ann. Ec. norm., 2, 1865), Sur les systèmes de surfaces orthogth 
nales (C. R., 67, 1868), Sur une nouvelle sèrie de ^stèmes ortho- 
gonaux algébriques (Id., 6£r, 1869) e Sur les systèmes orthogonaux 
comprenant une famille de surfaces du second degré (C. R., 84, 
1877); Moutard, Lignes de courbure d'une classe de surfaces du 
quatrième ordre (C. R., 59, 1864); Schlafli, Ueber die allgemeinste 
Fldchenschaar zweiten Orades, die mit irgend zwei anderen Fìà- 
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chenschaaren ein orihogonales System bildei (Joum. f. Math., 76, 
1873); A. Bìbaucour, Sur les surfacea orihogonales (L' Institut, 
37, 1869), e Sur les systómes^cycliques (C. R., 76, 1873) (1); 
Enneper, Untersuchungen Uber orthogonale Flàchensysteme (Math. 
Ann., 7, 1874); E. Betti (1823-1892), Sopra i sistemi tripli di 
superficie isoterme ^ortojionali{Axm. di Mat., Il, 8, 1877); Molins, 
Mémoire sur un système triple de surfaces orthogonales (Mém. de 
l'Acad. de Toulouse, VILI, 1, 1879);«Maschke, Ueber ein dreifach 
orthogonales Fìdchensystem, gebildet aus Fldchen dritter Ordnung 
(Diss. G5ttingen, 1880) (2); Bianchi, Sopra alcune classi di sistemi 
tripli ciclici di superficie ortogonali (Qiom. di Mat., 21, 1883), Sui 
sistemi tripli ciclici di superficie ortogonali (Id., 22, 1884), Sopra 
una classe di sistemi tripli di superficie ortogonali, che contengono 
un sistema di elicoidi aventi a comune l'asse ed il passo (Ann. 
di Mat., n, 13, 1885), Sopra i sistemi tripli ortogonali di Wein^ 
garten (Ivi, e 14, 1886) (3), Sopra i sistemi tripli di superficie or- 
togonali che contengono un sistema di superficie pseudosferiche 
(Lìncei Rend., IV, 2, 18^), Sopra alcune nuove classi di super- 
fide e di sistemi tripli ortogonali (Ann. di Mat., Il, 18, 1890), 
Sopra una nuova classe di superficie appartenenti a sistemi tripli 
ortogonali (Lìncei Rend., IV, 6, 1890i), Sui sistemi tripli ortogo- 
nali che contengono una serie di superficie con un sistema di linee 
di curvatura piane (Ann. di Mat., 19, 1891), e Sui sistemi tripli 
ortogonali di Weingarten (Palermo Rend., 8, 1894) ; de Salvert, 
Mémoire sur la recherche la plus generale d'un système orthogonal ' 
triplement isotherme (Mém. de la Soc. se. de Bruxelles, 13, 1889; 14, 
1890; 15, 1891; 16, 1892); Petot, Sur certains systèmes de coor- 
données sphériques et sur les systèmes triples orthogonaux corré- 
spondants (C. R., 112, 1891); L. Lévy, Sur les systèmes triplement 
orthogonaux où les surfaces d'une méme famille sont égales entre 
eUes (Joum. de Math., IV, 8, 1892), Sur certaines surfaces for- 
mant des systèmes triplement orthogonaux (Bull. S. M. F., 20, 
1892), e Théorèmes sur les systèmes triplement orthogonaux (C. R., 



(1) Un sistema triplo è eidieo se una delle tre famiglie che lo costitui- 
scono ha per traiettorie un sistema di circoli. 

(2) È ivi considerato un sistema triplo formato da superficie rigate. 

(3) Questi sistemi tripli constano di superfìcie a curvatura costante ed 
eguale a ±1. 
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117, 1898) (1); Puchta', AufsteUung eines neuen dreiftich ofihogo- 
nalen Fìachensystems (Wiener Ber., 102, 1893) ; 

• 
16. Se si volge uno sguardo retrospettivo al Gap. che ora volge 
al termine, si constaterà senza stento come la Geometria differen- 
ziale sìa stato uno dei rami della geometria coltivati nel nostro 
secolo più intensamente e col maggiore successo, forse perchè esso 
è capace di mettere in evidenza tanto le facoltà proprie al geo- 
metra quanto le attitudini speciali dell'analista, forse per le ap- 
plicazioni che i problemi da esso risolti trovano nella geodesia e 
nella fisica. Il grado di perfezione che ai dì nostri raggiunse la 
geometria differenziale persuase parecchi geometri a redigerne 
delle esposizioni metodiche, e noi finendo ne indicheremo le mi- 
gliori, dopò di avere avvertito che chi desidera vederla studiata 
sinteticamente ne troverà alcuni capitoli nel Tratte de calcul diffé- 
rentiel et integrai (1, Paris, 1864) del Bertrand, nel già citato Traité 
de geometrie descriptive del de la Goumerie, nella dissertazione del 
Picart Essai d'une théorie géométrique Ues surfaces (Paris, 1863) 
e nelle memorie del Mannheim, alcune delle quali furono ricor- 
date nelle pagine precedenti, e che per la maggior parte sono 
riprodotte o compendiate nell'opera intitolata Principes et dévelop- 
pements de geometrie cinémaiique (Paris, 1894). Le trattazioni al- 
gebriche della teoria sono invece : Brisse, Exposition analytigue 
de la théorie des surfaces (Ann. Ec. norm., II, 3, 1874, e Joum. 
Ec. poi., 53® cah., 1883); Hoppe, Principien der Flàchenikeorie 
(Arch. der Math., 59, 1876; 60, 1877; 68, 1882) (2); Joachimsthal, 
Anwendung des DifferentiaU und Integralrechnung auf die cdlge- 
meine Theorie der Flàchen und der Linien doppelter Kriimmung 
(2® Aufl., Leipzig, 1881); Enoblauch, Einleitung in die aUgemeine 
Theorie der krummen Flàchen (Leipzig, 1888); Darboux, Legons 
sur la théorie generale des surfaces et les applicoUions géométriques 



(1) ^ella seduta del 14 dicembre 1894 T Accademia del Belgio ha pre- 
miata una memoria del Lévy rispondente al tema seguente proposto dal- 
l'Accademia medesima : ** Riassumere e poi completaore in qualche punto 
importante le ricerche dei geometri contemporanei, relative alla teoria dei 
sistemi tripli ortogonali ,. 

(2) Una seconda edizione usci nel 1889. Cfir. anche gli articoli dello stesso 
autore: Beiapiel der Bestimmung einer Flàche aits der Indication der Nor- 
male (Arch. der Math., 59, 1876), e Oeometrische Deutung der FundametUaì- 
grdssen zweiter Ordnung der Flàch^teorie (Id., 60). 
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du cahul infinitésimal (1); Bésal, Exposition de la ihéorie des sur- 
faces (Paris, 1891); A. Bibaucour, iif(^ot>e siir la théorie gene- 
rale des surfaces courbes (Journ. de Math., IV, 7, 1891); H. Stahl 
e V. Kommerell, Die Grundformeln der allgemeinen - Flàchentheorie 
(Leipzig, 1893) (2); L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale 
(Pisa, 1894) (3). 



(1) Di quest^opera magistrale, che fa epoca nella storia della Geometria 
differenziale, furono pubblicate sino ad ora tre parti complete e la prima 
metà della quarta; esse hanno ordinatamente i temi seguenti: I. GénéraUtéa. 
Coardonnées curvilignes. Sui faces minima (Paris, 1887j. IL Lea congruences 
fi les équcUions Unéairea aux derivées partielles. Des lignea tracéea sur les sur- 
faces (Paris, 1889). III. Lignes géodésiques et eourhure géodésique. Paramètres 
différerUiéla, Défarmation des surfdces (Paris, 1894). IV. Déformation infifti- 
menù petite et représentation sphérique. 

(2) È .qnesto un opuscolo eccellente come scritto di consultazione. 

(3) Una prima edizione (litogra&ta) ne fii pubblicata nel 1886; la seconda 
se ne distingue per Tuso metodico della teoria delle forme differenziali; 
la consigliamo e raccomandiamo a chiunque voglia intraprendere lo studio 
della Geometria differenziale. 
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CAPITOLO VI. 

Ricerche intorno alla forma delle curve, 
delle superficie e di altre figure geometriche. 
Analysis situs. Configurazioni. ^ 

1. L'investigare qual forma abbia in generale o sia suscetti- 
bile di assumere in certi casi una figura definita mediante de- 

m 

terminate leggi fu ritenuto sin dall'antichità più remota siccome 
uno dei problemi di pertinenza dh'etta del geometra, anzi come 
uno dei problemi che questi deve sforzarsi di sciogliere per ogni 
nuova figura sottoposta al suo studio, perchè la soluzione di esso, 
•porgendo un concetto più chiaro di tale figura, spiana la via al 
risolvimento di altre nuove questioni.j 

Benché ai primi matematici sia manoato il concetto di figura 
generale in una certa categoria, pure ad essi non isfuggì la 
possibilità di «distribuire le linee piane o le superficie in due 
grandi classi, cioè in " chiuse » ed ^ aperte „ (estendentisi al- 
l' infinito) ; tale osservazione rimase isolata per lunghissimo 
tempo, cioè fino al giorno in cui Staudt introdusse la nozione 
di rami di curve o falde di superficie '^ pari » e ^ dispari , (1). 
Fra l'una e l'altra di queste due osservazioni cade l'èra occupata 
dalle origini e dall'evoluzione della geojnetria analitica e del cal- 
colo infinitesimale; in questo periodo furono proposti dei proce- 
dimenti sia per determinare la forma di un luogo geometrico rap- 
presentato da una speciale equazione, sia per riconoscere il modo 
in cui esso comportasi nelle vicinanze di un suo punto, si avver- 
ti ron forse le gravi difficoltà che si oppongono alla determinazione 
delle forme sotto cui si può presentare una curva od una super- 
ficie d'ordine assegnato, ma non si ebbe la forza di sormontarle. 



(1) Questa distinzione assieme ad altre osservazioni che vi si connettono 
si legge nei §§ 12-15 della Geometrie der Lage. 
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D'altronde, siccome per applicare l'analisi matematica alla ri- 
cerca delle proprietà delle figure geometriche non è necessario 
di sapersele raffigurare, così si ritenne legittimo il rimettere a 
miglior tempo la determinazione della loro forma; e che ciò 
fosse ragionevole è dimostrato da quanto narrammo nei quattro 
Cap. prec, nei quali sono descritte innumerevoli ricerche com- 
piute intorno ad enti geometrici il cui aspetto in molti casi era 
completamente ignoto. Ma non tardò a giungere l'istante in cui 
si credette doveroso e possibile determinare anche l'apparenza 
esteriore delle figure studiate; delle investigazioni più impor- 
tanti istituite in conseguenza intendiamo trattare in questo Gap., 
il quale rappresenta un complemento indispensabile di quelli 
che lo precedono. 

Prima di entrare in materia osserviamo come dei risultati più 
cospicui che diede lo studio della forma delle curve e delle su- 
perficie si può agevolmente formarsi un concetto esaminando 
le collezioni esistenti di modelli di geometria, di cui la più co- 
piosa e pregevole è quella della Casa L. Brill di Darmstadt (1), 
oppure percorrendo il Catalogo dell' Esposizione di modelli di 
matematica promossa, diretta ed effettuata negli anni 1892 e 
1893 dalla Deutsche Mathematiker-Yereinigung (2). 

2. Benché gli studi generali sulla forma delle curve piane 
algebriche appartengano alla seconda metà del secolo attuale, 
pure la letteratura delle epoche precedenti non è priva di la- 
vori riflettenti le forme di curve di ordini determinati. Per con- 
vincersene basti ricordare VEnumeratio linearum tertii ordinis 
(1704) (3), colla quale il Newton, mostrando la possibilità di de- 
durre per proiezione la forma di tutte le cubiche piane da cinque 
tipi, mostrò su un esempio in qual modo fosse da concepirsi il 
problema di determinare le forme possibili di un dato ente geo- 
metrico, mostrò col fatto di avere almeno intuito l'importanza 
del concetto fondamentale della geometria proiettiva. Utiliz- 



(1) Gir. A. Brill, Ueber die Modellsammiung des mcUhematischen Seminare 
der Univeraim TUbingen (BOklen Mitth., 2, 1888). 

(2) Katalog mathematischer und ntathematisch-phvsikalischer Modelle, Appa- 
rate und Instruniente (Manchen, 1892); Nachirag, (Mfinchen, 1893). Citeremo 
qaesti volumi in seguito per brevità come Katalog I e Katalog II. 

(3) Gir. W. W. Rouse Ball, On Newton* s Clasaification of Cubie Curves (Proc. 
L. M. S., 22, 1891). 



• 
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zàndo un'osservazione fatta da G. Bellavitis (1803-1880) nel suo 
lavoro Sulla classificazione delle curve di terzo ordine (Mem. 
Soc. XL, 25, n Parte, 1851, p. 34) si può enunciare il teorema di 
Newton dicendo: " con un'opportuna trasformazione proiettiva 
qualunque curva di terzo ordine può ridursi ad una delle forme 
seguenti: 1^ Curva composta di un serpentino e di un ovale 
(parabola campaniformis cum ovali), 2^ Curva costituita da un 
serpentino (parabola pura), 3^ Curva con punto doppio (para* 
boia nodata), 4° Curva con una cuspide (parabola cuspidata), 
5^ Curva con un punto isolato (parabola punctata) « (1). La 
verità di questa importante proposizione, assieme a quella di 
altre dalle quali emerge una ulteriore suddivisione delle cu- 
biche piane in ordini, e che Newton aveva soltanto enunciate, 
venne provata da molti geometri in modi differenti. Fra le 
dimostrazioni di essa, oltre quelle che si leggono negli scritti 
di Stirling e Nicole da noi citati nel n. 1 del Cap. Il, vanno ri- 
cordate quelle ad esse contemporanee del Clairaut {Sur les courbes 
que Von forme en coupant une surface courbe qudconque par un 
pian donne de posUion, Mém. de Paris pour i'année 1731, Paris, 
1733) e del Murdoch (1715-1774). (^(?w^oni Genesis curvarutn per 
umbras, 1* ed. Leida, 1740, 2* ed., London, 1746). 

Un concetto totalmente diverso da quello che informa la 
classificazione di Newton, sta a base di quella che propose 
Chasles, il quale, inspirandosi indubbiamente sAVEnutneratio del- 
l'emulo di Leibniz, mostrò (Apergu historique, note 20) come tutte 
le cubiche piane si possano dedurre per proiezione da cinque 
di esse dotate di centro. Lo stesso tema fu trattato in tempi a 
noi vicini da Pliicker nel suo System der analytischen Geometrie 
(Bonn, 1835 (2)), dal Bellavitis nella memoria precitata, dal Mo- 
bius — il quale si servì dei principi della sferica analitica di 
cui egli è il creatore (3) — nel celebre scritto Ueber die Grund- 



(1) Cfr. Katalog I, 265, e II, 57. 

(2) ' ... 68 scheint dass das von Plùcker gew&hlte EintfaeilangsprìBcip 
kein glùckliches war, insofem dabei die Za^l der zu unterscheidenden Gè- 
stalten sehr gross wird (219) und sich dieselben nicfat fLbersichtlich grup- 
pi ren , (Clebsch, Zum Gedàchtniss an J. Pliicker ^ p. 22 deirestratto). 

(3) Notiamo che le classificazioni proposte da Bellavitis e tfObias con- 
temporaneamente (perchè quella del primo, scritta nel 1851, apparve nel 1855, 
mentre Taltra venne pubblicata nel 1852) hanno questo di comune, che la 
proj attività è posta a base della divisione in ispecie, e l'affinità delfa 
divisione in generi. 
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formeri der Linien der drUten Ordnung (Leipziger Abh., 1, 1852) 
e dal Cayley nei seguenti lavori: Note on Cones of the Third 
Order (Phil. Mag., 18, 1859), On the Inflexions of the Cubical 
Divergent Paraòolas (Quart. Journ., 6, 1864), òn the Classifica'^ 
tion of Cubie Curves (Cambridge Trans., 11, I Parte, 1866), On 
Cubie Cones and Curves (Ivi), e On the Cubical Divergent Para-' 
holas (Quari;. Joum., 9, 1868). Al Cremona {Considerazioni sulle 
curve piane del ter^ordine^ Giom. di Mat., 2, 1864) si deve la 
scoperta del legame che passa fra la forma di una cubica ed 
il segno del rapporto anarmonico costante delle quattro sue 
tangenti che escono da un punto arbitrario di essa; da ciò si può 
far derivare una classificazione delle curve di 3^ ordine che fu 
svolta dal Durège in due memorie Ueber die Formen der Curven 
dritter Ordnung (Journ. f. Math., 75 e 76, 1873). Una nuova 
discussione delle forme delle cubiche ed una conseguente no- 
menclatura differente dalla newtoniana vennero suggerite da 
P. W. Newman {On Curves of the Third Order or Tertians, Brit. 
Ass., 1869-70); mentre dei procedimenti nuovi per stabilire i 
risultati già noti furono proposti dal Reye nella 3^ ed. della sua 
Geometrie der Lage (Leipzig, 1886-92) (1); dal Baur nel lavoro in- 
titolato Synthetische Einteilung der ebenen Kurven III Ordnung 
(Stuttgart, 1888), dal Disteli nella memoria Ueber eine neue 
einfache Darstellungsweise der Oestalien der ebenen Curven dritter 
Ordnung (Zeitschr. f. Math., 36, 1891) e da F. Kohnel in quella 
intitolata AbleUung der verschiedenen Formen der Kurven drUter 
Ordnung durch Projection und Klassification derselben (I Th., 
Ettenheim, 1894). Della determinazione della realtà di certi 
punti di una cubica si occupò A. S. Hart {On Ninepoints Contact 
of Cubie Curves, Dublin Trans., 1875) e più diffusamente E. 
Kotter {Beitràge zur Theorie der Oskulation bei ebenen Kurven 
dritter Ordnung (Dis^. Berlin, 1884). 

La legge di dualità ci consiglia a far cenno qui delle inda- 
gini intorno alla classificazione delle curve piane di terza classe 
intraprese quasi mezzo secolo fa dal Bellavitis {Sulla classifica- 
zione delle curve della terza classe, Atti Ist. Yen., m, 4, 1852) e 
recentemente continuate da W. Bumside {On the Form of Glosed 
Curves of the Third Class, Mess., Il, 21, 1891). 



(1) Ivi la cubica è considerata come Jacobiana di nna rete di coniclie. 
LoBu, il panalo «d U pr$8$ntB 4$lk prineipaU teorie giom»brich$, 18 



<■• ' 
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8. L'esempio dato da Newton venne segiùto da geometri i 
quali, volendo emularlo, si proposero di classificare le curve di 
ordine superiore^ al terzo; fra essi sono da nominare il Brage- 
logile (1688-1744) pei lavori Examen dés lignea du quatrihne 
ordre (Mém. de Paris, 1730) e Surles lignee du quatrième ordre 
(Id., 1732), Eulero e Cramer pei trattati tante volte citati e il 
Pliicker per alcune pagine (249 e segg.) della Theorie der cUge- 
braischen Kurven (1). 

Ma tali ricerche — e così quelle di Cayley On Quartics 
Curves (Phil. Mag., 29, 1865) — non possono considerarsi che 
come precursori estremamente remoti delle indagini moderne, le 
quali da un lato vennero inaugurate dallo Zeuthen coUa me- 
moria Sur les différentes formes des courbes planes du quatrième 
ordre (Math. Ann., 7, 1874) (2) e proseguite poi dal Crone colla 
nota Sur la distribiUion des tangentes doubles sur les divers sy- 
stèmes de coniques ayant un contact quadruple avec une courbe 
du quatrième ordre (Id., 12, 1877) (3), e da un altro lato fu- 
rono compiute dal Klein colle memorie Ueber den Verlauf der 
AbeVschen Integralen bei der Curcen vierten Grades (Id., 10, 1876 
e 11, 1877). 

Ad esse si possono riavvicinare le ricerche analoghe sulle 
quartiche ellittiche o razionali (cfr. Katalog, I, 255-56, e II, 57). 
Delle ellittiche si occuparono il Fiedler (nella 3^ ed. della sua 
Darstdlende Geometrie) e il Cardinaal {Applications des principes 
de la geometrie synthétique à la solution des problèmes de la geo- 
metrie descriptive, Ann. de l'Éc. poi. de Delft., 3, 1887) e Zur 
Theorie der ebenen Curven vierter Ordnung (Joum. f. Math., 102, 
1888) i quali le considerarono, vuoi come proiezioni di quarticke 
gobbe di prima specie, vuoi come prodotti di fasci proiettivi di 
coniche. Delle razionali trattò Franz Meyer nella Diss. intitolata 
Anwendung der Topologie auf die Gestalten der algebraischen 
Kurven, speziell der rationalen Kurven vierter und filnfler Ord- 
nung (Miinchen, 1878) e nella posteriore nota Ueber algebraische 



(1) Cfr. Beers, Tabulae curvarum quarti ordinis symmetricarwn (Bonn, 1862). 

(2) Cfr. Hossfeld, TJeher die Bealitdtsverhàltnisse der DoppéUangenten der 
Curve vierter Ordnung (Zeitschr. f. Math., 31, 1886). 

(3) La dissertazione di C. Pipar Ueber die Fortnen der Curven vom vierte» 
Ch'ade wélche keinen DoppelpunJet haben (Rostock 1876) ha dei casnali punti 
di contatto col lavoro dello Zeuthen. 
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Knoten (Proc. of the R. Soc. of Edinburgh, 13, 1887), in cui sono 
applicate o svolte alcune idee che il Tait fece conoscere nella 
sua memoria On Knots (Trahs. of the R. Soc. of Edinb., 28, 
1877 e 32, 1885; cfr.: anche Brunn, Ueber Verkettung, Miin- 
chener Ber., 22, 1892). 

4. Ricorderemo di passaggio le osservazioni del Crone Sur 
une espèce de courbes symétriques de la sixième classe (Acta, 2, • 
1883) per volgerci ad enumerare le nozioni che possediamo in- 
torno alla forma delle curve d' ordine qualsivoglia. Oltre ad 
alcuni General Theorems relating io Close Ourves (Brit. Ass., 1876) 
del Tait e dello stesso Some EUmentary Properties of Cbsed 
Piane Ourves (Mess., Il, 6, 1877), oltre THabilitationsschrift del 
Brunn Ueber Curven ohne Wendepunkte (Mtìnchen, 1889) cite- 
remo con grande onore Eine neue Relation zunschen den Sin- 
gularitàten einer algebraischen Curve (Math. Ann., 10, 1876) alla 
quale Klein fu condotto studiando le classificazioni delle quar- 
tiche suggerite da Pliicker e Zeuthen (1), e H teorema di Har- 
nack (2) "^ una curva di genere p può constare af massimo di 
p 4- 1 rami distinti e questo massimo è effettivamente rag- 
giunto qualunque sia p „ (3), teorema che stabilendo un le- 
game fra la forma di una curva ed il suo genere lAiovamente 
conferma V importanza di questa caratteristica. Al primo di 
questi fondamentali lavori diede un complemento necessario il 
Brill (Ueber Singularitàten ebener algebraischen Curven und eine 
neue Curvenspecies, Math. Ann., 16, 1880) coU'assegnare le mo- 
dificazioni che intervengono nella formola di Klein per la pre- 
senza di singolarità superiori; mentre dal secondo rampollano 
gli scritti di D. Hilbert Ueber die reellen Zil^e algebraischer 
Curven (Id., 38, 1887) e di L. S. Hulburt sopra A Class of new 
Theorems on the Number and Arrangement of Beai Branches of 
Piane Algebraic Curves (Am. Journ., 14, 1892). 



(1) Cfr. Perrin, Sur une relation remarquahle entre quelquea-unès dea sin- 
gularités réellea dee courbes algébriques planes (Bull. S. M. F., 6, 1878). 

(2) y. la memoria Ueber die Vieltheiligkeit der ébenen algebraischen Curven 
(Math. Ann., 10, 1876). 

(3) Il caso speciale corrispondente a ^ = era già noto ; Bellavìtis lie 
fé* cenno nella memoria citata intomo alle cubiche; d*altronde esso giu- 
stifica la denominazione di unicursatt che Cayley impose alle curve razionali. 
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Grande importanza possiede la connessione fra le ricerche 
sulla forma delle curve piane e quelle intomo alle superficie 
di Biemann simmetriche che F. Elein segnalò nell' opuscolo 
Veber Biemann's Theorie der algebraischen Functianen und ihrer 
Integrale (Leipzig, 1882) e che svilupparono poi il Weichold 
nella Diss. Ueber symmetrische Riemann'sche Flaehen und die 
Periodicitàtsmoduln der zugéhorigen Abd'schen Normalintegrale 
erster GaUung (Zeitschr. f. Math., 28, 1883) ed il Elein medesimo 
nel recente lavoro Veber BealUatsverhàUnisse bei der einem be^ 
liebigen Geschlechte zugéhorigen Normalcurve der (p (Math. Ann. 
42, 1893). 

Ricorderemo finalmente V estesa memoria dello Zeuthen in- 
titolata Almindèlige Egenskaber ved Sysiemer af piane Kurver, 
avec un résumé en frangia (Mem. dell' Acc. di Eopenhagen, V, 
10, 1873) — a cui auguriamo una traduzione in qualche idioma 
più conosciuto del danese la quale agevoli la diffusione dei 
concetti e dei risultati originali ed importanti in essa esposti 
— e l'altra dello Kneser intitolata Einige allgemeine Satze uher 
die einfachslen GestaUen ebener Kurven (Math. Ann., 41, 1893). 

5. Il metodo adoperato in quest'ultimo lavoro è modellato su 
quello che lo stesso autore adoperò nelle due memorie Synthe' 
lische Untersuchungen uber die Schmiegungsebenen beliebiger Baum- 
curven und die RealitatsverhaUnisse specieller KegelschniUsysteme 
(Math. Ann., 31, 1888) e Allgemeine Sdtze uber die scheinbaren 
Singularitaten beliebiger Raumcurven (Id., 34, 1889), le prime che 
tocchino il tema interessante e difficile di determinare le pro- 
prietà di forma delle curve sghembe. Per l'argomento, se non 
pel metodo, si collegano ad esse le indagini di Fr. Meyer, Udfer 
Bealitàtseigenschaften von Baumcurven (GOtting. Nachr., 1891) e 
Uéber Discriminanten und BesuUanten der Gleichung far Singu- 
laritdten von algebraischen Baumcurven, mìt Anwendung auf Beali' 
^d^^^Aattniss^ (Math. Ann., 43, 1893, e Monatshefte, 4^ 1893), colla 
quale resta esaurita l'enumerazione dei lavori concementi le anzi- * 
dette questioni (1). Sperando che l'avvenire ne renda l' elenco 



« (1) Alcime notizie isolate si leggono nella nota di C. Wiener, Die Abhàm- 
gigkeU der BUckkehrelemente einer unebene Curve von der Curve sMst (Zeitschr. 
f. Math., 25, 1880; cfr. EatalogI, 298)* e nello scritto del Bj6rling intitolato 
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più numeroso, osserveremo come la determinazione della forma 
di molte speciali curve a doppia curvatura sia stata già fatta : lo 
fu per le cubiche gobbe (Eatalog, I, 268, e II; 58), lo fu per 
le quartiche gobbe di 1* specie (Id., I, 269, II, 61) e di 2* 
(Fr. Meyer, TJeber BealUàtsverhdltnisse auf Baumcurven i*^ Ordn. 
zweiter Speéles, BOklen Mitt., 4, 1891 ; Rohn, Modelle der rationaUn 
Baumcurven 4. Ordn. und ihrer Developpabeln, Deutsch. Math.- 
Ver., 1; 1892; Katalog, I, 269, 270 e 272), mentre d'altronde 
possediamo da tempo una bella memoria del M5bius Ueber 
die OestaU sphdrischer Curven welche keine merkmlrdigen Puncte 
haben (Leipziger Ber., 2, 1848) ed alcune osservazioni del 
Cayley On Contour and Slope Lines (Phil. Mag., 18, 1859). 

6. JPassando ora alle varietà a due dimensioni, additeremo al 
lettore anzitutto lo studio dell'aspetto delle superficie nelle vici- 
nanze di certi punti singolari (Eatalog, I, .299-302) e poi le ri- 
cerche sulla connessione (1), quelle di C. Jordan Sur la deforma- 
tion dea surfaces e Des contour s tracés sur les surfaces ( Journ. de 
Math., n, 11, 1866), e quelle generali relative non soltanto alle 
superficie ma anche alle curve piane, i cui risultati il Eorteweg 
fece conoscere col mezzo della estesa memoria Ueber Singulari'^ 
iàten verschiedener Ausnahme-Ordnung und ihre Zerlegung (Math. 
Ann., 41, 1893). — Delle superficie chiuse in particolare si oc- 
cuparono il Beech, il quale, nella nota intitolata Démonstration 
d'une propriété generale des surfaces fermées (JoOm. Ec. poi., 
37® cab., 1^58), considerò il numero delle normali reali che si 
possono condurre da un punto ad una delle anzidette superficie, 
e H. Brunn nella Diss. Ueber Ovale und Eiflàchen (Mlinchen, 
1887) (2). 



Modelle von Baumcurven und Developpahlef^Singularitàten (Lund, 1881). Ag- 
giangiamo che alla forma di una classe particolare di curve gobbe si ri- 
ferisce la nota del Brill Ueber algebraische Raumcurvenj welche die Gestalt 
einer Schlinge haben (M!ath. Ann., 18, 1881); mentre alla condizioAe affinché 
due curve s'intreccino è dedicata la nota del.Thomae Ueber ein Integrai 
von 0au88 welches die Verhnotfung zweier geschloasenen Kurven im Baume 
zàhU (Bericfate der nat. Ges. in Freiburg 'i. Br., 7, 1876) ed ai punti doppi 
apparenti la nota del Brunn Ueber scheinbare Doppelpunkte von Baumcurven 
(Deutsch. Math.-Ver., 8, 1894). 

(1) y. fra altri gli scritti di Klein, Ueber den Zusammenhang der Fl&chen 
(Math. Ann., 7, 1874, e 9, 1876). 

(2) Ofr. anche gli articoli dello stesso autore: Ein 8atz Uber EifUlchen e 
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Volgendoci ora alle superficie di ordine determinato, richia- 
meremo l'attenzione del lettore sul bel gruppo di modelli del Brill 
concementi le quàdriche (Katalog I, 257-263) e sulle seguenti 
memorie intomo alla forma delle superficie cubiche (1): Elein, 
Ueber Flachen dritter Ordnung (Math. Ann., 6, 1873); Schlafli, 
Quand'è che dalla superficie generale di ter sbordine si" stacca una 
parte che non sia realmente segata da ogni piano reale? (Ann. di 
Mat., n, 5, 1873), e Correzione (Id., 7, 1876); Zeuthen, Étude des 
propriétés de sUuation des surfaces oubiques (Math. Ann., 8, 1875); 
G. Bauer, Von den gestaltlichen VerhàUnissen der parabolischen 
Curve auf einer Fioche dritter Ordnung (MUnchener Ber., 13, 1883); 
Herting, Ueber die gestaltlichen Verhdltnisse der Flachen dritter 
Ordnung und ihrer parabolischen Kurven (Diss., MUnchen, 1887). 

Oltre alle rigate di quarto grado (Rohn, Die verschiedenen Arten 
der Begelflàchen vierter Ordnung, Math. Ann., 28, 1887; Katalog I, 
275-6 e II, 62), le superficie di quarto ordine che furono già 
studiate dal punto di vista della forma sono: la ciclide (si vegga 
la memoria di Clerk Maxwell (1831-1879) On the Cylide, Quart. 
Journ., 9, 1868, e Katalog I, 265), la superficie di Kummer 
(v. le memorie del Rohn citate nel n. 11 del Gap. HI e Ka- 
talog I, 265), la superficie delle onde (W. M. Hicks, Practical 
Method of Modelling the Wave Surface, Mess., II, 5, 1876), quella 
di Steiner (Katalog I, 266), quelle a conica doppia (Zeuthen, Oni 
Flader af fjerde Orden med Doppeltkeglesnit, Kopenhagen, 1879), 
e Gardinaal, Constructie der oppervlakken van den vierden graad 
met dubbelkeglesnede door middel van projectivische buhdels opper- 
vlakken van den tweeden graad, Amsterdam Versi., IO, 8, 1891), 
quelle a conica cuspidale (Crono, Om Flader af fjerde Orden 
med Tilbagegangskeglesnit, Kopenhagen, 1881), ed altre ancora 
di minore importanza (Katalog, I, 265 e 267). 

Tacendo per brevità di alcune speciali superficie d'ordine su- 
periore al quarto (Ivi, p. 267-9 e 282-3) e di alcupe sviluppabili 
particolari (Ivi, p. 272 e 2, p. 25), ricorderemo ancora i modelli 



Referat Uber eine Arbeit * Excuite Qrundlagen fUr eine Theorie der Ovale „ 
Mùnchener Ber., 24, 1894). 

(1) Per le superficie cubiche non rigate y. Katalog I, 263 e 283; II, 57 
e 70; e per le rigate Id., I, 275 e II, 60. Cfr. anche l'articolo del Korteweg 
Sur les modèlea des surfaces cuhiques construites d'après les indications de 
M. Rodenberg (Nieuw Archiv voor Wiakunde, '20, 1893). 
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delle superficie dì curvatura, totale (1) o media, costante (Ivi, 
p. 291-297), e quelli intesi a illustrare la teoria della curva- 
tura di alcune superficie (Ivi, 1, p. 285-291, 302-4 e 2, p. 71), 
le proprietà delle asintotiche di una superficie generale (cfr. 
Dyck, Gestaltliches iiber den Verlauf der HaupUangentencurv&n 
einer algebraischen Fioche, Deutsch. Math.-Ver., 1, 1892). 

Notiamo da ultimo che le indagini intorno alla forma delle 
curve e le superficie algebriche si possono intendere come casi 
speciali di quelle che il Segre inaugurò colle già citate scrit- 
ture (v. pag. 35, nota 1) intorno ad Un nuovo campo di ricerche 
geometriche e poi svolse neirimportantìssima memoria sopra Le 
rappresentazioni reali delle forme complesse e gli enti iperalgebrici 
(Math. Ann., 40, 1892). Infatti nei lavori che citammo nei Gap. Il, 
in e lY, delle curve e delle superficie si consideravano tutti i 
punti reali ed immaginarli; studiare la forma di una curva o di una 
superficie equivale a considerarne i soli punti reali ; ora, invece di 
studiare gli oo^ punti reali di una curva o gli oo^ punti reali di 
una superficie, si possono studiare le serie costituite da od' punti 
complessi scelti fra gli oo^ punti complessi di una curva, oppure 
le serie di oo^ o oo^ o oo^ di punti complessi contenute nella to- 
talità degli 00^ punti complessi di una superficie. Gli è appunto 
quanto ha suggerito il Segre; il quale avvertì per primo la 
necessità di considerare dei nuovi punti che fossero dispetto ai 
punti complessi ciò che questi sono rispetto ai reali; dopo questi 
punti bicomplessi, si dovranno considerare i tricomplessi, ecc. 

7. Gli scritti di Mòbius di cui parlammo nelle pagine prece- 
denti non sono gli unici del grande geometra che tocchino le que- 
stioni intorno alla forma delle superficie; bisogna ancora citare la 
grande Theorie der elementaren Verwandschaften (Leipziger Ber., 
15, 1863) in cui sono esposte delle notevoli considerazioni che oggi 
si ritengono come appartenenti dXYAnalysis sUus (2), importante 
ramo di geometria di cui vennero gettati i semi da Riemann 
nella Theorie der AbeVschen Functionen (Journ. f. Math., 54, 



(1) Un modello di superficie pseadosferica venne costruito dal Beltrami 
fin dal 1868; esso passò per le mani del Cremona e del Gasorati; ma ò 
ignoto qual fine abbia fatto. 

(2) Cfr. Katalog I, 278 e U, 64, 69, 71-73. 
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1857; V. anche Fragment aus der Analysis situa, in Oes. Werke, 
Leipzig^ 1876, p. 448), e che venne poi coltivato da molti geo- 
metri i cui lavori si trovano accuratamente caratterizzati nel- 
l'introduzione dell'importante memoria di W. Dyck Beiirdge zur 
Amilysis sUus (Math. Ann., 32, 1888, e 37, 1890 (1) ), alla quale 
rimandiamo il lettore desideroso di maggiori particolari. 

Vogliamo qui citare una seconda volta (cfr. Gap. Il, n. 10) la 
Teoria dei gruppi geometrici e delle corrispondenze che si possono 
stabilire tra i loro elementi del de Paolis, giacché ivi, non solo 
sono esposte e completate le più significanti indagini anteriori 
avlV Analysis situs, ma è introdotta come ausiliare del geometra 
e studiata in modo originale, la celebre superficie a piit strati 
di cui Riemann arricchì la collezione degli strumenti propri 
all' analista. Prima del de Paolis le ^ superficie di Biemann > 
erano state studiate con buon successo dal Ltìroth {Note Ober 
Verzweigungschnitte und Querschnitte in einer Riemann' sehen 
Fioche, Math. Ann., 4, 1871), dal Clebsch (Zur Theorie der 
Biemann' schen Flàchen, Id., 6, 1873), dal Clifford {On the Oa- 
nonical Form and DissectUms of a Biemann's Surface, Proc. L. 
M. S., 8, 1877), da J. H. Graf (BeUràge zur Theorie der Bie- 
mann' schen Fioche, Diss. Bern, 1880), e dal Bertini (SuUe super- 
ficie di Biemann, Lincei Rend., V, 2, 18932) (2); d'altronde il con- 
cetto di superficie di Riemann venne radicalmente trasformato 
da F. Klein nelle importanti scritture Ueber cine neueArt Bie^ 
mannscher Flàchen (Math. Ann., 7, 1874, e 10, 1876) (3). 

Nell'anzidetta memoria del de Paolis è tenuto il debito conto 
anche delle idee originali che il Mobius espose ed applicò nella sua 
celebre nota Ueber die Bestimmung des InhaUs einer Polyeder 
(Leipziger Ber., 17, 1867) (4); il che porge a noi il destro di far 



(1) Fra i lavori posteriori ricorderemo i seguenti: E. Bortolotti, Alcune 
osservazioni sulla definizione di connessione (Bologna Rend., 1890, in con- 
tinuazione della nota dello stesso autore, Sopra un teorema della teoria della 
connessione Lincei Rend., IV, 5, 1889i); C. Koehler, Beweis eines Satzes aus 
der Analysis situs (Journ. f. Math., 109, 1892) ; H. Poincarré, Analysis situs 
(Joum.Éc. poi., II, 1«' cah., 1894). 

(2) Cfr. F. Hofmann, Methodih der stetigen Deformation von zweiblàttrigen 
Riemann' schen Flàchen (Halle a. S., 1889). 

(3) Cfr. del Pezzo, Sulle si4perficie di Riemann relative alle curve algebriche 
(Palermo Rend., 6, 1892). 

(4) Ivi s'incontra la " superficie unilaterale .. Cfr. anche la nota postama 
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cenno delle ricerche moderne sulla teorìa dei poliedri (1) che, oltre 
il Listing (Gensus rdumlicher Oebilde, G5tting. Abh., 10, 1861; 
V. anche Gòtting. Nachr., 1867), fecero il Kirkman (On the Bepre- 
sentation and Enumerafion of Polyhedra, Mem. of Lit. and Phil. 
Soc. of Manchester, 12, 1854; Onthe Enumeration ofx-edra having 
Triedral Summits and an {x-l)-gonal Base, Phil. Trans^ 146, 1856; 
On Autopolar Polyhedra, Phil. Trans., 147, 1857), il Cayley {The 
Probletn of Polyhedra, Ivi; On the ùi-^faced Polyacrons in Beference 
io the Probletn ofthe Enumeration of Polyhedra, Mem. of Lit. and 
Phil. Soc. of Manchester, 1, 1862; On the Partition of a Close, 
Phil. Mag., 21, 1861); il Jordan (Becherches sur les polyèdres, 
Joum. f. Math., 66, 1866, e 68, 1868; Bésumé de recherches sur 
la symétrie des polyèdres non eulériens, Id., 66, 1866; Note sur 
la symétrie inverse des polyèdres non eulériens, Id., 68; 1868; 
Sur Us assemblages de lignes^ Id., 70, 1869) (2), il Bertini (Sui 
poliedri euleriani, Pisa Ann., 1868-69), il Cliflford (On a Theorem 
Belating to Polyhedra analogous to Mr, CoUerilVs Theorem on 
Piane Polygones, Proc. L. M. S., 4, 1872), l'Hess (Einleitung in 
die Lehre der Kugeltheilung mit besonderer Berucksichtigung ihrer 
Anwendung auf die Theorie der gleichflàchigen und gleichecJdgen 
Polyeder, Leipzig, 1883), il Peil (Ueber Euler'sche Polyeder,WiexieT 
Ber., 93, 1886), TEberhard (Eine Klassification der allgemeinen 
Ebenensysteme, Joum. f. Math., 106, 1890, e 2!ur Morphologie der 
Polyeder, Leipzig, 1891), ed il Cesare (Conditions nécessaires et 
suffisantes pour qu'un polyèdre soit superposable à son image dans 
un mirair pian, Belgique Bull., Ili, 12, 1891). 

Un indiscutibile legame con le indagini precedentemente di- 
scorse hanno quelle che si sogliono comprendere sotto il nome 
di * topologia „ — nome che incontrasi, a quanto sappiamo, per la 
prima volta nelle Vorstudien zur Topologie (GSttinger Studien, 
1847) del Listing (3) — ; esse vennero svolte in questi ultimi anni 



Zur Theorie der Polyeder und der ElemetUarverwandschaften in MSbius Werhe, 
2 (Leipzig, 1886), p. 513-560, e C. Reinhardt, Zu Mobius Polyedertheorie (Leip- 
zìger Ber., 15, 1885), e Einleitung in die Theorie der Polyeder (Meissen, 1890). 

(1) Abbiamo escluso quelle che hanno attinenza più stretta colla cristal- 
lografia che colla geometria. 

(2) Cfìr. de Polignac, Formules et coneidéraiions diverses se rapportant à 
la theorie dea ramificationa (Bull. S. M. F., 8, 1880 e 9, 1881). 

(3) Cfr. Hierholzer, Ueber die Mdglichkeit^ einen Linienzug ohne Wieder- 
holung und ohne Unterbrechung zu umfahren (Math. Ann., 6, 1878), e Cayley, 
On Listing's Theorem (Mess., 2, 1873). 
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con ottimi risultati specialmente da 0. Simony — del quale basti 
qui ricordare l'opuscolo intitolato Gemeinfassliche, leuM contro- 
Urlare Losung der Aufgabe: ^ In ein ringfòrmig geschloasenes 
Band, einen Knot zu machen „ und verwandter merkwurdiger Pro- 
bleme (3® Aufl., Wien, 1881) e le due memorie Ueber eine Reihe 
neuer Thatsachen aus dem Gebiete der Topologie (Math. Ann., 19, 
1882 e 25, 1884) (1); lo seguirono L. Keller (Ueber einige aUge- 
meine auf Knotenverbindungen bezugliche Gesetze, Wiener Ber., 89, 
1884), il Dingeldey {Topologische Studien uber die aus ringfonnig 
geschlossenen Bànder durch gewisse Schnitte erzeugbaren Gebilde 
(Leipzig, 1890). Aggiungiamo ancora che ad uno speciale ma 
interessante teorema che dipende dall'aspetto di una superficie 
e comprende uno più antico relativo al piano (cfr. Tait, On Co- 
louring of Maps, Proc. of the R. Soc. of Edinburg, 10, 1880) (2) 
si riferiscono gli scritti seguenti: Kempe, On the Geographical 
Problem of the Four Colours (Am. Journ., 2, 1879); Heawood, 
Map-colours Theorem (Quart. Joum., 24, 1890); Heflfter, Ueber das 
Problem der Nachbargebiete (Math. Ann., 38, 1891). 

8. Alle svariate ricerche di cui tentammo ritrarre i linea- 
menti nel presente Cap. ci conviene riavvicinare quelle in- 
tomo alle figure costituite da un certo numero di punti, rette 
e piani, cioè a quegli aggruppamenti notevoli che oggi si de- 
signano col nome di configurazione e coU'abbreviazione Gf. (3). 

Le memorie di Cayley Sur quelques théorèmes de la geometrie 
deposition (Journ. f. Math., 31, 1846, 34, 1847, e 41,1851), le 
numerose scritture intorno all'esagrammo di Pascal (le quali 



(1) Cfr. H. Brunn, Topologische Betrachtungen (Zeitschr. f. Math., 87, 1892). 

(2) Questo teorema afferma la possibilità di colorire qualunque carta di 
geografia politica adoperando quattro soli colori. 

(8) Una Cf. mj piana consta di n punti ed n rette disposte in modo che 
ogni retta contenga i punti e per ogni punto passino i rette. Una Gf. (»i, gh) 
nello spazio consta di n punti, n piani e g rette tali che per ogni punto, 
passano i piani e k rette e su ogni piano stanno i punti e k rette. È re- 
golare una Of. che si comporti allo stesso modo rispetto ad ogni suo punto. 

Avvertiamo che la teoria delle configurazioni presenta poche analogie con 
quelle trattate nelle parti precedenti dell^attuale Gap.; in essa non si & 
veruna distinzione fra elementi reali ed elementi immaginari, sicché essa 
è in realtà un capitolo della geometria projettiva, mentre le ricerche suUa 
forma delle figure geometriche formano un ramo di geometria (per dirlo col 
Elein) il cui gruppo di trasformazioni non è quello della geometria di posizione. 
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sono ricordate nell' introduzione dell' importante lavoro del Ve- 
ronese intitolata Nuovi teoremi stUVexagrammum mysticum, Lincei 
Mem., m, 1, 1877) e meglio ancora molte delle proposizioni 
enunciate da Steiner e concernenti quel ramo di matematica 
che Poncelet designava sprezzantemente col nome di " geometria 
di combinazione „ (1) mostrano ad esuberanza che gli elementi 
di questa teorìa risalgono ad epoca abbastanza lontana da noi. 

Ciò è confermato dagli studi sopra i triangoli piìi volte omo- 
logici fatti dallo Schr5ter (Ueber perpectivisch liegende Dreiecke, 
Math. Ann., 2, 1870), dal Eosanes (Veber Dreiecke in perspectivi- 
scher Lage, Ivi), e Hess (Beitràge zur Theorie der mehrfach perspec- 
tiven Dreiecke und Tetrueder, Id., 28, 1887) (2). Lo stesso dicasi 
per quelli intorno alla configurazione nascente da un esagono 
dieci volte di Brianchon, scoperta da Steiner (Ges. Werke, 2, 
p. 512) e da Clebsch (Veber die Anwendung der quadratischen 
Substitution auf die Gleichungen 5*" Orades und die geometrische 
Theorie des ebenen Filnfseits, Math. Ann., 4, 1871) e le cui 
proprietà vennero poi metodicamente studiate dallo Schroter 
(Das Clebsch'sche Sechseck, Id., 28, 1887). 

Ma la teoria delle configurazioni cominciò ad avere vita auto- 
noma nel 1882 per merito del Reye, il quale ne caratterizzò il 
compito nell'articolo intitolato Das Problem der Configurationen 
(Acta, 1) e ne illustrò i procedimenti colla successiva nota Die 
Hexaeder und Octaeder-Configurationen (12^, I63) (Ivi). A partire 
da questo istante la teorìa generale delle configurazioni piane 
venne studiata a fondo (segnatamente dal Martinetti, dal de Yries 
e dal SchQnflies) e da vari punti di vista, né si trascurò di accre- 
scere il numero delle configurazioni speciali del piano e dello 
spazio, o il numero delle proprìetà delle configurazioni già note. 
Tutto ciò emerge dal seguente elenco di memorie sull'argomento 
che ci occupa (3) : Victor, Die harmonische Configuration 242 (Be- 



(1) Traiti des propr, proj, (2« ed., Paris, 1865-66, 2, p. 404); ivi si legge 
la frase '^ geometrie combinatoire de M. Steiner , ; altrove (II, 1, p. 414) 
Poncelet parla di " théorèmes à combinaisons „. 

(2) Come lo fa supporre il titolo, in questo scritto é anche trattata la 
questione analoga nello spazio; v. anche Elug, Ueher mehrfach perspective 
Tetraeder (Arch. der Math., II, 6, 1887). 

(3) Fra esse non abbiamo poste le seguenti di S. Kantor, perchè comin- 
ciarono ad uscire prima dei lavori del Reje: Ueber cine Gattung von Confi- 
gurationen (Wiener Ber., 80, 1879); Ueber die Configuration (3, 3) mit den 
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rìchte der nat. Ges. in Freiburg i. Br., 8, 1882); Hossfeld, Ueber 
die mit der Losung einer Steiner^schen Aufgabe zusammenhàn- 
gende Configuratian (12^, lOg) (Zeitschr. f. Math., 29, 1884, e 
30, 1885); Jung, Sull'equilibrio dei poligoni articolati in connessione 
col problema delle configurazioni (1) (Ann. di Mat., Il, 12, 1884), 
e Sopra una classe di configurazioni d'indice 3 (Rend. Ist. Lomb., 
n, 18, 1885); Martinetti, Sopra alcune configurazioni piane (Ann. 
di Mat., n, 14, 1886), Sulle configurazioni piane ^s (I^., 15, 
1887), Sopra un gruppo di configurazioni regolari contenute nd- 
Vesagrammò di Pascal (Atti dell' Acc. Oioenia, lY, 3, Catania, 
1891); Schrdter, Ueber das Fiinffiach und Sechsflach und die 
damit zusammenhdngende Kummer'sche Configuratian (Joum. f. 
Math., 100, 1886), Ueber lineare Constructionen zur RersteUung 
der Configurationen x^ (GStting. Nachr., 1888), Ueber die BU- 
dungsweise und geometrische Construction der Configuration lOs (Id., 
1889), Die Resse' sche Configuration (I24, 16s) (Joum. f. Math., 
108, 1891) (2), e £iementore Construction der Figur der in desmisehen 
Lage befindlichen Tetraeder (Id., 109, 1892) (3); F. Klein, Ueber 
Configurationen, welche den Kummer^schen Flachen zugleich ein- 
und umgeschrieben sind (Math. Ann., 27, 1886) ; Staigmiìller, Die 
harmonische Configuration (Diss. Tiibingen, 1886) ; Schonflies, 
Ueber einige ebene Configurationen und die zugehorigen Gruppen 
von Substitutionen (65tting. Nachr., 1887), Ueber die regelmàssige 
Configurationen x^ (Math. Ann., 31, 1888), Ueòer Configurationen 
welch sich aus gegebenen BaumeUmenten durch blosses Schneiden 
und Verbinden ableiten lassen (Deutsch. Math.-Ver., 1, 1890-91), 
Bemerhungen zur Theorie der regelmàssigen Configurationen XtQAaik, 
Ann., 42, 1893); Caporali, Memorie di geometria (NsLfoìi, 1888); 



8, 9 Indices und thren Zusammenhang mit den Curven dritter Ordnuna (Id., 
84, 1881), Die Configurationen (3, 8)to (Ivi), e Ueber eine Configuration (8, 3)t« 
und unicursale Curven vierter Ordnung (Math. Ann., 21, 1888). Altrettanto 
facemmo per quella del Veronese, Sopra alcune configurazioni di punti^retU 
e piani, di coniche' e superficie di 2^ grado e di altre curve e superficie (Lincei 
Mem., m, 9, 1881). 

(1) Si veda anche: Burmester, Kinematische Untersuchungen der Meeha- 
nismen mit Bandtrieh (Der Civilingenieur, II, 85, 1889) e Uèber die momentane 
Bewegung der ebenen Mechanismen (Technische Bl&tter, 22, 1890), 

(2) Cfr. £. Hess, Bemerkung zu der Abhandlung von H, Sehroter (Joum. 
f. Math., Ili, 1898). 

(3) Cfr.: Stephanos, Sur les systèmes desmiques de trois tétraèdres (Boll. 
Se. math., II, 3, 1879). 
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De Vries, Uéber gewisse ebene Confìgurationen (Acta, 12, 1888), 
Uefer die einem Vierseite harmonisch eingeschriebene Configura- 
tion 18$ (Wiener Ber., 92, 1888), Over vlakke Configuraties {Am- 
sterdam Versi., UT, 5, 1888), Over de harmonische Configuratie 
(248, I84) (Ivi), Over vlakke polyedrale configuraties (Id., 6, 1889), 
Over eene groep van regelmaiige vlakke configuraties (Ivi), Over de 
desmische Configuratie % (Ivi), Over vlakke configuraties, die nit 
de osculatiegroepen der kubische kromme kunnen worden afgdeid 
(Ivi), Qver vlakke configuraties, imarin elk punt met twee lijnen 
incident is (Ivi), Ueber geunsse der allgemeinen cubischen Curve 
eingeschriebene Configurationen (Wiener Ber., 98, 1889), TJeber 
gewisse Configurationen auf ebenen kubischen Curven (Ivi), Ueber 
polyedrale Configurationen (Math. Ann., 34, 1889), Ueber eine 
Oattung regelmàssiger ebener Configurationen (Id., 35, 1889), 
Ueber die Configuration welche durch die Aehnlichkeitspunkte und 
Aenlichkeitsgeraden von n Kreisen der Ebene gebildet werden 
(Zeitschr. f. Math., 35, 1890), Over eene groep van regelmatige 
vlakke configuraties en eenige daarmede samenhangende vlakke 
configuraties van punten en krommen (Amsterdam Versi., III, 7, 
1690)^ Nieuwe eigenschappen der harmonische configuratie (248, 18J 
(Ivi), Cyclische veelhoeken on vlakke kubische krommen (Ivi), Sur 
les configurations planes dont chaque point supporte deux droites 
(Palerpio Rend., 5, 1891), Ueber ràumliche Configurationen, welche 
8ich aus den regelmàssigen Polyedern herleìten lassen (Wiener 
Ber., 100, 1891), Ueber gewisse ràumliche Configurationen (K. Akad. 
van Wetenschappen, Verslagen, Amsterdam, 1894-5) (1); Wit- 
tmg, Ueber eine der Hess^schen Configuration der ebenen Curven 3. 
Ordnung analoge Configuration im Baume (Disa. QóttìngQn, 1S87) ; 
Maschke, Ueber eine merkwurdige Configuration gerader Linien im 
Raume (Gòtting. Nachr., 1889, e Math. Ann., 36, 1890); Hess, 
Beitr&ffe zur Theorie der rdumlichen Configurationen. Ueber die 
Klein* sche Configuration (6O15, 30e) und einige bemerkenswerte 
ràumliche Configurationen (Verhand^ der K. Leop.-Carol. Deut- 
schen Akad. der Wiss., 55, Halle, 1890), Uéber getvisse ràum- 



(1) Qaesto sì collega a un lavoro dell'AndreefF Std problema delle confi- 
gurazioni pubblicato in russo dalla Società matematica di Eharkow. Alla 
teorìa delle configurazioni sì riattaccano ancbe le due memorie del de Vries, 
hodynamiscke uiui metaharmonisehe GeòUde (Wiener Ber., 101, 1892) elnvo- 
lutions harmonigues dans le pian et sur la sphère (Archives Teyler, li, 4, 1894). 
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liche Configuratianen (Berichte der nat. Ges. in Màrburg i. Bl, 
1892); Daublebsky, Die Configurationen llg (Monatshefte, 5, 1894); 
Sterneck, Die Confìguration Ila (Monatshefte, 5, 1894), e Die 
Configuration 12$ (Id., 6, 1895); E. Hastings Moore, A Configu- 
ration of 36 Points, 27 Lines, 36 Flanes, a Special Case of which 
leads to Klein' s Hyperelliptic Confìguration of 40 Poinis, 90 Lines^ 
40 Flanes (American Association, Proc, 1894). 
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CAPITOLO vn. 



Geometria della retta nello spazio. 



1. Nella geometria greca si considera il punto come l'elemento 
generatore di tutte le figure, nell'antica geometria analitica si 
pone il punto siccome fondamento dì tutti i ragionamenti e dei 
calcoli ; runa e l'altra sono dunque da riguardarsi siccome le due 
basi della geometria del piano e dello spazio punteggiati. Ora, una 
delle più ovvie conseguenze del principio di dualità è che la retta 
nel piano ed il piano nello spazio hanno egual diritto del punto 
di fungere da elementi generatori delle figure : messi alla prova 
questi nuovi elementi si manifestarono ben presto capaci di soste- 
nere quella parte con altrettanto buon risultato, donde le origini 
della geometria (analitica e sintetica) del piano rigato e dello 
spazio di piani. H merito di avere per tal modo quasi raddoppiato 
il dominio della geometria (specialmente quello della geometria 
analitica) spetta in gran parte a Pliìcker (1). Ma a Plticker ancor 
meno discutibilmente appartiene la gloria di avere metodicamente 
introdotto un terzo elemento delle figure a tre dimensioni — la 
retta — e di avere costruito in conseguenza una * nuova geo- 
metria dello spazio „ ; egli, dopo di avere abbandonato durante 
quasi vent'anni la geometria per consacrare alla fisica le sue po- 
derose forze intellettuali, ritornò alla scienza che per prima gli 
aveva assicurata la fama, per sviluppare alcune idee originali che 
egli aveva schizzate sin dal 1846 (OeotnetriedesBauines,!!. 258) (2), 



(1) ' Sino ai tempi moderni, il metodo analitico, quale Cartesio lo ha creato, 
si reggeva per così dire sopra un solo piede. A Pldcker era riserbato 1*0- 
nore di collocarlo sopra due sostegni eguali introducendo il sistema di coor- 
dinate complementari. Però questa scoperta era divenuta inevitabile dopo 
che si erano introdotte nello spirito dei matematici le profonde vedute di 
Steiner , (Sylvester in Phil. Mag., 37, 1850, p. 263). 

(2) Che la retta fungesse talora da elemento generatole notò fin dal 1847 
Staudt {Geam. der Lage, n. 26); si ricordi ancora (Cap. IV, n. 2) che già 
nel 1860 Cayley considerò una curva gobba come * complesso . delle sue 
secanti. 



» t • j . 
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per arricchirla di una nuova e importantissima disciplina, la 
" Geometria della retta » nello spazio.' 

Le prime pubblicazioni fatte su <][uesto argomento dal grande 
geometra tedesco risalgono all'anno 1865 {On a New Geametry 
of Space, Proc. R. S., 14, 1865, e Phil. Trans., 155, 1865) (1); ivi 
sono enunciate le proprietà fondamentali dei complessi in generale 
e dei lineari in particolare, e quelle delle loro intersezioni (con- 
gruenze e superficie rigate); le dimostrazioni di esse sono ivi 
soltanto accennate e, secondo l'autore, dovevano venire ordite col- 
l'aiuto delle ^ coordinate di una retta nello spazio », che egli intro- 
dusse come concezione propria, ma che poi si riconobbero per casi 
particolari di quelle che — a tacere di Grassmann (2) — Cayley 
aveva poco dianzi inventato {On a New Analytical BepresenkMon 
of Curves in Space, Quart. Joum., 3, 1860) (3) e di cui in seguito 
sviluppò le proprietà più cospicue {On the six Coardinates of a 
Line, Cambridge Trans., 11, Il Parte , 1869). 

Tali comunicazioni fatte da Pliicker alla Società Beale di Londra 
eccitarono il Battaglini a giustificare completamente le asser- 
zioni ivi contenute; ebbe in conseguenza il suo principio quella 
serie di memorie intomo alla geometria della retta che valsero al 
nostro connazionale un posto eminente tra i fondatori di questa 
disciplina, memorie di cui pel momento citeremo le seguenti: In- 
torno ai sistemi di rette di primo grado (Giom. di Mat., 6, 1868), 
Intorno ai sistemi di rette di secondo grado (Id., 7, 1869), Intorno 
ai sistemi di rette di grado qualunque (Id., 10, 1872). Riguardo 
ad esse osserveremo due cose : la prima è che sono ivi appli- 
cate con singolare perizia le coordinate omogenee e la teoria 
delle forme algebriche, alla creazione della quale il Batta- 
glini aveva dianzi tanto efficacemente contribuito; la seconda 
è che, quantunque il Battaglini abbia posto a base del suo 
studio dei complessi quadratici un'equazione speciale (lo osservò 
per primo F. Elein nella Diss. che citeremo fra breve), pure 



(1) C£r. anche le note On Camplexes of the Seeond Order (Brit. Ab8., 1867), 
e Oéoméirie nouvelle de Vespace (Lea mondes, 18, 1867). 

(2) Tale merito di Grassmann venne segnalato da Olebsch . nella sua già 
ciiàta (y. p, 35) Commemarouiiùne di FÌUcher. 

(3) Una speciale illustrazione dei concetti ivi esposti si legge nella nota 
dello stesso autore On the Cctnplex of Lines which meet an Unicursàl QuarHe 
Curve (Proc. L. M. 8, 17, 1886). 



* 
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molti dei ragionamenti che egli espone (si può dir tutti, ec- 
cettuati quelli intorno alla superficie singolare del complesso) 
valgono per qualsiasi complesso quadratico, e molte delle sue 
formolo, con lievi modificazioni si adattano al caso generale. 

2. Nel frattempo il Pltìcker elaborava le sue idee intomo 
alla geometria della retta e, dopo averne data un' applicazione 
nella Théorie generale des surfaces réglées, leur classification et leur 
constrtiction (Ann. di Mat., U, 1, 1867), le esponeva metodi- 
camente nella sua ultima opera intitolata Neue Geometrie des 
Baumes gegrilndet auf die Befrachtung der geraden Linie als 
Baumelement (Leipzig, 1868rl869) (1). Dire che questo libro 
abbia in tutte le sue parti egual valore ed importanza sarebbe 
affermar cosa contraria al vero. Inoltre il Pliìcker non teneva 
in gran pregio l'eleganza dei calcoli alla quale ci abituarono La- 
grange, Jacobi, Hesse e Clebsch; egli per fermo non condivideva 
l'opinione di Lamé che " la notazione sia per l'analisi ciò che 
la disposizione e la scelta delle parole è per lo stile ^ (2); al 
contrario è evidente che per lui in una ricerca dì geometria 
analitica il calcolo ad una sola condizione doveva soddisfare, 
quella di condurre con celerità e sicurezza alla soluzione dei 
problemi proposti. -Questa imperfezione, che rese antiquati prima 
del tempo tutti i lavori di Plficker e potrebbe farli scegliere come 
argomenti contro la tesi di Jacobi '^ mathesis et ars et scientia 
dicenda „, fu più dannosa all'ultimo che agli altri,' perchè questo 
doveva inevitabilmente affrontare il paragone, se non con altre 
opere, almeno coli' Analytische Geometrie des Baumes di Hesse e 
colle Vorlesungen uber Dynamih di Jacobi. Si aggiunga che Pliì- 
cker, avendo per lungo tempo abbandonata la geometria e tra- 
lasciato di seguirne lo svolgimento, credette di inserire nel suo 
libro certe investigazioni (metriche) le quali non interessano 
che mediocremente essendo incluse in altre assai più generali, 
l'esame di casi particolari del cui valore si tenta invano di 
convincersi oggi, e delle formole eccessivamente complicate e 
prive di quella generalità e simmetria che sole varrebbero a 



(1) La seconda parte fu pubblicata da F. Klein dopo la morte dell'autore. 

(2) Examen des différentes méthodes qu'on a pour résoudre les próblhnes de 
géomHrie (Paris, 1818), p. 26. 

Lqua, Il pMtato $d il prtunU diUt priHcipaU UwU gÉomtirichs. 14 
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renderle utili, epperò a salvarle dall'oblio. Malgrado questi di- 
fetti della Neue Oeometrie dea Baumes, che additammo unicamente 
per render ragione dell'esiguo numero di lettori che oggiA essa 
trova, non si può disconoscere che essa sia ricca di concetti nuoYÌ 
e geniali ; e sarebbe da consigliarne lo studio a chiunque volesse 
apprendere la geometria della retta ove gli sdonziati posteriori 
non avessero migliorata la forma e completata la sostanza di 
questa nuova diramazione della matematica (1). 

Primo fra i continuatori dell'opera di Plilcker è F. Elein il 
quale anzitutto perfezionò le ricerche da questo intraprese in- 
torno ai complessi quadratici (2); a lui inoltre dobbiamo la 
definizione più generale di coordinate di una retta (3); a lui, 
che per primo concepì la geometria dello spazio rigato in- 
dipendentemente da quella dello spazio di punti o di piani, 
l'importantissima osservazione che " la geometria della retta è 
identica allo studio di una varietà quadratica a quattro dimen- 
sioni contenuta in uno spazio lineare a cinque « (^); a lui il 
teorema che assicura essere ogni complesso rappresentabile me- 
diante un'equazione unica fra le coordinate di una retta nello 
spazio (5). Che quell' osservazione e questo teorema siano di 
massimo momento venne dimostrato particolarmente dal Segre 
nella sua bella memoria Sulla geometria della reUa e deUe sue 



(1) Cito qui : G. Janni, Esposizione della nuova geometria di PlUcker (GKozn. 
di Mat., 8, 1870); Chelini, Sulla nuova geometria dei complessi (Bologna Mem., 
ni, 1, 1870); de Paolis, Fondamenti di una teoria dello spazio generato dai 
complessi lineari (Lincei Mem., IV, 1, 1884-85); Caporali e del Pezsk), Intro- 
duzione alla teoria dello spazio rigato (in Memorie di geometria di Ettore 
Caporali^ Napoli, 1888) ; Fooret, Notions géométriques sur les eomplexes et les 
congruences (raris, 1898); G. Eoenigs, La geometrie réglée et ses appUeations 
(Paris. 1895). 

(2) Uéber die Transformation der allgemeinen Qleiehung 2, Gfrades zwiseken 
Linien-Coordinaten auf cine canonische Form (Diss. Bonn, 1868, ristampata in 
Math. Ann., 28, 1884); Zur Theorie der lAniencomplexe des ersten wul zweiUn^ 
Grades (Math. Ann., 2, 1870; c£r. Veronese, Sui gruppi (P)aM (i'Im) ddUe 
figure di sei complessi lineari di rette due a due in involuzione^ Ann. di Hat^ 
n, 11, 1883). 

(8) V., oltre ai due lavori citati nella nota precedente, T articolo sopra 
Die allgemeine lineare Transformation der Linieneoordinaten (Math. Ann., 
2, 1870). 

(4) Veggasi la fondamentale memoria Uéber Liniengeometrie und metrisehe 
Geometrie (Math. Ann., 5, 1872). 

(5) Ueòer einen liniengeometrischen Satz (G5tting. Nachr., 1872, o Math. 
Ann., 22, 1888). 
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serie quadraiiche (Torino Mem., Il, 37, 1884) (1)^ che nessun geo- 
metra può esonerarsi dallo studiare. 

8. Nel campo aperto da Pllicker entrò ben presto il Pasch, 
il quale diede degli eleganti sviluppi analitici intorno ai com- 
plessi lineari {Zur Theorie der linearen Complexe, Journ. f. Math., 
75, 1873), e fece intomo alla superficie singolare di un com- 
plesso qualsivoglia delle osservazioni destinate a rimanere {Zur 
Theorie der Ckmplexen und Congruenzen von Geraden, Giessen, 
1870; Ueber die Brennflàchen der Strahlensysteme und die Sin- 
gularitàtenflàchen der Compleoce, Journ. f. Math., 76, 1873). D'al- 
tronde una nuova definizione per le coordinate di una retta e 
esposta nella Noie sur un système de coordonnées linéaires dans 
V espace dello Zeuthen (Math. Ann., 1, 1869; cfr. Ghelini, Sulla 
composizione geometrica de^ sistemi di rette, di aree e di punti, Bo- 
logna Mem., in, 1, 1870), la quale, toccando questioni metriche 
a cui danno luogo i complessi di 1^ grado, ci porge il destro di 
nominare l'articolo del Drach Zur Theorie der Raumgeraden und 
der linearen Complexe (Math. Ann., 2, 1870). 

L'applicazione dell'algebra moderna alla geometria della retta 
fa tentata dal Battaglini (2), cominciata da Clebsch colle due 
bellissime memorie Ueber die Flucker'schen Complexe (Math. Ann., 
2j 1870) e Ueber die Complexflàchen und die Singularitdtenflàchen 
der Complexe (Id., 5, 1872), e continuata dopo un lungo inter- 
vallo da E. Waelsch {Zur Invariantentheorie der Liniengeometrie, 
Wiener Ber., 98, 1889, e Math. Ann., 37, 1890), e, in un certo 
senso, da F. Mertens {Die Gleichung des Strahlencomplexes weU 
cher aus alien die Kanten des gemeinschaftlichen Polartetraeders 
zweier Flachen II Ordnung schneidenden Geraden besteht, Wiener 



(1) y. anche Tarticolo dello stesso autore Sur une expresaion nouvelle du 
moment mutuel de deux complexes (Journ. f. Math., 99, 1886). 

(2) Nota a tal proposito il d^Ovidio, in una Commemorazione già da noi 
citata (pag. 64, nota 1), che al Battaglini * spetta altresì il gran merito di 
essere stato il primo a recare sistematicamente e largamente nelle ricerche 
sui comi)lessi il' potente sussidio della teoria delle forme algebriche; al qual 
merito si aggiunga quello di essere stato il primo a introdurre nello studio 
dei complessi la notaizione ombrale o simbolica che il Clebsch poscia (Math. 
Ann., 1869) perfezionò, rendendo i simboli più snodati e più atti al pas- 
saggio da formole in coordinate di rette a quelle in coordinate di punti 
ed piani ,. 
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Ber., 91, 1885; e Invariante GeUlde von NuUsysiemen, Id., 97, 
1888) e da G. Pick {Ueber das System der covarianten StrahUnr 
complexe zweier Fldchen zweiter Ordnung, Id., 100, 1891). , 

La classificazione dei complessi quadratici venne schizzata da 
Elein nella precitata Diss. e poi eseguita da A. Weiler nella 
memoria Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiien 
Orades (Math. Ann., 7, 1874), in cui non si può a meno di de- 
plorare il considerevole numero di gravi inesattezze (1). Le 
^ forme „ di detti complessi si trovano invece considerate nella 
memoria del Reye Ueber die Uauptarten der allgemeinen qua- 
dratischen Strahlencomplexe und Complexgewebe (Journ. f. Math., 
98, 1885). 

Delle proprietà infinitesimali dello spazio rigato trattarono 

F. Elein nell' importante lavoro Ueber geudsse in der lAniengeo- 
metrie auftretende Differentialgleichungen (Math. Ann., 5, 1872), 

G. Eoenigs nella tesi Sur les propriétés infinitésimales de l'espacé 
réglé (Ann. Éc. norm., II, 11, 1882), H. Bourget nella nota sulla 
Beprésentation géométrique dea propriétés infinitésimales du premier 
ordre des complexes (C. R., 104, 1887), E. Waelsch nell'articolo 
Zur Infinitesimalgeometrie der Strahlencongruenzen und Flàchen 
(Wiener Ber., 100, 1891), ed E. Cesare in quello Sulla geometria 
intrinseca delle congruenze (Napoli Bend., Il, 8, 1894); lavori che 
sono più meno intimamente connessi alla grande memoria di 
S. Lie Ueber Complexe, insbesondere Linien-^ und Kugelcomplexe 
(Math. Ann., 5, 1872), nella quale inoltre è messo in luce il le- 
game che esiste fra la geometrìa dello spazio di rette e la geo- 
metria dello spazio di sfere, ed è dimostrato quanta utilità 
l'una e l'altra possono ritrarre da questo inatteso ravvicina- 
mento, (2). Invece l' analogia esistente fra le proprietà dell'in- 
sieme delle rette e quelle dello spazio delle coniche di un piano 
venne indicata nel 1870 dal Cremona in una lettera al Beltrami 



(1) Le principali furono rilevate e corrette dal Segre nelle Note sur les 
complexes quadrcUiques doni la surface singidière est une sutface du second 
ordre doublé (Math. Ann., 23, 1883). 

(2) Cfr. la nota del Cremona, Sulla corrispondenza fra la teoria dei sistemi 
di rette e la teoria delle superficie (Lincei Atti, II, 8, 1875), ed il notevole 
scritto del Segre, SuUe geometrie metriche dei complessi e deUe sfere e suUe 
loro mutue analogie (Torino Atti, 19, 1884). 
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inserita nel t. 8 del Qiorn. di Mat.,; svolta dall' Aschìeri (1), e 
discussa poi dal Segre (2). 

In due importantissime memorie {Zur Theorie der mndschiefen 
Flàchen, Math. Ann., 8, 1875; Ueber Complexe und Congruenzen, 
Id., 9, 1876) in cui* l'autore rivelò una non comune abilità di 
analista, il Yoss determinò le singolarità degli enti propri alla 
geometrìa della retta, argomento che venne poi trattato con 
i metodi che gli sono propri (v. Cap. EE, n. 11) da H. Schubert 
{SingularitcUen des Complexe n^ Orades, Id., 12, 1877). Il Voss 
stesso si occupò poi anche della teoria deUe quàdriche conside- 
rate come intersezioni di complessi lineari nella memoria in- 
titolata Die Liniengeometrie in ihrer Anwendung auf die Flàchen 
zweiten Grader (Id., 10, 1876). 

n numero delle rette dello spazio che soddisfanno a quattro 
date condizioni fa determinato e poi sfruttato dall' Halphén 
{Sur le nombre des droites qui sdtisfont à des conditions données, 
O. R., 68, 1869; Sur les droites qui satisfont à des conditions 
données, Id., 73, 1871, e 74, 1872; ApplicUtions nouvelles d'une 
proposition sur les congruences de droites, Bull, S.M. F., 1, 1878) (3). 

La rappresentazione del complesso lineare sullo spazio pun- 
t^giato venne indicata per la prima volta da F. Elein (4) e 
studiata dsCl Caporali prima {Sui complessi e sulle congfuenze di 
2" grado, Lincei Mem., m^ 2, 1877-78), e dal Del Pezzo poi 
{Intorno alla rappresentazione del complesso lineare di rette ÈuUo 
spazio di punti atre dimensioni, Palermo Bend., 1, 1884-87); dif- 
ferenti da queste sono le leggi di corrispondenza esposte dal- 
l'Aschieri nella memoria Sopra una classe di trasformazioni ra- 
zumali in spazi a tre dimensioni (Mem. Ist. Lomb., IH, 2, 1879), 
da A.'Porchiesi nella nota su Tina rappresentazione del com- 



(1) Sulla rappresentazione dello spazio rigato con un sistema di coniche in 
un piano ; Imagine piana dei complessi e delle loro intersezioni (Rend. Ist. • 
Lomb., Il, 12, 1879); Fondamenti per' una geometria dello spazio composto di 
rette (Mem. Ist. Lomb., Ili, 6, 1883). 

(2) Considerazioni intorno alla geometria delle coniche di un pianò e aUa 
sua rappresentazione stdla geometria dei complessi lineari di rette (Torino 
Atti, 20, 1885). 

(3) Cfr. anche le due note dello stesso autore Sur le mouvement d'une 
droite (Ball. S. M. E., 1, 1873), e Sur le déplacement d'un solide invariahle 
(Id., 2, 1874). 

(4X Nello scritto del Nòther Zur Theorie der algébraischen Funktionen 
mehrerer eomplexen Variabeln (Gòtt. Nachr., 1869). 
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flesso lineare suUo spazio ordinario (Lincei Bend., IV, 1, 1885), 
e dà Schumacher nel § 2 della sua Classification der algebrai" 
schen Strahlensysteme (Math. Ann., 37, 1890). Finalmente di rap- 
presentazioni dello spazio rigato sopra una varietà lineare a 
quattro dimensioni trattano le seguenti memorie: F. Chizzoni, 
Stdla corrispondenza univoca fra le rette di uno spazio ordinario 
e i punti di uno spazio lineare a quattro dimensioni (Atti del- 
l' Acc. Gioenia di Scienze naturali, in, 20, Catania, 1887); Aschieri, 
Sulla curva normale di uno spazio a quattro dimensioni (Lincei 
Mem., IV, 4, 1887); G. Loria, Di due rappresentazioni univoche 
dello spazio rigaio su una forma fondamentale di i^ specie (Giom. 
di Mat., 27, 1889); M. Pieri, Sulla geometria -projettiva delle forme 
di i"" specie (Id., 28, 1890); M. Pannèlli, Sulla piti semplice tras- 
formazione birazionale dello spazio ordinario rigato in uno spazio 
lineare a quattro dimensioni (Lincei Bend., IV, 6, 1890}). 

4. Il complesso lineare, avanti di dar materia al primo capi- 
tolo della nuova geometria di Pliicker, era stato studiato da tre 
distinti geometri, cioè: da Gaetano Giorgini (1795-1874) (1) nel 
1827 (v. la memoria Sopra alcune proprietà d/ piani de' momenti 
principali e delle coppie di forze equivalenti, Mem. Soc. XL, 20, 
1828), dkl M5bius nel 1828 (2) (v. l'articolo Ueber cine besmdere 
Art dualer VerhaUnisse zwischen Figuren im Raume, Joum. f. 
Math., 10, 1833), finalmente da Chasles {Mémoire de géom&rie 
pure sur les systèmes des forces, Corr. math., 6, 1830, e Mémoire 
de géom^rie sur deux principes ecc., che fa seguito Bh'Aper^ 
historique) (3). Questi poi lo incontrò nel corso di altre ricerche 



(1) Cfr. G. Loria, Intorno a la vita e le opere di Gaetano Qiorgini (Giom. 
di Mat., 31, 1893). 

(2) Con maggiore precisione si può dire che fa il 5 febbraio 1828 il giorno 
della scoperta, da parte di Mobios, del complesso lineare. 

(8) À questi tre geometri non isfuggì il significato del complesso lineare 
nella teoria dei moti infinitesimi e della composizione delle forse. Molti 
sviluppi relativi a tali argomenti si trovano nel Cap. Ldei pregevoli lf<^ 
langes de geometrie pure (Paris, 1856) del de Jonquières. 

Aggiungiamo che la relazione fra la geometria della retta e la meccanica 
fu anche rilevata da PlQcker nella nota Fundamental Wiewa regarding Meeka- 
nics (Phil. Trans., 156, 1866) e sviluppata più tardi dal Klein nella Netiz 
hetrejfend den Zusammenhang der Liniengeometrie und der Meehanidc starrer 
Kdrper (Math. Ann., 4, 1871; cfr. anche W. Fiedler, Geometrie und Geome- 
chanick, Wolf Zeitschr., 21, 1876) e più completamente B. StaweU Ball nella 
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di geometria pura (v. la memoria intitolata Propriétéa nouvéUes 
de Vhjfperbolotde à une nappe, Journ. de Math., 4, 1839), e si pose 
così alla testa del drappello di coloro che trattarono le questioni 
di geometria della retta senza servirsi di coordinate; che tale 
manipolo di combattenti sia in breve tempo divenuto una le- 
gione di prodi emerge dal seguente elenco di memorie : 0. Hermes, 
Ueber Strahlenstfsteme der ersten Ordnung und der ersten Classe 
(Journ. f. Math., 67, 1867); T.Eeye, Lehrsdtze uber das Strahlen- 
system erster Ordnung und erster Klasse und den linearen Strahlen- 
eompUx (Id., 69, 1868) (1), Bemerkenswerthe Eigenschaft der 
Schraubenlinie (Zeitschr. f. Math., 15, 1870), Ueber Strahlensysteme 
zweìter Klasse un die Kummer^sche Fldche vierter Ordnung mit 
sechszehn Knotenpunkten (Journ. f. Math., 86, 1879); Ueber das 
Strahlensystem zweiter Elasse sechster Ordnung von der ersten Art 
(Id., 93, 1882), Ueber lineare und quadratische Strahlencomplexe 
und Compleooen-gewébe (Id., 95, 1883), e Ueber die Singularitàten- 
fldehen quadratischer Strahlencomplexe und ihre HaupUangenten- 
curven, Id. , 97, 1884 (2); Tognoli, incorno ad alcune questioni 
generali sulla teoria dei complessi, risolute col metodo geometrico 
puro (Giom. di Mat., 9, 1871); Silldorf, Ueber das Strahlensy- 
stem n*^ Ordnung und 1^ Klasse und den linearen Strahlencomplex 
(Zeitschr. f. Math., 20, 1875); P. Schur, Geometrische Untersu- 
chungen iiber Strahlencomplexe 1. und 2. Orades (Diss. Berlin, 1879, 



bella opera intitolata The Theory of Scretcs (Dublin, 1876). Cfr. anche le 
note del Battaglini, Sulla composizione delle forze^ Sulla teoria dei momenti^ 
Sulle serie di sistemi di forze e Sulle dinami in involuzione (Napoli Atti e 
Rend., 1869), nonché quelle Sul mommento geometrico infinitesimo di un si- 
stema rigido e Sul movimento geometrico finito di un sistema rigido (Napoli 
Bend., 1870). 

Da ultimo va notato che la teorìa dei complessi lineari ha somministrato 
alla Statica grafica una delle sue più eleganti teorie, quella delle figure reci* 
proche. V.: Clerk Maxwell, On Reciprocai Figures and Diagrams of Forces 
(Phil. M ag., 28, 1864) e On Reciprocai Figures Frames and Diagrams of Forces 
(Edinburgh Trans., 26, 1872): Culmann, Lehrbuch der graphischen Statik 
(Zfiirich, 1866); Cremona, Le figure reciproche della statica grafica (Milano, 1872) ; 
Hauck, Ueber die reciproken Figuren der graphischen Statik (Journ. f. Math., 
100, 1887); Schur, Ueber die reciproken Figuren der graphischen Statik (Zeit- 
schr. f. Math., 40, 1895). 

(1) Cfr. Walther, Zur Theorie des Strahlenssystems 1. Ordnung 1, Classe und 
des linearen Strahlencomplexes, Analytische Ableitung einiger Sàtze vonReye 
(Diss. Leipzig, 1889). 

(2) A queste va unita la memoria che lo stesso autore pubblicò in Journ. 
f. Math., 98, e che noi nominammo nel n. prec. 
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e Math. Ann., 15, 1879) (1); Bertìni, Sui complessi di secondo 
grado (Giorn. di Mat., 17, 1879), e SuUa congruenza di 2" ordine, 
2* classe e 1" specie, dotata soltanto di superficie focale (Lincei 
Trans., 1879); d'Ovidio, Nota suUe^proprietà fondamentali dei com-- 
plessi lineari (Torino Atti, 16, 1881); W. Stahl, Das Strahlenn 
system dritter Ordnung und zweiter Klasse (Joum. f. Math., 91, 
1881) (2), Ueber das StrahUnsystem zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse (Id., 92, 1882), Zur synthetischen Construdion der Com^- 
plexe zweiten Grades (id., 93, 1882), Zur Polarentheorie der Com- 
plexe zweiten Grades (Id., 94, 1883), Ueber Strahlensysteme zweiter 
Ordnung (Id., 95, 1883), e Das StrahUnsystem vierter Ordnung 
zweiter Klasse (Id., 97, 1884); W. Fiedler, Geometrische MiUhei- 
lungen, Il (Wolf Zeitschr,, 24, 1882); A. Weiler, Eine elementare 
Betracktung uber Strahlencongrumzen (Zeitschr.f.Math., 31, 1886); 
G. Loria, Rappresentazione su un piano delle congruenze [2,6]8 e 
[2,7] (Torino Atti, 21, 1886); C. Arnoldt, Einige Untersuchungen 
uber quadratisene Strahlencomplexe (Diss. Strassburg, 1887); 
Ktipper, Die Schraubenbewegung, das Nullsystem und der lineare 
Complexe {^onsAaÌLQfte, 1, 1890), Ueber benacìibarte, windschiefer 
Strahlen im linearen Complexe (Ivi), e Geometrische Betrachtungen 
uber den Strahlencomplex und die Congruenz (Prager Abh., Vii, 
5, 1891); Fouret, Sur les congruences de droites du premier ordre 
et de la première classe (Bull. S. M. F., 19, 1891); Zindler, Ueber 
Bilschel linearer Complexe (Monatshefte, 3, 1892); Borgmeyer, 
Geometrische Untersuchungen Uber den Ort der Fusspunkte der 
Lote welche von einem Punkte auf die 'Strahlen einer linearen 
Congruenz gefdllt werden (Diss. Miinster, 1893); Franel, Note 
sur les complexes linéaires (Vierteljahrsschrift d. naturf. Ges. in 
Ziirich, 40, 1895). 

E non sapremmo chiuder meglio questa enumerazione che ci- 
tando la recente opera di R. Sturm, Die Gebilde ersten und 
zweiten Grades der Liniengeometrie in synthetischer Behandlung (3) 

(1) Ofr. Aflchieri, Sopra la rappresentazione dei complessi di P grado ndìo 
spazio punteggiato (Rend. Ist. Lomb., II, 14, 1881). 

(2) Cfr. E. Waelscli, Ueber eine Strahlencongguenz heim HyperhoUnder 
(Wiener Ber., 95, 1887). 

(3) I. Theil : Der lineare Complex oder StraMengetoinde und der tetraedràU 
Complex (Leipzig, 1892); II Theil: Die Straìdencongruenzen erster und zweiter 
Ordnung (Leipzig, 1898). Cfr. Martinetti, Su un problema di geometria nume- 
ratila relativo alle congruenze lineari (Riv. di Mat., 3, 1893). 

È promesso un terzo volume sopra i complessi quadratici in generale, 
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in cui non soltanto sono fatte conoscere delle idee originali, 
delle proposizioni importanti ed una nuova nomenclatura, ma 
sono esposti con buon ordine i frutti più cospicui che furono 
raccolti nel campo che andiamo percorrendo. 

Non è fuor di proposito il ricordare qui l'Application de la 
théorie des complexes linéaires à Vétude des surfaces et des courbes 
gauches (Ann. Ec. norm., Il, 6, 1877) del Picard, ed il no- 
tare che alla geometria della retta sono stati applicati i me- 
todi- analitico-geometrici di Hamilton e Orassmann, come lo 
provano i seguenti scritti: Genty, Mémoire de geometrie vecto- 
rieUe sur les complexes du second ordre qui ont un centre de fi- 
gure (Journ. de Math., HI, 8, 1882) ; A. Buchheim, On the Appli- 
cation of Quatemions io the Theory of the Linear Complex and 
the Linear Congruence (Mess., Il, 12, 1883), e On the Quaternion 
Treatment of the Linear Complex (Id., 13, 1884); Gorton, Sy- . 
stems of Rays Normal to a Surface (Am. Journ., 13, 1890); 
E. Mtiller, Die Liniengeometrie nach den Principien der Orass- 
mann^ schen Ausdehnungslehre (Monatshefte, 3, 1892). 

5. Accanto alla copiosa collezione di lavori dovuti all'impulso 
dato da Plilcker, fa mestieri descriverne un' altra di indole 
differente. Essa abbraccia in sostanza la '^ geometria differen- 
ziale dello spazio rigato „, e trae le proprie origini dalle ri- 
cerche di Monge e dei suoi discepoli intorno alle normali 
di una superficie di cui abbiamo fatto cenno nel n. 4 del 
Gap. y (1) e da quelle generali del Malus e del Dupin, ricor- 
date in fine del n. 5 del Gap. stesso, sopra i sistemi di raggi 
rettilinei. Tali indagini vennero continuate in Francia dal Oer- 
gonne (2), dal Quetelet (3), da G. Sturm (1803-1855) (4), da 



del quale intanto possiamo annunziare il battistrada nella nota Ueber den 
aUgemeinen Complex zweiten Grades (Berliner Ber., 1894). 

(1) Ricordiamo anche le già nominate memorie del Mannheim (v. Cap. V, 
n. 10), del Lilienthal e del Guichard (Id., n. 14). 

(2) Recherches sur les surfaces caustiques (Ann. de Math., 16, 1825-26). 

(3) Sur une nouvelle manière de considérer les caustiques, produites soit par 
réftexion soit par réfraetion (Belgi que Mém., 8, 1826), e Résumé d'une nou- 
veUe théorie des caustiques, suivie de différentes applications à la théorie des 
projections stéréographiques (Id., 4, 1827). 

(4) Mémoire d'optique (Journ. de Math., 8, 1838), e Sur la théorie de la vi- 
sion (0. R., 20, 1845). Cfr. Le vistai, Recherches d'opdque géométrique (Ann. 
Éc. norm., 4, 1867). 
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A. Transon (1); in Inghilterra esse Io furono da W. R. Ha- 
milton (2). Agli studi di quest' ultimo dobbiamo se Kninmer 
si è occupato della teoria di cui andiamo descrìvendo le fasi di 
svolgimento, apportandovi delle modificazioni così radicali da 
chiudere un'era per aprime un' altra. 

La prima delle memorie di quel grande matematico sui si- 
stemi di cd^ rette {Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlen- 
sìfsteme, Joum. f. Math., 57, 1860) ha, come dichiara l'autore, " lo 
scopo di far entrare la teorìa dei sistemi di raggi, trattata per 
la prìma volta da Hamilton, nel campo della geometrìa analitica 
dello spazio, stabilendola sopra una nuova base, ed in parì tempo 
di completarla in certi punti importanti ». Fra le innova- 
zioni da lui apportate vanno segnalati il concetto e la misura 
di ' densità di un sistema di raggi „, quantità che, poi si- 
stemi di raggi costituiti dalle normali ad una superficie, coin- 
cide colla misura della curvatura di questa. ^ Si vede anche 
qui (osserva Eummer) che i concetti introdotti nella scienza, da 
Gauss hanno di regola quei caratteri di vera generalità, grazie 
ai quali essi esercitano la loro influenza assai più in là del 
campo pel quale furono originariamente creati „. 

A dimostrare che questo lavoro del grande geometra tedesco, 
non soltanto non passò inosservato, ma esercitò un'azione salu- 
tare, citeremo gli scrìtti seguenti che da esso rampollano: Mòbius, 
Oeometrische Eniwickelung der Eigenschaften unendlich^unner 
Strahlenbundel (Leipziger Ber., 14, 1862); P. Zech, Die Geometrie 
unendlich dUnner Strahlenbundel und die Affinitàt ebener Stfsteme 
(Zeitschr. f. Math., 17, 1872); L. Matthiessen, Neue Untersu- 
chungen iiber die Lage der Brennlien unendlich dUnner copulirler 
Strahlenbundel gegen einander und gegen einen Hauptstrahl (Là., 29, 
1884; V. anche Acta, 4, 1884); BlasendorfiF, Ueber die Beziehungen 
zwischen zwei allgemeinen Strahlensystemen, von welchen das eifie 
durch die verschiedensten Beflexionen und Brechungen in Medien 
mit beliébiger Wellenflàche aus dem anderen hervorgegangen ist 
(Diss. Berlin, 1883); Weingarten, Note uber die Brennlinien eines 



(1) Mémoire sur lea propriétéa d'un ensemble de droites menéea de tous les 
paints de Vespaee auivant une loi queleanque (Joum. Éc, poi., 38* cah., 1861). 

(2) Theory of Systems of Rays (Irish. Trans., 15, 1828; 16, 1830-31 ; 17, 1887^ 
Vedaei anche Cayley, On the Condition for the Existenee of a Surfaee cut- 
ting ai Righi Angle a given Set of Unes (Proc. L. M. S., 8, 1876-77). 
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unendlick dUnnen Strahlenbundeh (Joum. f. Math., 98, 1885); 
Bianchì, Sui sistemi doppiamente infiniti di raggi (Ann. di Mat., 
n, JL5, 1887) (1); Hensel, Theorie der unendlich diinnen Stfahlen- 
bUndel (Joum. t Math., 102, 1888); Gorton, Line Congruences 
(Am. Joum., 10, 1888); Issaly, Nouveaux principes de la théorie 
des congruences de droites (Bull. S. M. F., 16, 1888), e Étude gèo- 
métrique sur la courbure des pseudo-surfaces (Id., 17, 1889); Cayley, 
On Systems of Rays (Mesa., Il, 17, 1887), e On the Analt/tical 
Theory of the Congruency (Proc. L. M. S., 23, 1892); Guichard, 
Détermination des congruences telles que les lignes asymptotiques 
se correspondent sur les deux nappes de la surface focale (G. R., 
110, 1890), e Sur les congruences doni la surface moyenne est un 
pian (Id., 114, 1892); Cosserat, Sur les congruences de droites et 
sur la théorie des surfaces (Toulouse Ann., 1893) e Sur les con- 
gruences rectilignes et sur le problème de Ribaucour (C. R., 118, 
1894); Demoulin, Sur une proprieté métrique commune à trois 
classes particulières de congruences rectilignes (Id., 118, 1894); 
Waelsch, Sur le premier invariant différentiel prqjectif des con- 
gruences rectilignes (C. R., 118, 1894). 

6. Di originalità maggiore della memoria di Eummer ana- 
lizzata nel n. preced., è fornita l'altra dello stesso geometra 
IJ^er die algebraischen Strahlensysteme, insbesondere iiber die der 
ersten und zt/ùeiten Ordnung (Berliner Abh., 1866) (2), nella 
quale l' autore con abilità straordinaria pervenne a determi- 
nare i sistemi algebrici doppiamente infiniti di raggi di ordini 
1 e 2, le equazioni che rappresentano essi e le loro super- 
ficie focali (sono le superficie di quarto ordine con punti sin- 
golari di cui abbiamo fatto cenno nel n. 8 del Gap. Ili), le 
singolarità di quelli e di queste, le configurazioni a cui danno 
luogo i loro punti ed i loro piani eccezionali. Questi pregi, ag- 
giunti alla perfezione dello stile di Kummer, ben presto fecero 
ascrivere il lavoro in discorso fra le scritture classiche. 

A stabilire diversamente le verità insegnate nell' or citata 



(1) Sono ivi studiate le congruenze assai notevoli per le quali è costante 
tanto la distanza dei fuochi quanto quella dei punti limiti. 

(2) Cfr. A. Weiler, Ueher die Kummer'ache DarsteUung der Strahlensysteme 
zweUer Ordnung (Wolf Zeitschr., 29, 1884). 
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scrittura s'industriarono parecchi geometri ; sono in parte i sin- 
tetici che ricordammo nel n. 4, in parte quelli che studiarono 
delle speciali forme di r^tte di cui parleremo nel n. seg. Qui 
va notato che alcune aggiunte alle relazioni scoperte da Etonmer 
fra i numeri delle singolarità di una congruenza si leggono 
nella memoria di IT. Masoni Sui connessi conici ed in particolare 
sui sistemi di- rette del 2^ ordine (Napoli Bend., 22, 1884); aliare 
non meno importanti sono dovute a R. Sturm e R. Schumacher (1), 
le quali arrecarono un notevole perfezionamento ai risultati dianzi 
conseguiti, perchè condussero alla scoperta di nuovi ed interes- 
santi sistemi di raggi ; esse sono esposte metodicamente nel se- 
condo volume dell'opera di maggior lena (v. pag. 216) del primo 
dei prelodati geometri, ma entrarono nel dominio del pubblico, 
qualche anno più presto, grazie alle seguenti memorie : Sturm, 
Ueber die Zahl undLage der singuldren Punkte bei den Strahlencon- 
gruenzen zweiter Ordnung (G5tting. Nachr., 1888), Einteìlung der 
Strahlencongruenzen zweiter Ordnung mit Brenn- oder singulàren 
Linien (Math. Ann., 36, 1889), e Ueber die sogenannten Strahlen- 
Congruenzen ohne Brennfldche (Hamburger Mitth., 2, 1889); 
Schumacher, Cldssification der algebraischen Strahlensijsleme (Math. 
Ann., 37, 1890), e Zur EintheUung der Strahlencongruenzen 2. 
Ordnung mit Brenn- oder singuldren Linien (Id., 38, 1891). 

Questi scritti sembrano segnare il termine della pausa nella 
produzione di lavori originali che tenne dietro alle .memorie di 
Eummer; e frale scritture che debbono venir citate come ul- 
teriore sintomo di tale risveglio vanno ricordate segnatamente 
le seguenti del Montesano : Su una congruenza di rette di 2" or- 
dine e di i^ classe (Torino Atti, 27, 1892) ; Su due congruenze 
di rette di 2" ordine e di 6' classe (Lincei Rend., V, 1, 18922); 
La rappresentazione su di un piano delle congruenze di rette di 
secondo ordine dotate di linea singolare (Palermo Rend., 7, 1893). 

7. Fra i complessi speciali venne particolarmente studiato 
quello di secondo grado la cui superficie singolare è costituita 



(1) Al Schumacher la geometria della retta è debitrice di nn importante 
progresso, Tintroduzione cioè di un terzo numero, oltre Tordine e la classe, 
per caratterizzare completamente una congruenza; è quel numero che egli 
chiama Art e che lo Sturm preferì designare col nome "di Bang, 



«» 
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dalle facce e dai vertici di un tetraedro. Se ne occupò per primo 
(nel caso generale e4 in un caso speciale notevole offerto dalla 
geome£rìa metrica delle quàdriche) il Reye in Die Oeometrie der 
Lage (la cui prima edizione risale al 1868) (1); donde il nome di 
" complesso di Reye „ sotto cui vien talvolta designato invece 
che sotto quello > più espressivo di " complesso tetraedrale «. In 
seguito esso fu studiato nei lavori seguenti : Lie, TJeber die Red- 
procUàtsverhàltnisse dee Beye'schen Complexes (Gòtting. Nachr., 
1870); Weiler, Eine Abbildwng des tetraedralen Complexes aufden 
Punktraum (Zeitschr. f. Math., 22, 1877), e Ueber den Reye'schen 
Axencomplex (Id., 28, 1883); Aschieri, Sui complessi tetraedrali 
(Rend. Ist. Lomb.,!!, 12, 1879); Battaglini, Sui complessi di 2" grado 
(Giom. di Mat., 17, 1879); G. Loria, Intorno alla geofnetria su 
un complesso tetraedrale (Torino Atti, 19, 1884); F. Machovec, 
Beìtràge zu* den Eigenschaften des Axencomplexes der Flachen 
snceiten Orades und des allgemeinen tetraedralen Compleoses (Prager 
Ber., 1886); Ameaeder , Ueber die linearen Transformationen 
des tetraedralen Complexes in sich (Wiener Ber., 98, 1888) (2). i 
casi particolari che può presentare il complesso in questione si 
trovano determinati e descritti nella nota Su le corrispondenze 
prqjettive fra due piani e fra due spazi (Giom. di Mat., 23, 1884) 
di G. Loria. 

Un altro speciale complesso quadratico è quello dì cui Bat- 
taglini studiò come complesso quadratico generale (3); lo si chiama 
'^ complesso di Battaglini », o, poiché 1^ sua superficie singo- 
lare è un tetraedroide di Cayley(v. Gap. IH, n. 11), * complesso 
tetraedroidale ^. Le sue principali proprietà specifiche si trovano 
dimostrate negli scritti seguenti: Aschieri, Sopra un complesso 
di 2^ grado (Giorn. di Mat., 8, 1870), e Sopra un particolare com- 
plesso di rette del secondo grado (Bologna Mem., in, 10, 1879); 
Segre, Sopra una trasformazione irrazionale dello spazio e sua 
applicazione allo studio del complesso quadratico di Battaglini 



(1) y. a questo proposito la notizia storica inserita dal Reye nella 8* ed. 
d^la sua opera (II Abth., Leipzigr, 1892, p. 147-148). 

(2) Si può unire a questi lo scritto di Gr. Schefifers sopra Eine Ahbildung 
der Geretden des Raumes in der Ebene (Leipziger Ber., 47, 1895), ove una 
speciale rappresentazione delle rette dello spazio sopra le coppie di rette 
del piano- viene applicata allo studio del complesso di cui ora discorriamo. 

(8) La sua equazione non contiene che i quadrati delle coordinate tetrae- 
driche di una retta. 
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(Id., 21, 1883); Schur, Ueber einen das System zweier Flàchen zweiten 
Grades betreffenden Satz (Math. Ann., 21, 1883) (1); C. Segre e 
G. Loria» Sur les différentes espèces de complexes du 2* dègré de 
droites qui coupent hapmoniquement detix surfaces du secand ordre 
(Id., 23, 1884); Weiler, Bemerkungen uber einige Complexe (Zeit- 
schr. f. Math., 29, 1884); Ernst, Ueber Gomflexe zweiten Grades 
welche durch Fl&chenpaare 2. Grades erzeugt werden (Diss. Mun- 
chen, 1885), Montesano, Su alcuni complessi di rette Battaglini 
(Napoli Rend., 25, 1886); F.Hofmann, Die synthetischen Grund- 
lagen der Theorie des Tetraedroids-Complex (Arch. der Math., Il, 
5, 1887). Di un caso speciale metrico del complesso di Battaglini 
si occuparono il Painvin {Étude d'un complexe du second ordre, 
BulL Se- math., 2, 1870, ò Nouv. Ann., Il, 11, 1872; Étude 
d'un système de rayons, Joum. de Math., Il, 19, 1874) ed il De- 
moulin {Sur le complexe des droites par lesquélles on peut mener 
à une quadrique deux plans tangents rectangulaires, Bull. S. M. 
F., 20, 1892) (2). 

Alla geometria metrica devono anche la loro origine i com- 
plessi che si trovano studiati nella nota del Segre Sur les droUes 
qui ont des moments donnés par rapport à des droites fixes (Joum. 
f. Math., 97, 1884), negli scritti dello Schoute /Stcr un complexe 
du troisième ordre (Ass. fr., 1887), Étìide géométrique d'un com- 
plexe (C. B., 104, 1887), e Sur le complexe des droites doni les 
distances à deux droites données sont entre dUs dans un rapport 
Constant (Ann. de l'Éc. poi. de Delft, 3, 1887), nella Diss. di 
J. B. Eck, Ueber die Vertheilung der Axen der Rotatiansflàchen 
2, Grades, welche durch gegebene Punkte gehen (Mlinster, 1890), 
nella memoria di F. Enriques sopra Alcune proprietà metriche 
dei complessi di rette e in particolare di quelli simmetrici rispetto 
ad assi (Pisa Ann., 1891), nell'ì^^t^ del Bouquet d'un complexe 
du sixième ordre (Toulouse Ann., 3, 1891 (3), neUa Diss. di 
H. Menzel Ueber die Bewegung einer starren Geraden loelche mit 
mehreren von ihren Punkten in f esten Ebenen oder auff esten Gè- 



(1) Cfr. Franel, Sur U système de quatre droUes dans V espace (Viertel- 
jahrsschrift d. Naturf. Ges. za ZQrich, 89, 1894). 

(2) I matematici francesi sogliono chiamare ' complesso di Painvin . ap- 
punto rinsieme delle rette da cui escono coppie di piani ortogonali di una 
quàdrica. 

(3) n complesso è il luogo delle direttrici delle sezioni piane d'ima 
quàdrica. 
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raden gleitet (Miinster, 1891), e nella memoria di IL Cossent 
Sur une dasm de eamplexes de droìtes (Mém. de l'Acad. de Tou- 
louse, IX, 4, 1892). 

Citeremo ancora la nota di A. Weiler, Die Involution auf einer 
Raumcurve dritter Ordnung und der daraus entstehende Complex 
(Zeitschr. f. Math., 24, 1879) (1), lo studio Sugli enti geometrici 
dello spazio di rette generati dalle intersezioni dei complessi cor' 
rispondenti in due o più fasci projettivi di complessi lineari (Piazza 
Armerina, 1882) del Roccella, ed il lavoro del Montesano Sui 
complessi di rette di secondo grado generati da due fasci projettivi 
di complessi lineari (Napoli, 1886), il quale, al pari della nota 
dell' Aschieri intitolata Di una particolare corrispondenza univoca 
fra elementi di spazi a tre dimensioni (Rend. Ist. Lomb., Il, 13, 
1880), si riferisce ai complessi di 2^ grado aventi por superficie 
singolare una rigata di 4^ grado; così dicasi delle note del Weiler, 
Die Erzeugung von Complexen ersten und zweiten Grades aus li- 
nearen Congruenzen (Zeitschr. f. Math., 27, 1882, e 29, 1884), e 
Einfache Erzeugung einiger Complexe zweiten grades (Joum. f. 
Math., 95, 1883). Finalmente il lavoro del Kluyver, Sur les 
complexes des génératrices d'un réseau de quadriques (Nieuw arch. 
voor wiskunde, 19, 1892), ha comune il tema con quello del 
Montesano Su di un complesso di rette di terzo grado (Bologna 
Mem., V, 2, 1892). 

8. Dobbiamo ora far menzione degli studi fatti intorno a 
speciali congruenze di ordine o classe superiore al secondo, a 
complemento dell'elenco dato precedentemente nel n. 4 : Irmer, 
Véber Strahlensysteme dritter Ordnung mit Brenncurven (Diss. 
Halle, 1870); Eummer, Ueber diejenigen Fldchen welche mit ihren 
reciproh polaren Flachen von gleicher Ordnung sind und diesdben 
Singìdaritaten besitzen (Berliner Ber., 1878); Hirst, OnCongruences 
of the Third Order and Class (Proc. L. M. S., 16, 1885), e Sur 
la congruence Roccella du troisième ordre et de la troisième classe 
(Palermo Rend., 1, 1884-87); Schumacher, Untersuchungen vòer 
das Strahlensffstem 3. Ordnung und 2. Classe ausgehend von den 



(1) È ìtì studiato il complesso di terzo grado che si ottiene considerando 
le 00* congruenze, ognuna delle quali ha per direttrici le tangenti a una 
cnhica gobba in due punti di essa che si corrispondano in un' involuzione 
stabilita su di essa. 



'i^"*" 
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in ihm enthaltenen Begelfldchen (Diss. MQnchen, 1885); Sturm, 
Ueber Strahlencongruemen von glekhem Biindel- und Feld-grade 
(Joum. f. Math., 101, 1887); Bordiga, Di una certa congruenza 
del terzo ordine e della sesta classe dello spazio ordinario (Lincei 
Rend., IV, 6, I89O2); Kluyver, Sur des systhnes de rayons déduiis 
de quatre droites données dans Vespace (Archives Néerlandaises 
des Sciences, 25, 1891) ; Pouret, Sur la generation des congruences 
de droites du premier ordre et de classe quelconque (Palermo Rend., 
6, 1892); del Re, Sopra un sistema di rette (3, 4) (Lincei Rend., V, 2, 
I8922) ; Demoulins, Sur la congruence des axes centraux des eom- 
plexes linéaires passant par trois droites données (Ball. S. M. F., 21, 
1893) (1); Fano, SuUe congruenze dirette del terzo ordine prive 
di linea singolare (Torino Atti, 29, 1894); Visalli, SuUe congruenze 
di grado n che si possono rappresentare sopra un piano (Lincei 
Rend., V, 4, 1895i) ; e Sopra alcune congruenze di grado n dotate 
di una curva gobba singolare di ordine n (Ivi). 

9. Chiuderemo questo Gap. notando che la teoria delle cor- 
rispondenze, di cui diffusamente ci occuperemo nel Gap. seg., 
conduce a parecchie classi di congruenze speciali notevoli. Tali 
sono quelle che nascono congiungendo i punti di una super- 
ficie omaloide ai loro corrispondenti di un piano rappresen- 
tativo (v. Caporali, Sopra alcuni sistemi di rette, Napoli Rend., 
18, 1879), tali quelle più generali che il Pannelli* ha studiato 
nella memoria Sopra le congruenze generate da due superficie i 
cui punti si corrispondono univocamente (Lincei Mem., IV, 6, 
1889) (2). Tali sono pure le congruenze (dette ^ cremoniane ») 
ottenute congiungendo i punti corrispondenti di due piani in 
corrispondenza univoca e trattate da T. Archer Hirst (1830- 
1892) {On Cremonian Congruences, Proc. L. M. S., 14, 1883; On 
the Cremonian Congruences which are contained in a Linear Cam- 
pleXf Id., 17, 1886) (3), e le analoghe studiate da I. Conti nella 



(1) Questa congruenza, assieme ad una congruenza lineare, forma la com- 
pleta insersezione di due complessi quadratici ; ciascuno di questi è l'in- 
sieme delle rette da cui partono delle coppie di piani tangenti ortogonali 
di una quàdrica, cio^ un * complesso di Painvin „. 

(2) Per un caso speciale v. A. del Re, SuUe congruenze (6, 2) 4^ìe retu 
che uniscono le coppie di punti omologhi di due guadriche, che si corri9p(m^ 
dono in una determinqta omografia (Palermo Rend., 1, 1884-87). 

(8) Cfr. anche la memoria di G. Loria Su gli enti geometrici ecc. citata nel n. 14 
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memoria Sulle congruenze generate da una coppia di piani in 
corrispondenza doppia (Palermo Rend., 1, 1884-87, e 2, 1888) 
e dal Yisalli in quella Sulle congruenze generate da due piani 
punteggiati in corrispondenza (1, v) (Rend. Ist. Lomb., Il, 28, 
1895). 

.Un'orìgine analoga hanno le investigazioni sull'insieme delle 
rette che sono incidenti con due elementi corrispondenti di due 
piani correlativi; esse vennero fatte prima dall' Hirst (On the 
Complexes Qenerated by two Correlative Planes, Coli. Math., 1881) 
e poi di nuovo da F. Deruyts {Construction d'un complexe de 
droites du second ordre et de la seconde classe, Belgique Bull., UE, 
24, 1894), al quale sembra sia sfuggito di avere avuto nell'Hirst 
un predecessore; più generalmente, sé un piano punteggiato ed 
un piano rigato sono ia corrispondenza univoca di grado supe- 
riore al primo e si considerano le rette incidenti con due ele^ 
' menti corrispondenti, si ottiene un complesso ch^ appartiene a 
quelli della categoria a cui è dedicata la nota del Yisalli Sui 
complessi generati da due piani in corrispondehza birazionale re- 
ciproca (Lincei Eend., V, 4, 1895i). 



del Gap. Ili, e di più : E. Schdner, Untersuchungen Uber das dureh zwei kubiseh 
verwandte Èbenen erzeugte StroMensystem (Diss. Mdncben, 1888)| e del Re, 
Sopra i siatemi di rette Cremoniani (Lincei Rend., Y, 8, ISOSs). 



LouA, Il pauato td U prttinU déOt principaU Uort§ géomutrickt. 



15 
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CAPITOLO vm. 



Corrispondenze, rappresentazioni, trasformazioni. 



1. Fra due varietà esiste una corrispondenza se ad ogni ele- 
mento dell'una è associato un elemento od un gruppo di ele- 
menti dell'altra; affinchè a due elementi contigui dell'una cor- 
rispondano due elementi contigui dell' altra fa mestieri, come 
dimostrò G. Cantor (1), che le due varietà abbiano lo stesso 

' numero di dimensioni, nel qual caso la corrispondenza è " con- 
tinua „. Gli è alle trasformazioni continue che di regola il 

• geometra si limita (2). 

E impossibile dire a chi spetti il merito di avere concepita 
la possibilità e vista l'utilità di stabilire fra due figure una 
corrispondenza la quale abiliti a dedurre le proprietà dell'una 
da quelle dell'altra; infatti già nei Luoghi piani di Apollonio 
Pergeo esistono tracce non dubbie di speciali trasformazioni 
geometriche (3). Ma è nel nostro secolo che vennero formulati 
i concetti generali di corrisppndenza fra due figure, di rappre- 
sentazione di una figura su un'altra, di trasformazione di quella 
in questa, e venne riconosciuta la parte «fondamentale che essi 
hanno diritto di rappresentare nella matematica tutta, special- 
mente nel caso in cui la relazione sia univoca (4). 



(1) y. la raccolta di memorie in Acta, 2, 1883. 

(2) Di indole differente sono la corrispondenza stabilita da Hesse, nella nota 
intitolata Ein Uehertragungsprincip (Joum. f. Math., 66, 1866), fra i punti di 
un piano e le coppie di punti d'una retta, e Panai oga, suggerita dall' Hirst 
(On the Representation ofPointa in Space hy Triplets of Pointa on a Line, Proc. 
li. M. S., 2, 1869), fra i punti di un piano e le teme di punti di una 
retta. L'utilità di t^^li rappresentazioni non fu peranco dimostrata. 

(3) Cfr. l'Appendice al II Lib/o della mia opera già citata sopra X^ scienze 
esatte nelVantica Grecia. 

(4) È bene tener presente che nel campo algebrico l'utilità delle trasfor- 
mazioni era stata avvertita assai prima; si rammentino infatti le numerose 
trasformazioni che forono suggerite per risolvere un' equazione, eseguire 
delle quadrature, o integrare delle equazioni differenziali. 
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Tale è la corrispondenza proiettiva (collineazione o correla* 
ziòne) in cui ad ogni forma fondamentale contenuta in una delle 
varietà studiate corrisponde nell'altra una forma fondamentale 
della stessa specie (omonima o non). Allo studio di essa prelude 
quello della proiezione da un centro sopra un piano, che fu fatto, 
forse per la prima volta, da Cristoforo Griensberger (1561-1636) 
nello scritto intitolato Prospectiva nova coelestis (Roma, 1612) (1) e 
poi con la massima larghezza da PoRcelet (al quale si deve il nome 
di ' omologia » per la proiezione centrale) nel suo grande Traile 
des propriétés projectives des figures (Paris, 1822) (2). La teoria 
generale della collineazione venne anche efficacemente prepa- 
rata da molti altri lavori, l'analisi dei quali è uno dei principali 
intenti deir^P^^^i^ historique di M. Chasles; ma fu studiata in 
tutta la generalità che comporta dal Mdbius {Der barycentrische 
Caleul, Leipzig, 1827), dal Magnus (1790-1861) {Aufgaben und 
Lehrsdtze aus der analytischen Geometrie der Ebene, Berlin, 1833) 
e dallo Chasles (1837) nell'opera testé ricordata; venne poi ri- 
fatta con altri intendimenti in epoca a noi più vicina dal Ri- 
chelot (Uéber die einfachste Correlation in zwei ràumlichen Gè- 
bieten, Jpurn. f. Math., 70, 1869) e da G. Wenzel {Ueber die 
einfaehste allgemeine Beziehung zwìschen ràumlichen Gebilden, 
Diss. Breslau, 1870). Inoltre alcune cospicue proprietà metriche 
di cui essa gode vennero scoperte da H. J. S. Smith e dal 
Reye, come si apprende dalle note On the Focal Properties of 
Homographic Figures (Proc. L. M. S., 2, 1868) del primo (3) e 
dall' articolo Ueber die focale Eigenschaften coUinearer Figuren 
(Math. Ann., 46, 1895) del secondo. 

2. Esaurita la determinazione delle proprietà generali della 
corrispondenza proiettiva e compiuto l'esame di tutti i suoi casi 
particolari dal punto di vista descrittivo e dei più interessanti 
casi notevoli offerti dalla geometria metrica, non si mancò di 
osservare essere importante studiare le trasformazioni proiettive 
godenti di proprietà speciali, sia considerate in se, sia rispetto 



(1) R. Wolff, Geachichte der Astronomie (Mùnchen, 1877), p. 887. 

(2) Cfr. i nn. 23 e 24 della memoria di Jacobi, De transformatione integralis 
duplicis indefiniti etc. (Journ. f. Math., 8, 1832). 

(8) Si connette a questo l'altro articolo dello stesso autore On the Focal 
Properties of Correlative Figures (Proc. L. M. S., 8, 1869). 
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a certe altre figure; ad esempio quelle trasformazioni che ri- 
petute più volte riconducono un punto qualsivoglia alla posi- 
zione di partenza (1), o quelle che fanno corrispondere ad un 
elemento di una certa figura un altro elemento della stessa. 

Le prime sono le ** proiettività cicliche ,, di cui trattano gli 
scritti seguenti: P. Klein, Zur Interpretation der complexen Eie- 
mente in der Geometrie (Odtting. Nachr., 1872, o Math. Ann., 22, 
1883); Liiroth, Das Imaginàréin der Geometrie und das Rechnen 
mit Wurfen, Zweite Abhandlung (Math. Ann., 11. 1877), e ÌJeber 
cyklisch-prqjectivische Punktgruppen in der Ebene und im Baume 
(Id., 13, 1878); Schr5ter, Ueber cyklisch-prqjective Punktquadrupel 
in zwei' collinear en Bàumen (Id., 20, 1882); H. Wiener, Bein- 
geometrische Theorie der Darstettung binàrer Formen durch 

■ 

Punktgruppen auf der Geraden (Darmstadt, 1885); Ameseder, 
Theorie der cyklischen Projectivitaten (Wiener Ber., 98, 1889), e 
Die Quintapellage collinearer Bàume (Ivi). 

Le altre sono suscettibili di infinite forme, ogni figura che 
ammette una trasformazione proiettiva in sé stessa potendo 
dar luogo ad una di esse. Furono già studiate quelle che ma* 
tano in sé stesse una quàdrica, un complesso lineare od una* cu- 
bica gobba; il lettore desideroso di informazioni suU'argonLento 
deve ricorrere — oltre che alla memoria di Caporali e del Pezzo 
citata in nota al n. 2 del Cap. prec. e ad alcuni lavori di del Re 
e Brambilla nominati nel n. 7 del Cap. IV — ai seguenti scrìtti: 
Frahm, Ueber eine Classe von linearen Transformationen (Tii- 
bingen, 1873); Voss, Zur Theorie der orthogonalen Substitutìonen 
(Math. Ann., 13, 1878); Segre, Bicerche sulle omografie e sulle 
correlazioni in generale (Torino Mem., Il, 37, 1885); R. Sturm, Udfer 
Collineationen und Correlationen, welche Flàchen 2. Grades oder 
cuhische Baumcurven in sich selbst transformiren (Math. Ann., 
26, 1886); Montesano, Su le correlazioni polari dello spazio ri- 
spetto alle quali una cubica gobba è polare a sé. stessa (Lincei 
Mem., IV, 3, 1886). 

Prima di abbandonare le corrispondenze proiettive citeremo 
ancora le seguenti memorie che da vari punti di vista e con 



(1) Le più semplici €ra queste sono le in volutone delle quali si occupò 
ex-professo Mdbius nella Theorie der cólUnearen Involution von Hmctpaaren 
in einer Ebene und im Baume (Leipziger Ber., 8, 1856). 
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intenti differenti risolvono delle questioni, fondaipentali o com- 
plementari, che ad esse si riferiscono: R. Sturm, Das Problem 
der Prdjectivitàt und seine Anwendung auf die Flachen zweiten 
Grades (Math. Ann., 1, 1869) (1), Das Problem der ràumlichen 
Ptùjectivìtat (2) (Id., 6, 1873), Das Problem des CoUineation (Id., 
10, 1876) (3); Vereinfachung des Problems der ràumlichen Pro- 
jectivitàt (Id., 15, 1879), Ueber CoUineation und Caf relation (Id., 22, 
1883), Ueber gleiche Punkreihen, Ebenenbilschel, Strahlenbuschel, 
bei coUinearen Rdumen (Id., 28, 1887), e Zur Theorieder CoUineation 
unti Corrélation (Ivi) ; S. Eantor, Ueber successive lineare Trans- 
formationen (Wiener Ber., 82, 1880), e Ueber die allgemeinsten li- 
nearen Systeme lihearer Trasformationen bei Coincidenz gleichar- 
tiger Trager und successive Anwendung der Transformationen 
(Wiener Denk., 46, 1882);Rosanes, Ueber linearabhàngige Punk- 
systeme (Journ. f. Math., 88, 1880), Zur Theorie der reciproken 
Venvandtschaften (Id., 90, 1881), Ueber abhdngige Punktsysteme 
und deren Bedeutung filr die reciproke Vericandschaft zweier Ebene 
(Id., 95, 1883), Zur Theorie gewisser abhàngiger Punktgruppen im 
Raume (Id., 100, 1887), e Erweiterung eines bekannten Saizes auf 
Formen von beliebig vielen Verànderlichen (Math. Ann., 23, 1884); 
Pasch, Zur Theorie der Collineationen i^nd der Reciprocitdt (Ivi), e 
Ueber Viereck, Vierseit und projective Verwandschaft in der Ebene 
(Id., 26, 1886) ; C. Stéphanos, Mémoire sur la représentation des 



(1) U * problema della proietti vita piana , si enuncia come segue: Dati 
in un piano due gruppi ognuno di n punti, i cui elementi si corrispondano 
univocamente, trovare altri due punti di quel piano, dai quali proiettando 
quei due gruppi si ottengano due fasci di raggi fra loro proiettivi, essendo 
omologhi due raggi che proiettano due dei dati punti fra loro corrispon- 
denti. 

(2) Il " problema della proietti vita solida , è il seguente: Dati nello spazio 
due gruppi ognuno di n punti, i cui elementi si corrispondano univocamente, 
trovare due rette, dalle quali proiettando quei due gruppi si ottengano due 
fasci di piani fra loro proiettivi, essendo omologhi due piani che proiettano 
due dei dati pmiti fì-a loro corrispondenti. 

(3) Ecco in che cosa consiste il '^ problema della collineazione ,: Dati 
nello spazio due gruppi ognuno di n punti, i cui elementi si corrispondano 
univocamente, trovare due punti dai quali proiettando quei due gruppi si 
ottengano due stelle di raggi fra loro proiettive, essendo omologhi due 
raggi che proiettano due dei punti dati fra loro corrispondenti. 

È chiaro qhe le corrispondenze di ordine superiore al primo, di cui par- 
leremo fra poco, danno luogo a questioni analoghe a quelle enunciate in 
questa nota e nelle due precedenti; esse però, a quanto ci consta, non 
vennero peranco trattate. 



— 230 — 

homographies Mnaires par dcs points de V espace avec applicaiion à 
l'étude des rotations sphériques (Id.; 23, 1884) (1); Goldsohmidi^ 
Coniugierie Reciprocitàten (Zeitschr. f. Math., 30, 1885) ; London, 
Ueber polare Filnf fioche und Sechsflache ràumlicher Reciprocitàten 
(Diss. Breslau, 1886); Kraus, Die geometrische Deutung von Inva- 
rianten ebener Collineationen (Diss. Oiessen, 1886); Segre, Note 
sur les homographies binaires et leur faisceaux (Journ. f. Math., 100, 
1887) (2) ; Muth, Die geometrische Deutung von Invarianten ràumli- 
cher Collineationen und Reciprocitàten (Math. Ann., 33, 1889), e 
Ueber Covarianten ebener Collineationen (Id., 40, 1892); H. Kìip- 
pers, Kollineationen durch welche funf gegebene Punkte des Raume^ 
in dieselben funf Punkte transformiert werden (Diss.Miinster, 1890); 
H. Wiener, Ueber geometrische Analysen (Leipziger Ber., 42, 1890, 
e43, 1891), e Ue^er die aus zwei Spiegelungen zusammengesetzen 
Verwandschaften (Ivi); Reye, Ueber symbolisches Rechnen mit geo- 
metrischen Verwandschaften (Math. Ann., 43, 1893) (3); White, 
On Generating Systems of Ternary and Quaternary Linear Tras- 
formations (Am. Journ., 14, 1892); Bócher, Einige Sàtze uber pro- 
jective Spiegelungen (Math. Ann., 43, 1893). 

8. Due, come dicemmo, sono le proprietà caratteristiche di 
una trasformazione proiettiva ; cioè l'avere : 1^ ogni punto un cor- 
rispondente determinato ed unico, 2^ ogni forma fondamentale 
per corrispondente una forma della stessa specie (omonima o 
non secondochè si tratti di coUineazione o di correlazione). 
Sopprimendo la prima di queste condizioni si ottengono le cor- 
rispondenze multiple di cui tratteremo nei nn. 6 e 12 dell'attuale 
Gap., sopprimendo la seconda si arriva alle corrispondenze uni- 
voche d'ordine superiore al primo delle quali, per quanto con- 
cerne il piano, ci occuperemo ora. 

Un esempio notevolissimo di tali corrispondenze venne offerta 
nel 1822 da Poncelet, il quale, nel suo famoso Traitéy si occupò della 
relazione che esiste fra le coppie di punti di un piano che sono 



(1) In questa memoria è per la prima volta applicato con ottimo suc- 
cesso il calcolo con simboli di trasformazioni geometriche, calcolo di cui 
altri si servi poi ad ottenere nuovi importanti risultati. 

(2) y. anche Sannia, Lezioni di geometria proiettiva (1^ ed., Napoli, 1891^ 
2» ed., Ivi, 1895). 

(3) V. pure la 3* edizione di Die Geometrie der Lage. 
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coniugati rispetto a tutte le coniche di un fascio, relazione in 
virtù della quale ad una retta corrisponde una conica circo- 
scritta ad un triangolo fisso. — Un altro, non meno elegante, 
si ottiene con la seguente legge che Steiner fece conoscere dieci 
anni dopo nella sua Sistematische Entwikelung : dati due piani 
distinti e due rette sghembe^ ad ogni punto dell'un piano si fa 
corrispondere la traccia sull'altro dalla retta condotta per quel 
punto ad appoggiarsi sulle due rette date ; in conseguenza ad ogni 
retta di uno dei due piani corrisponde una conica dell'altro (1). 
La relazione geometrica che si ottiene nei due modi suddetti non 
differisce nella sostanza da quella che piti tardi venne inciden- 
talmente considerata da Plucker nella memoria Ueber ein neues 
Prìncip der Geometrie und den Gebrauch allgemeiner Symbole und 
unbestimmter Coèfficienten (Journ. f. Math., 5, 1830), e studiata poi 
analiticamente dal Magnus (Nouvelle méthode pour découvrir des 
théorèmes de geometrie, Journ. f. Math., 8, 1832; Aufgaben und 
Lehrsdtze aus der analytischen Geometrie der Ebene, Berlin, 1833) 
e dallo Schiaparelli {Sulla trasformazione geometrica delle figure ed, 
in particolare sulla trasformazione iperbolica, Torino Mera., 21, 
1864) (2), sinteticamente dal Seydewitz {Darstellung der geome- 
trischen Verwandtschaften mittelst projectivischer Gebilde, Arch, 
der Math., 7 e 8, 1846), dal Reye (Geometrische Verwandtschaften 
zweiten Grades, Zeitschr. f. Math., 11, 1866) e dal Darboux {Sur 
un mode de transformation des figures et son application à la con- 
struction de la surface du deuxième ordre déterminée par neuf 
points, Ann. Ec. norm., 6, 1869). — Un terzo esempio di tras- 
formazioni quadratiche (involutorie), il quale gode di maggior 
splendore di rinomanza, venne adombrato da Apollonio ne' suoi 
Luoghi piani e da Steiner nel n. 20 dell' articolo Einige geo- 
metrische Betrachtungen (Journ. f. Math., 1, 1826) ; ma venne dif- 



(1) Questa costruzione che i tedeschi chiamano * proiezione di Steiner , fu 
ritrovata nel 1865 da A. Transon, che ne espose le piti essenziali proprietà 
nella memoria De la projection gauche (Nouv. Ann., II, 4, 1865, e 5, 1866). Ser- 
vendosi di essa E. Vessiot dimostrò potersi far corrispondere ad ogni curva 
algebrica piana dotata di soli punti multipli a tangenti distinte una curva 
algebrica gobba senza punti singolari (v. la nota Sur une méthode de trans- 
formation et sur la réduction des singularités d'une courbe algébrique, Bull. 
S. M. P., 22, 1894). 

(2) Ivi è segnalata Tapplicazione delle trasformazioni quadratiche all'ana- 
lisi indeterminata di 2<* grado, concetto che sarebbe forse suscettibile di 
ulteriore sviluppo in varie direzioni. 
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fusamente trattato per la prima volta dal Bellavitis nella Teoria 
delle figure inverse e loro uso nella geometria elementare (Ann. delle 
Scienze del Regno Lomb.-Ven., 6, 1836), e poco dopo dallo Stubbs 
nell'articolo On the Application of a New Method to the Oeometry 
of Curves and Curve Surfaces (Phil. Mag., 23, 1843). Esso, nonché 
la sua estensione allo spazio, fi> anche suggerito a W. Thomson (1) 
da alcune ricerche di fisica matematica, e da lui designato col 
nome di *^ principio delle immagini elettriche „. Il lettore avrà 
già compreso che qui alludiamo alla ' corrispondenza per raggi 
vettori reciproci » o * inversione „, in virtù della quale, dato 
un punto fisso 0, ad ogni punto P è associato un punto P' della 
retta P tale che sia P . P' = cost.; allora ad ogni retta e 
ad ogni circonferenza corrisponde di regola un'altra circonferenza, 
per eccezione una retta (2), ad ogni piano e ad ogni sfera di regola 
un'altra sfera, per eccezione mi piano. — Combinando un'inver- 
sione piana con un movimento arbitrario si perviene a queir altra 
notevole relazione che M5bius studiò a fondo nella grande me- 
moria Die Theorie der Kreisvenvandschaft in rein geometrischer 
DarsteUung (Leipziger Abh., 2, 1855; cfr. Cayley, Note on the 
* Circular Relation „ of Prof. Mobius, Quart. Joum., 2, 1858). 
Invece trasformandola proiettivamente nasce una nuova corrispon- 
denza, pure involutoria, che si può costruire direttamente come 
segue: ^ Dati in un piano n un punto fisso o ed una eonica f, 
si fa corrispondere ad ogni punto P di n il punto in cui la 
retta P è tagliata dalla polare di P rispetto a f „; sotto tale 
forma s'incontra nel Saggio di geometria derivata (Nuovi Saggi 
dell' Acc. di Padova, 6, 1838) del Bellavitis (3), poi in un lavoro 
del Geiser (Mitth. der Berner Naturf. Ges., 1865) e nella me- 



(1) Noie sur les loia élémentaires de Vélectricité statique '(Jonm. de Math., 
10, 1845), e Extraits de deux lettres adressées à M, LiouvÙle (Id., 12, 1847; 
cfr. Liouville, Note au sujet de Varticle précédente Ivi). 

(2) n concetto d'inversione è stato posto a base di una nuova classificazione 
delle curve piane algebriche; il Johnson nell'articolo Clasaification of Piane 
Curves wUh Reference to Inversion (The Analyst, 4, 1887) propose infatti di 
chiamare " grado circolare „ di una curva il grado della sua equazione ri- 
spetto a a:, y, ^ = a?' -}- y*. Il grado circolare non è alterato da un'inver- 
sione; due curve aventi lo stesso grado circolare appartengono alla stessa 
categoria. Questa classificazione non sembra però dotata di importanza tale 
da meritare un posto stabile nella scienza. 

(3) Cfr. anche l'articolo dello stesso geometra intitolato Prineipii dilla 
geometria di derivazione (Tortolini Ann., 5, 1854). 
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morìa dell'Hirst On the Quadrio Inversion x>f Piane Curves (Proc. 
K. S., 14, 1865; Ann. di Mat., 7, 1865, e Giorn. di Mat., 4, 1866) (] ). 
Concepita tale corrispondenza a questo modo si vede essere 
dessa suscettibile di molteplici generalizzazioni, alcune delle 
quali furono studiate dal Saltel. Una è la ^ transformation ar- 
guésienne , (così chiamata in onore di Desargues) che si costruisce 
come segue: ' Dati in un piano un punto fisso e due coniche 
f], fg, ad ogni punto P del piano si fa corrispondere il punto P' 
della retta r = P che è coniugato a P nell' involuzione deter- 
minata su r dalle coppie di intersezioni di questi^ con le due 
coniche date „ (2). 

Mentre tutte le trasformazioni antecedentemente descritte sono 
quadratiche, perchè fanno corrispondere ad ogni retta una conica, 
quest'ultima è cubica. Di ordine qualsivoglia è invece quella 
(comunemente detta ' trasformazione di de Jonquières „) che il de 
Jonquières studiò negli anni 1859 e 1860 (3) e le cui proprietà fu- 
rono da lui succintamente esposte nella nota De la transformation 



(1) Le costruzioni indicate sono le più celebri, ma non le uniche che 
siano state suggerite per le trasformazioni quadratiche ; altre si leggono 
esposte ed applicate in alcune memorie del Battaglini (Sulla dipendenza 
duplo-anarmonica, Napoli Atti, 2, 1863), dello Schoute (Deux cas particuliera 
de la transformation hirationnélle, Bull. Se. math., II, 6, 1882, Application 
de la transformation par droites symétriques à un prohUme de Steiner^ Id., 
7, 1883, e Quelques théorèmea géométriqueSy Ass. fr., 1884), di V. Retali (Sopra 
due particolari trasformazioni piane quadrcUiche, Bologna Mem., IV, 10, 1890, 
Sopra le tangenti doppie di alcune curve piane algebriche^ Bologna Rend., 
1890, e Sur le doublé contact et le contact quadriponctuel de deux coniques, 
Liège Mem., II, 18, 1895), e di L. E. Dickson (A Quadratic Transformation 
defined hy a Conic, Palermo Rend., 9, 1895). 

(2) Saltel, Su VappUcation de la transformation arguésienne à la generation 
des courbes et des surfaces algébriques (Belgique Móm., 22, 1872), Sur quelques 
questions de geometrie (Belgique Bull., II, 34, 1872), e Mémoire sur le principe 
arguésien unicursal et sur certains systèmes de courbes géométriques (Belgique 
Mém., 23, 1873); Mansion, Note sur les transformations arguésiennes de 
M. Saltel (Belgique Bull., II, 36, 1873) ; Crocchi, Proprietà derivate dalle 
curve e superficie arguisiane (Giorn. di Mat., 22, 1874). 

La * transformation hjperarguésienne , dello stesso geometra non è uni- 
voca perchè nasce dalla seguente costruzione : Dati in un piano un punto fisso 
e tre coniche Ti, fj, fj, ad ogni punto P del piano si fa corrispondere il 
punto P' della retta r = OP che corrisponde a P in un'omografia determi- 
nata sopra r dalle tre coppie di punti in cui essa è tagliata dalle tre co- 
niche date. Sostituendo alle coniche tre coppie di rette si può arrivare ad 
una trasformazione univoca. 

(3) Essa fa corrispondere ad una retta una curva d^ordine n con un punto 
(n—l).plo. 
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géométrique des figures planes (Nouv. Ann., Il, 6, 1864), e comple- 
tamente dimostrate nel Mémaire sur les figures isographiques et sur 
un mode uniforme de generation des courbes à doublé courbure d^un 
ordre quetconqme au moyen de deux faiseeaux correspondants de 
droites, pubblicato nel 1885 per cura del Oaccia nel t. 23 del 
Giom. di Mat. Del resto la possibilità di ottenere delle corri- 
spondenze piane univoche di ordine qualsivoglia fu notata, fin 
dal 1833, dal Magnus nella Sammlung ton AufgcAen und Lehr- 
satze aus der analyt. Geom. der Ebene, il quale giunse a tale 
scoperta studiando l'effetto della ripetizione di una trasforma- 
zione quadratica. 

4. Tale importante osservazione rimase isolata e sterile fino 
al giorno in cui il Cremona stabifì la teoria generale delle cor- 
rispondenze univoche fra i due piani. Le memorie in cui questo 
grande geometra fece conoscere le più cospicue proprietà di 
tali trasformazioni • sono intitolate Sulle trasformazioni geome- 
triche delle figure piane e furono pubblicate una prima volta in 
Bologna Mem., II, 2, 1863, e 5, 1865, ed una seconda in Giom. 
di Mat., 1, 1863, e 3, 1865; più tardi vennero tradotte in fran- 
cese liberamente con aggiunte dal Dewulf {Sur les transfortna- 
tions géométriques des figures planes, Bull. Se. math., 5, 1872). II 
loro contenuto divenne ben presto classico e si diffuse rapida- 
mente grazie ai trattati di Salmon e di Glebsch-Lindemann che 
nominammo a pagg. 51 e 52, sicché ci riteniamo dispensati dal 
descriverlo qui. Osserveremo piuttosto che un notevole perfezio- 
namento ai risultati di Cremona arrecarono il Clebsc^, dimo- 
strando rigorosamente una proposizione che questi aveva otte- 
nuto per via sperimentale {Zur Theorie de Cremona' schen Trans- 
formationen, Math. Ann., 3, 1871), ed un altro contemporanea- 
mente il Clifford (v. i nn. 68-73 della memoria di Cayley, On the 
Rational Transformation betweren two Spaces, Proc. L. M. S., 3, 
1869-71, e Mathematical Papera by W. K. Clifford, London, 1882, 
p. 538), il Rosanes(C/eier diejenigen rationalen SubstUutionen welche 
eine rationale Unkehrung zulassen, Journ. f. Math., 73, 1873) ed 
il Nother {Zur Theorie der eindeutigen Ebenentransformationefif 
Math. Ann., 5, 1872), dhe consiste nella sostituibilità di qua- 
lunque trasformazione Cremoniana con una serie di trasforma- 
zioni quadratiche, risultato questo che non toglie in alcun 
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modo importanza (come forse taluno potrebbe credere) alle 
trasformazioni di ordine superiore, e può ritenersi per equiva- 
lente alla proposizione reciproca di quella che, pome dicemmo 
nella chiusa del n. prec, fu notata dal Magnus. 

Con questi complementi si può dir chiusa l'èra di primo svi- 
luppo della teoria delle trasformazioni piane univoche. Tuttavia 
molti problemi interessanti si presentavano al riguardo. Ed 
anzitutto la ricerca di un metodo per trovare tutte le tras- 
formazioni di un ordine determinato; essa fu tentata in certa 
misura da S. Roberts nella memoria On Professo/s Cremona 
Transformation between two Planes and Tables relating thereto , 
(Proc. L. M. S., 4, 1872), e toccata dal Jung nella nota 
Sulle trasformazioni birazionali di tre forme geometriche di se- 
conda specie (Rend. Ist. Lomb., II, 19, 1886); essa, da un certo 
punto di vista, si può considerare di pertinenza dell'analisi in- 
determinata e come tale fu studiata, se non esaurita dal Ruf- 
fini (1) e poi dal de Jonquières (2). — Un altro problema che si 
incontra è quello di stabilire con un numero sufficiente di coppie 
di elementi corrispondenti una trasformazione d'un certo or- 
dine; ad esso, per trasformazioni quadratiche, accennarono il 
Reye (mem. cit. nel n. 3 di questo Gap.) ed Em. Weyr (Analytische 
Unterstéchung der qimdratischen Verwandtschaft, Zeitschr. f. Math., 
14, 1869) ; di esso trattarono poi nel caso di trasformazioni cu- 
biche e biquadratiche T. Maschke {Ueber das Problem der Be- 
stimmbarkeit der Cremona' schen Transformation 3. Ordnung, Diss. 
Breslau, 1879) ed A. Schmidt {Zur Theorie der Cremona' schen 
Transformationen insbesondere derjenigen 4. Ordnung, Diss. Bre- 
slau, 1882); ma il problema generale crediamo non sia stato 
ancora aflfrontato, quantunque, come ognuno vede, sia estrema- 



ti) Sulla risoluzione delle due equazioni di condizione delle trasformazioni 
cremoniane delle figure piane {BoìognsL Mem., Ili, 8, 1877), e Di un problema 
di analisi indeterminata che s'incontra nella teoria geometHca delle trasfor- 
mazioni delle figure piane (Id., 9, 1878). 

(2) Solution d^une question d'analyse indéterminée^ qui est fondamentale dans 
la théorie des transformations Cremona, Sur la dérivation des solutions dans 
la théorie des transformations Cremona, e Sur les transformations geometri" 
ques hirationnelles d*ordre n (C. R., 101, 1885); Modes de solutions d'une 
qi4estion d'analyse indéterminée qui est fondamentale dans la théorie des trans- 
formations Cremona (Paris, 1885); Étude sur une question d'analyse indéter- 
minée (Giorn. di Mat., 26, 1886). V. anche Guccìa Sur les transformations 
géométriques planes hirationnelles (C. R., 101, 1885). 
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mente importante. — Un'altra questione più speciale ma interes- 
sante fu trattata da S. Kantor nelle due note Wie nnele ct/clische 
Gruppen giebt es in einer quadratischen Transformation der Ebene?, 
e Beantwortung derselben Frage fiir Cremona' sche Transformation 
(Ann. di Mat., IP, 10, 1880 (1); cfr. Hirst, On Quadrio Transfer- 
mation, Quart. Journ., 17, 1881). 

Ad alcuni luoghi collegati ad una corrispondenza univoca si 
riferiscono i Teoremi sulle trasformazioni Cremoniane nel piano 
(Palermo Rend., 1, 1884-S7; cfr. Sur les transformations Cre- 
mona dans le pian, C. R., 101, 1885) del Guccia, il quale ha 
anche fatto conoscere delle Formale analitiche, di trasformazioni 
Cremoniane (Ivi). Finalmente a quelle speciali corrispondenze 
che sono il prodotto di una trasformazione Gremoniana e di 
una correlazione è dedicata la nota del Lazzeri, SuUe recipro- 
cità birazionali nel piano (Lincei Rend., IV, 2, I8862). 

Alle ricerche intorno ad una trasformazione isolata seguono 
naturalmente quelle sulle schiere composte di un certo numero 
finito od infinito di trasformazioni, in particolare sui '^ gruppi , (2) 
di tali trasformazioni ; ora, per le trasformazioni Cremoniane, lo 
studio dei gruppi fu fatto, nell'ipotesi che il loro ordine sia fi-; 
nito, dall'Autonne {Becherches sur les groupes d'ordre fini contenus 
dans le groupe Cremona, Journ. de Math., IV, 1, 1885, e 2, 1886, 
e Becherches sur les groupes d'ordre fini contenus dans le groupe 
qìMdratique crémonien, Id., 4, 1888), e per gruppi di ordine infinito 
e continui da F. Enriques {Sui gruppi continui di trasfqrmazioni 
cremoniane nel piano e Sopra un gruppo continuo di trasformazioni 
di Jonquières nel piano. Lincei Rend., V, 2, 1893) e poi da S. Kantor 
{Theorie der endlichen Gruppen von eindeutingen Transformationen 
in der Ebene, Berlin, 1895) e da G. Fano {Sui gruppi continui di 
trasformazioni cremoniane del piano e sopra certi gruppi di trasfor- 
mazioni proiettive Palermo Rend., 10, 1896). 

6. Fra le trasformazioni piane univoche speciali le più im- 



(1) Applicando a un pnnto Pg n volte di seguito una data trasformazione 
Gremoniana si ottengono in generale n punti P1P9... Pn: ove P» coincida 
con Po, i punti PqPi... Pn-v formano ciò che il Kantor chiama * gruppo 
ciclico fl. 

(2) Come si sa, un certo numero di trasformazioni formano un ' gruppo « 
se la successione (0 il prodotto) di due qualunque di esse (distinte non) 
ò un'altra di quelle trasformazioni. 



portanti nascono supponendo sovrapposti (conjettivi) i piani in 
corrispondenza; e tra esse il primo posto compete senza dubbio 
a quelle ' tnrolutorìe ,, tali cioè che non mutano scambiando 
le parti dei due piani. H loro studio fu inaugurato vent'anni or 
sono dal Bertini in due memorie giustamente apprezzate {Sopra 
una classe di trasformazioni univoche involutorte e Ricerche sulle 
trasformasiovt univocke'intiolutorie nel piano, Ahn. di Mat., II, 8, 
1877), venne continuato dal Caporali {Sulle trasformazioni uni- < 
toehè piane ìnvolutorie, Napoli Rend., 18, 1879), e poi ripreso dal 
Bertini stesso {Sulle trasformaxiioni univoche piane e in particolare 
suUe Ìnvolutorie, Rend. Ist. Lomb., II, 13, 1880; Costruzioni geome- 
triche della trasformazione univoca di 3° ordine, Id., 15, 1882 ; 
Sopra alcune involuzioni piane, Id., 16, 1883) e spinto infianzi 
dai dì lui discepoli Martinetti {Le involuzioni di 3° e 4° classe, 
Ann. di Mat., H, 12* 1884; Sopra alcune trasformazioni Ìnvo- 
lutorie del piano, là., 13, 1885; e Sul genere delle curve Q. nelle 
involuzioni piane di classe qualunque, Palermo Rend., 4, 1890) 
e Berzolari {Ricerche sulle trasformazioni piane, univoche, Ìnvolu- 
torie e loro aj^licazione alla determinazione delle involuzioni di 
quinta classe, Ann. di Mat., II, 16, 1888, e Un nuovo teorema 
sulle involuzioni piane, Palermo Rend,, 3, 1889). Fuori d'Italia 
tali trasformazioni attirarono l'attenzione del LUroth che dedicò 
ad esse la notevole memoria intitolata Rationale Flachen und 
intolìUorische Tranaformationen (Freiburg, 1889); di alcuni loro 
casi particolari trattarono il Qeiaer {Ueber zwei geometrische 
Probleme, Joum. f. Math., 67, 1867) ed il Bobeck ((Teier gewisse 
nndeutige involutoriscke Transformationen der Ebene, Wiener Ber., 
91, 1885). 

Una trasformazione involutoria è 'caratterizzata dalla pro- 
prietà di avere per quadrato l'identità; una trasformazione unì- 
voca avente l'identità per potenza di esponente superiore a due 
dicesi " periodica , di ordine eguale % tale esponente. Queste 
importantissime corrispondenze, più generali delle Ìnvolutorie,' 
furono studiate a fondo da S. Kantor, il quale, dopo avere fatti 
conoscere alcuni risultati speciali sull'argomento (1), vi dedicò la 



(1) Oltre olle memorie citate a, pagg. 229 e 236, si veggano le seguenti : 
Zar Theorie der, tuccesàiven quadratischen Transformalionen in der Ebene 
[Wiener Ber., 82, 1880); Sur une méthode pour trotter tea tramfortnationg 
périodiqiiet tinivoquei 6 Théorit dee tratuformations ttnìwques (C. R., 100, 1885). 
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memoria di lunga Iena intitolata Premiers fandements pour une 
théorie dea transformations périodiques univoques (Napoli Atti, 
II, 1, 1888, e 2, 1893) (1), intesa a rispondere ad una questione 
posta dair Accademia di Napoli e da questa premiata (2). 

Le trasformazioni univoche d'ordine n fra due piani sovrap- 
posti ammettono in generale nH-2 punti uniti; ma può darsi 
(lo prova l'esempio 'dell'omologia) che ne abbiano intuiti; e l'i- 
' potesi che esista una curva unita conduce alla considerazione di 
speciali corrispondenze che vennero considerate dal Doehlemann 
{Ueber Cremona-Trdnsf ormationen der Ebene welche eine Curve en- 
thaUen die sìch Punkt fur Punkt selbst entspricht, Math. Ann., 39, 
1892) te dal Castelnuovo {Sulle trasformazioni Cremoniane del 
piano che ammettono una curva fissa, Lincei Bend., V, 1, 1892). 
— Similmente, una trasformazione univoca d'ordine n fra due 

• n in 1) • 

piani sovrapposti ammette generalmente parlando — ^-^ — coppie 

in volutone di punti, ma può darsi ne ammetta infinite; la me- 
moria del Doehlemann Ueber die involutorische Gebilde wdche 
eine ebene Cremona-Transformation, speciell die quadratische en-- 
thaUen kann (Zeitschr. f. Math., 36, 1891) tratta, fra l'altro, 
delle trasformazioni risultanti dal supporre l'esistenza di una 
curva involutoria. 

Più ristretti intendimenti hanno altri lavori sopra speciali 
trasformazioni di ordine determinato, di alcuni dei quali vo- 
gliamo qui far menzione a complemento di quanto esponemmo 
nei nn. 3 e 4. Prima ci si presenta una particolare trasfor- 
mazione di quart'ordine, che venne generata mediante una co- 
struzione stereometrica e studiata da T. Cotterill (1808-1881) 
nella memoria On a Correspondence of Points, such that a Curve 
of the n — th Order in one Piane corresponds to a Curve of the 
4n —th in another Piane, with three Multiple Points of the order n 
on the Line of intersection of the Planes and three other Multiple 
Points of the Order 2n (Proc. L. M. S., 2, 1869); altre del 



(1) Cfr. ^li articoli dello stesso autore: Theorie der eindeutigen periodischen 
Transformationen in der Ebene (Joum. f. Math., 114, 1894), e Neue Theorie 
der eindeutigen periodischen Transformationen in der Ebene (Àcta, 19, 1895), 
destinati a riassumere, completare e diffondere i risultati del lavoro premiato. 

(2) V.: Caporali, Relazione sul concorso pel premio accademico nelFanno 
1882 (Napoli Rend., 22, 1888). 
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quinto e sesto dal Le Paige {Sur une représentation géométrique 
de deux transformations uniformes, Belgique Bull., Ili, 3, 1882, 
e Sur quelques transformations géométriques uniformes, Id., 4, 1882), 
corrispondenze la cui definizione venne poi generalizzata dallo 
Schoute nell'articolo Sur deux transformations géométriques uni- 
formes (Ass. fr., 1883) ; finalmente altre di ordine 2i (k = 2, ..., 6) 
•vennero fatte conoscere da R. Sturm come Beispiele zu den 
Cremona' schen Ebenentransformationen (Math. Ann., 26, 1885). 

6. Una classe importante di corrispondenze (in geiierale non 
univoche) tra due piani è costituita dalle ' trasformazioni 
isogonali „, la cui origine è da rintracciarsi nella teoria delle 
funzioni analitiche, perchè qualunque funzione (nel senso rie- 
manniano) conduce ad una di quelle trasformazioni (1). Chi se 
ne occupò più di qualunque altro è rHolzmiìller, il quale, dopo 
avere esposti i risultati a cui era pervenuto in una lunga serie 
di memorie separate, li raccolse nella pregevole opera intitolata 
Einfiihrung in die Theoriederisogonalen Verwandtschaften (Leipzig, 
1883). Fra gli altri scritti che concernono lo stesso tema vanno 
ricordati: Siebeck, Ueber die graphische Darstellung imaginàrer 
Functionen (Joum. f. Math., 55, 1858); Durège, Untersuchungen 
iiber die Anwendung der imaginàren Grossen in der Curvenlehre 
(Arch. der Math., 42, 1865); Vender Miihll, Ueber die Abbildung 
von Ebenen auf Ebenen (Journ. f. Math., 59, 1868); Biermann, Zur 
Theorie der Abbildung mittelst gebrochener raiionaler Functionen 
(Wiener Ber., 89, 1884); Laurin, Sur la transformation isogo- 
nale définie par une fonction rationnelle (Lund, 1887); Laisant, 
Des rayons de courbure dans les transformations isogonales (Bull. 
S. M. F., 15, 1887) ; Harris, Note on the Use of Supplementary 
Curves in Isogonal Transformations (Am. Journ., 14, 1892). 

Le trasformazioni che conservano gli angoli furono, come 
teste vedemmo, studiate diffusamente ed in vari modi ; altrettanto 
non può ripetersi per quelle in cui due «aree corrispondenti 
qualunque sono eguali o in un rapporto costante; Mòbius è 



(1) Si veda, oltre la memoria di Gauss premiata dall' Accademia di Eopen- 
hagen e citata più avanti (p. 245), Eiemami, Grundlagen fUr eine allgemeine 
Theorie der Functionen einer verdnderlichen complexen Grossen (Diss. GOt- 
tinjfen, 1851). 



^i^ 
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forse runico che vi si è dedicato, ed i risultati che consegui 
vennero fatti noti mediante la memoria Ueber eine aUgemeinere 
Art der Affinitai geometrischer Figuren (Joum. f. Math., 12, 1834). 

Al pari di tali relazioni geometriche ripete la loro origine dalla 
geometria metrica ed è suscettibile di* immediata generalizza^ 
zione allo spazio la ' transformation par directions réciproques , 
che il Lagnerre ha inventato, svolto ed^ applicato nelle memorie 
seguenti: Sur la geometrie de direction (Bull. S. M. F., 8, 1880); 
Sur la transformation par directions réàiproques (C. R., 92, 1881); 
Sur les hypercycles (Id., 94, 1882) ; Transformations par semi- 
droites réciproques (Nouv. Ann., DI, 1, 1882); Sur qudques prò- 
priétés des cycles (Id., 2, 1883) e Sur lei courbes de directions de 
la troisième classe (Ivi; cfr. anche: Dauthe ville, Sur Vhgpereyde 
et la théorie des cycles, Bull. S. M. F., 14, 1886, e Juel, Studie 
over an Transformation af Laguerre, Nyt Tidsskrift for Math., 3. 
1892); nello spazio l'analoga di essa non differisce (lo osservò G.Sté- 
phanos nell'articolo Sur la geometrie des sphères, C. R., 92, 1881) 
da quella per mezzo della quale Lie collegò la geometria della 
sfera alla geometria della retta (v. pag. 212). 

Ritorniamo ancora un momento alla teorìa delle trasforma- 
zioni isogonali e precisamente a quelle determinate da una equa- 
zione della forma tv = f (z), f essendo un polinomio di grado n. 
Ad ogni punto z corrisponde un unico punto w, ma ad ogni 
punto io corrìspondono n punti z le cui coordinate si ottengono 
risolvendo rispetto a z l'equazione f{2^ — to=0. Questa semplice 
osservazione conduce naturalmente a ricercare le proprietà dei 
gruppi di punti cosi ottenuti e le loro relazioni con i gruppi 
che nascono eguagliando a zero i covarianti del primo membro 
di quell'equazione, considerato come funzione di z; donde l'ori- 
gine di un certo numero di interessanti memorie che citiamo 
qui, non trovando a ciò occasione più propizia: Beltfami, Ricerche 
sulla geometria delle forme binarie cubiche (Bologna Mem., Il, 9, 
1869); Wedekind, BeUràge zur geometrischen Interpretation binarer 
Formen (Diss. Erlangen, 1875, e Math. Ann., 9, 1876), Studien 
in binàren Werthgebiet (Karlsruhe, 1876), e Dos DoppelverhaUniss 
und die absolute Invariante binarer biquadratischer Formen (Math. 
Ann., 17, 1880); F. Lucas, Geometrie des pólynòmes (Journ. Ec. 
poi., 28® cab., 1880); J. de Vries, Involutions cubiques dans le 
pian complexe (Palermo Rend., 5, 1891), Une distribution du champ 
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ponduel en groupes involutives (Archives néerlandaises etc, 23, 
1891), Zur Tkeorie der Involutionen (Monatshefte, 3, 1892) e 
Ueber méhrstufàge Involutionen in der complexen Ebene (Id., 5, 1894). 
Le trasformazioni isogonali hanno, quasi involontariamente, 
dimostrata la possibilità di corrispondenze (1, n), tali cioè che ad 
ogni elemento di una delle forme collegate corrisponda un ele- 
mento dell'altra e ad ogni elemento di questa un gruppo di n 
elementi di quella. Sono le ' corrispondenze multiple „ di cui, 
a tacer d'altri, il Gayley (nella nota Sur quelqties transmutations 
deslignes courbes, Journ. deMath., 14, 1849, e 15, 1850) suggerì 
degli esempì e di cui Gh. Wiener si occupò, proponendo di ge- 
nerarle facendo corrispondere alle rette di un piano le curve 
dì un altro piano di un dato ordine formanti un sistema lineare, 
i centri dei fasci di raggi di quel piano ai punti base dei fasci di 
questo {Die mehrdeutige Beziehung zweier ebenen Gebilde aufei- 
nander, Math. Ann., 3, 1871) (1). Molto più significanti di questa 
sono la memoria di R. de Paolis su Le trasformazioni piane doppie 
(Lincei Mem., m, 1, 1877) e le due seguenti dello stesso autore 
intitolate: La trasformazione piana doppia di secondo ordine e la 
sìsa applicazione alla geometria non-euclidea e La trasformazione 
piana doppia di terzo ordine primo genere e la sua applicazione alle 
curve del quarto ordine (Id., 2, 1878), le quali diedero un fon- 
damento sicm'O e permanente alla teoria delle trasformazioni 
doppie, teoria a cui il NOther consacrò la nota Ueber die ein- 
zweideutigen Ebenentransformationen (Erlangener Ber., 10, 1878) 
e il Bertini quella intitolata Deduzione delle trasformazioni piane 
doppie dei tipi fondamentali delle involutorie (Rend. Ist. Lomb., 
n, 22, 1889). Ed è a notarsi che i ragionamenti ed i metodi 
del de Paolis, con opportune lievi modificazioni, possono adat- 
tarsi allo studio delle trasformazioni multiple qualunque, come 
mostrarono P. Visalli nella Memoria sulle trasformazioni geome- 
triche N-ple (Messina, 1884) e in una successiva Sopra le diverse 
cla89i delle trasformazioni geometriche piane multiple (Messina, 
1884) e C. F. E. BjÓrling nel lavoro 2kir Theorie der mehrdeu- 
tigen Ebenen - Transformation ( Stockh. Vetensk. Bihang, 13, 



(1) y. anche: Steinmetz, Mtdtivalent and Univalent Intfoluiory Correspon- 
deneea in a Piane determined hy a Net of Ourves of n'* Order (Am. Journ., 
14, 1892). 

LoBiA, Il poitato td U prntnU tUUs principaU U<>rié gtwnttrieht, 16 
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1887) (1). Sullo stesso tema si consulteranno con profitto due 
note del Jung, Sopra le trasformazioni piane multiple (Lincei 
Bend., IV, 2, I8862), ® Sulle trasformazioni piane multiple cfor^ 
dine minimo (Bend. Ist. Lomb., II, 20, 1888), geometra il quale 
fece poi notare che certe trasformazioni multiple sono collegate a 
qualsivoglia trasformazione Cremoniana (2). Aggiungiamo clie la 
questione risoluta nella nota di F. Borghese sopra Un problema 
suUe trasformazioni piane multiple (Giom. di Mat., 32, 1894) è la 
generalizzazione di quella trattata dal Eantor nelle note che 
citammo a pag. 236. 

Una trasformazione involutoria distribuisce tutti i punti del 
piano in coppie ognuna delle quali ò individuata da uno de' suoi 
elementi; più generalmente si possono considerare nel piano i 
gruppi costituiti da r punti e tali che ogni gruppo sia indivi- 
duato da un suo elemento; un tal sistema di gruppi di punti, 
che può intendersi generato da una speciale trasformazione 
piana (r — 1) — pia, si chiama "involuzione,, e il Castelnuovo 
dimostrò la possibilità di far corrispondere univocamente i 
gruppi che lo costituiscono ai punti di un piano {Sulla razionalità 
delle involuzioni piane, Lincei Bend., Y, 2, 18932, ^ Math. Ann., 
44, 1894), risultato di grande importanza, oltre che per altri 
motivi, per le applicazioni che riceve nella teoria della rappre- 
sentazione di una superficie algebrica su di un piano. 

Alle corrispondenze piane (1, n) seguirebbero naturalmente 
quelle piìi generali {m, n), ma il loro studio non fu peranco, per 
quanto ci consta, intrapreso ; però al caso m = n = 2 si rife- 
riscono i due scritti seguenti: Yisalli, La trasformazione qua-- 
dratica (2, 2) (Palermo Bend., 3, 1889); Burali-Forti, SuUé 
trasformazioni (2, 2) che si possono ottenere mediante due trasfor- 
mazioni doppie (Id., 5, 1891). 

7. Il concetto di corrispondenza fra i punti di due piani 
si può generalizzare in vari modi. Quelli che si presentarono 



(1) y. anche un frammento di Clifford in Matkematical Papers, p. 647. 

(2) Di due trasformazioni multiple associate a ogni trasformazione hirassi(h 
naie (Rend. Ist. Lomb., II, 20, 1888), e Di una terza trasformazione di ge- 
nere p e di grado p ~h 1 associata a ogni trasformazione piana hirazionaU 
(Id., II, 19, 1886). Le trasformazioni òì tale classe furono poi nuovamente 
studiate da M. Pannelli nella nota Sulle trasformazioni multiple associate 
ad ogni trasformazione piana birazionale (Giom. di Mat., 29, 1891). 
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pei primi furono la corrispondenza 1^ fra i punti di un piano 
e le linee di un sistema doppiamente infinito (cfr. le me- 
morie del Wiener e dello Steinmetz citate nel n. prec.) (1); 
2^ fra i punti di un piano e quelli di una superficie; 3^ fra i 
punti di due spazi; 4^ fra i punti dello spazio eie curve di un 
sistema trìplicemente infinito di curve di un piano. 

Quest'ultimo caso venne studiato a fondo soltanto nell'ipotesi 
che le curve siano circonferenze, prima da C. Crono {Under so- 
gelse af Figuren i Planen, sammensaUe af Cirkler, vedet sdregent 
Koordinatsystem, Tidsskrift, IH, 6, 1876), poi più completa- 
mente dal Fiedler, il quale, non solo fece alla Naturforschende 
Gesellschaft di Zurìgo alcune comunicazioni in proposito (2), 
ma credette la corrìspondenza in discorso abbastanza importante 
per essere considerata una nuova diramazione della geometrìa 
(che chiamò Ciclografia) ed esposta in un' opera speciale (3). 
Alla medesima relazione geometrica si riferiscono le investi- 
gazioni del Thomae sopra Das ebene Kreissystem und seine Ab- 
bUdung auf den Raum (Zeitschr. f. Math., 29, 1894). 

Incomparabilmente più significante per la geometria è la prima 
delle generalizzazioni suddette. Accennata da Plticker (Analy- 
iisch-geometrische Entwickelungen, 2, n. 724), essa fu sviluppata da 
Glebsch nella memoria citata qui appresso e diede origine alla 
* teoria dei connessi „. Gli scritti a noi noti che ad essa si 
riferiscono sono: Clebsch, t/i^ò^r ein neues Grundgebilde der ana- 



li) Il più semplice esempio di tale legame geometrico è offerto dalla corre- 
lazione fra due piani. Un altro si ha colla costruzione seguente. Sia ABC 
un triangolo, P un punto qualunque del suo piano. Vi h una sola co- 
mica f che tocca i lati del triangolo nei punti (PA, BC), (PB, CA), (PC, AB). 
Se si fa corrispondere P a P, si ha una corrispondenza della specie di quelle 
accennate nel testo; la quale, assieme alla sua correlativa, fu studiata 
dal Montag nella Diss. Ueber ein durch die Sàtze von Pascal und Brian" 
chon vermitteltes geometriaches Beziehungasystem (Breslau, 1871). — Altre cor- 
rispondenze analoghe si otterrebbero osservando essere P centro di una co- 
nica inscritta nel triangolo ABC, di una ad esso circoscritta e di una rispetto 
acni ABC è autocoiyugato. Anzi quest^ultima corrispondenza è immedia- 
tamente generalizzabile allo spazio. 

(2) V. le note : Zu ztcei Abhandlungen von Steiner (Vierteyahrsschrift der 
Ztireher Naturf. Ges., 2S, 1883); Geometrische Mitiheilungen VII, VllI(Id., 29, 
1884); Veber die Durchdringung gleichseitiger Rotationshyperboloide von pa- 
rallelen Axen (Acta, 5, 1884), nonché parecchie osservazioni sparse nella 
3* ed. dell'opera Die darstellende Geometrie, 

(3) Cyklographie oder Konstruktion der Aufgaben Uber Kreise und Kugeln 
und elementare Geometrie der Kreia- und Kugelayateme (Leipzig, 1882). 
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lytische Geometrie der Ebene (Math. Ann., 6, 1873); Godt, Ueber 
den Connex 1. Ordnung und 2. Classe (Diss. Gottingen, 1873); 
Armenante, Generazione dei connessi di 2" ordine e 2^ classe 
(Lincei Atti, 3, 1876); Battaglini, Sui connessi temarii di 2^ or- 
dine e 2^ classe in involuzione semplice (Giorn. di Mat., 19, 1881), 
Sui connessi temarii di T ordine e i* classe (Id., 20, 1882), e 
SuUe form^e ternarie bUineari (Id., 21, 1883); C. Stéphanos, Sur 
la théorie des connexes conjugués (Bull. Se. math., Il, 4, 1880); 
Peano, Costruzione dei connessi (1, 2) e (2, 2) (Torino Atti, 16, 
1881); Piazza, SuUe corrispondenze (1, 2) e (1, 3) (Id., 17, 1882); 
Pannelli, . Sui connessi temarii di 2* ordine e di 2^ classe in in- 
voluzione doppia (Giorn. di Mat., 26, 1888); Amodeo, Sopra un 
particolare connesso (2, 2) con due punti singolari e due rette sin- 
golari (Id., 25, 1885); Lazzeri, La rappresentazione dello spazio 
rigaio sopra un piano connesso e sua applicazione allo studio dei 
connessi lineo-lineari (Atti Ist. Ven., VI, 3, 1885). 

Chiediamo venia al lettore se facciamo cenno in questo mo- 
mento delle ricerche di geometrìa dello spazio analoghe a quelle 
testé indicate; sono quelle consegnate nella memoria del Ma- 
soni citata a pag. 220, e nelle seguenti: Erause, Ueber ein Gè- 
bilde der analytischen Geometrie des Baumes, welches dem Connexe 
zweiter Ordnung und erster Classe entspricht (Math. Ann., 14, 
1879) ; Battaglini, Sulle forme quaternarie bilineari (Giorn. di 
Mat., 22, 1884); Lazzeri, Soprai sistemi lineari di connessi qua-^ 
temarii (1, 1) (Lincei Mem., IV, 4, 1887); del Re, Le superficie 
polari congiunte rispetto ad un connesso di piani e di rette e ad 
una superficie algebrica fondamentale (Napoli Rend., Il, 2: cfr. 
anche la già citata nota dello stesso autore Sulle superficie del 
4"* ordine a conica doppia, Lincei Rend.,'V, 2, 1898i), 

8. Assai più ricca è la letteratura matematica concernente 
la seconda delle connate generalizzazioni della corrispondenza 
fra due piani, giacché comprende tutti gli scritti intomo alla 
rappresentazione di una superficie su di un'altra, specialmente 
pel caso in cui questa sia piana. Ora tale rappresentazione può 
comprendere una porzione di una delle superficie ed essere in 
conseguenza applicabile anche alle superficie trascendenti, op- 
pure può estendersi a tutta quella superficie supposta algebrica. 
La teoria delle rappresentazioni della prima categorìa fa parte 
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della Geometria differenziale, mentre quella delle seconde appar- 
tiene alla Geometria delle superficie algebriche : diremo qualche . 
cosa dell'una e dell'altra. 

Le più antiche ricerche della prima specie risalgono forse ad 
Ipparco e Tolomeo, i quali, per aiutare i geografi, proposero di 
progettare la superficie terrestre da un polo sul piano dell'equa- 
tore, inventarono cioè quella che oggi si chiama ^ projezione 
stereografica „, Origine analoga hanno la projezione immaginata 
da Mercatore (1512-1594), nel 1550 o nel 1569 (1), e le ricerche 
compiute sul finire del secolo scorso da Lambert (1728-1777) 
e Lagrange sulla costruzione delle carte geografiche (2), nonché 
altre analoghe che qui non enumeriamo perchè appartengono 
alle applicazioni della matematica alla geografia, rimandando 
alle opere speciali sull'argomento (3). Tuttavia alcune eccezioni 
vanno fatte, e cioè a favore della tesi di 0. Bontlet Sur la théorie 
maihémaiique des cartes géographiques (Jòurn. de Math., 17, 1852), 
delle memorie del Din! Sopra oleum punti della teoria delle su" 
perfide (Mem. Soc. XL, UT, 2, 1869) e Sulla rappresentazione 
geografica di una superficie su di un^ altra (Ann. di Mat., Il, 7, 
1877), del Mémoire sur /a représentation des surfaces et les prò- 
jedions des cartes géographiques (Nouv. Ann., II, 17-19, 1877-79) 
del Tissot, ed ancora dell'articolo di A. Eorkine, Sur les cartes 
géographiques (Math. Ann., 35, 1890), lavori che sono degni della 
massima considerazione anche da parte del matematico puro. 

Altrettanto, anzi con .maggior ragione, si può ripetere della 
celebre Allgemeine Auflòsung der Aufgabe, die Teile einer gege-- 
benen Fldche so abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten 
in den Heinsten Theilen àhnlich wird (Astronomische Nachrichten, 
3, 1825) (4) dovuta a Gauss e preimiata dall'Accademia delle 



(1) Cfr. Wright, The Correction of Certain Errore in Navigation (London, 
1599). 

(2) Qaeste memorie di Lambert e Lagrange, assieme a quelle di Gauss 
che citeremo fra un momento, furono di recente raccolte e ripubblicate dal 
Wangerin in " Ostwald's Elassiker der exacten Wissenschaften ,, 54 e 55 
(Leipzig, 1894). 

(8) Fiorini, Le projezioni delle carte geografiche (Bologna, 1884); Zoppritz, 
LeUfaden der Kartenwurfslehre (Leipzig, 1884); Herz, Lehrìmch der Karten- 
Projectione (Leipzig, 1885). 

(4) Cfr.: Liou ville, nota 5* a Monge; Jacobi, Ueber die Abbildung eines 
^^leiehaxigen Ellipsoida auf eine Ebene, bei ivelcher die kleinsten Theilen àhn- 
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Scienze di Eopenhagen. Il Beltrami, oltre al pubblicare una 
traduzione italiana di questa memoria (Ann. di Mat., 4, 1862), 
ha risolto elegantissimamente (in una memoria che citammo a 
pag. 179) un problema analogo a quello ivi trattato, quello cioè 
della rappresentazione di una superficie su un piano, per modo 
che alle geodetiche corrispondano delle rette. La questione più 
generale ed importantissima di rappresentare, quando è possi- 
bile, una superficie su un'altra per modo che le geodetiche si 
corrispondano fra loro, fu risolta dal Dini nella memoria Sopra 
un problema che si presenta nella teoria generale delle rappresene 
tazioni geografiche di una superficie su di un'altra (Ann. di Mat., 
n, 3, 1870). 

Della rappresentazione sferica di Gauss (e Rodrigues) par- 
lammo altrove (Gap. V, n. 8) (1); qui aggiungiamo che essa venne 
generalizzata da Steiner nello scritto Veber Lehrsàtze von welchen 
die bekannten Sàtze iiber Parallelcurven besondere Falle sind 
(Joum. f. Math., 22, 1846). Tale lavoro presenta delle analogie 
con quello Ueber cine Erweiterung des Begriffs von Parallelflà' 
chen (GOtting. Nachr., 1873) in cui l'Enneper si occupò della 
corrispondenza fra due superficie tale che in punti omologhi 
le normali siano parallele e che le linee di curvatura si corri- 
spondano; del resto le corrispondenze dotate di tale proprietà 
erano state considerate prima da 0. Bonnet {Note sur un genre 
particulier de surfaces réciproques, C. R., 42, 1856), e lo furono 
poi dal Darboux (Sur les modes de transformations qui conservent 
les lignes de courbure, C. R., 92, 1881). Di altre somiglianti 
trasformazioni, l' Enneper stesso trattò più tardi nel lavoro in- 
titolato Bemerkungen iiber einige Transformationen von Flàchen 
(GStting. Nachr., 1877 e 1881; Math. Ann., 21, 1883). DeUe 
" superficie reciproche „ di Monge ci dispensiamo dal fare 
speciale menzione, non tanto perchè le sue ricerche in propo- 



lich hleihen (Joum. f. Math., 59, 1861); Ho^^^^Alibildung der Flàchen zweiten 
Grades nach Aehnlichkeit der Flàchenelemente (Math. Ann., 2, 1870), e Ein 
Theorem Uber conforme Ahbildung der Flàchen auf Ehenen (Arch. der Math., 
59, 1878); Craig, Orthomorphic Projection of an Ellipsoid upon a Sphere{Am. 
Journ., 8, 1882) ; Marcolongo, Sulla rappresentazione conforme ddla pseudo- 
sfera e sue applicazioni (Napoli Rend., II, 2, 1888). 

(1) Oltre le memorie ivi citate, si veda : A. Bazzaboni, Sulla rappresenta- 
zione di una superficie su di un*altra al modo di Gauss (Giom. di Mat. 
27, 1889). 
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sito non furono pubblicate per esteso, quanto perchè — lo di- 
mostrò Chasles nella nota 30* dell' Apergu historique — la re- 
lazione che passa fra due tali superficie altro non è che una 
speciale polarità rispetto ad una quàdrica. 

Finiremo coU'additare, come collegate alle precedenti, le Be- 
cherches des surfaces que Von peut représenter sur un pian (Ann. di 
Mat.^ U, 7, 1875) di 0. Bonnet, la memoria del Bàcklund, Zur 
Theorie der Flàchenstrasformationen (Math. Ann., 19, 1882), e 
quella del Voss, Ueber ein Princip der Abbildung krummer Ober- 
fldchen (Ivi). 

9. Le rappresentazioni della seconda delle categorie indi- 
cate neir esordio nel n. 7 si può ritenere abbiano avuto per 
prototipo la proiezione stereografica, la quale fu il germe del 
metodo per studiare la geometria sopra una quàdrica proposto 
dal Clifford {Geometry on an Ellipsoid, Proc. L. M. S., 4, 1872). 
Di natura differente son quelli suggeriti per conseguire lo 
stesso scopo da Pliìcker in due scritti sopra Die analt/tische Geo- 
metrie der Curven auf den Fldchen zweiter Ordnung und Classe 
l^Joum. f. Math., 34, 1847), da Chasles nella sua Théorie ana- 
lyiique des courbes à doublé courbure de tous les ordres tracées sur 
VhyperboloHe à une nappe (C. R., 53, 1861) e da Cayley nell'ar- 
ticolo On the Curtes situate on a Surface of the Second Order, 
(Phil. Mag.; 22, 1861), metodi che, col loro valore, spinsero i 
geometri a procurarsene degli analoghi per lo studio della geo- 
metria su .una superficie cubica; che tale ricerca non sia ri- 
masta infruttuosa, si apprende da alcune memorie di Clebsch 
{Die Geometrie auf den Fldchen dritter Ordnung ^ Journ. f. Math., 
65, 1866, e Ueber die ebene Abbildung einer Fioche dritter Ord- 
nung, Math. Ann., 5, 1872) (1) e Cremona {Mémoire de geo- 
metrie pure sur les surfaces du troisième ordre, Journ. f. Math., 68, 
1868). 

Risultati analoghi si ottennero in seguito per molte altre su- 
perficie, quali sarebbero le rigate di terzo grado (Clebsch, Be- 
merkung iiber die Geometrie auf den tvindschiefen Fldchen dritter 



(1) Gfr.: DiekmanD, Ueber die Modificationen tcelche die ebene Abbildung 
einer Flàche 3^ Ordnung durch Auftreten von SingulariiiUen erhàlt (Math. 
Ann., 4, 1871), e KomdOrfer, Die Abbildung einer Fl&che dritter Ordnung 
^it einem oder mehreren Knotenpunkten auf eine Ebene (Neumùnster, 1871). 
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Ordnung, Math. Ann., 1, 1869) (1), la superficie di Steiner (2), 
e le superficie del quarto ordine con una linea doppia del 
secondo (Glebsch, Ueber die Fldchen vierter Ordnung, wdehe 
cine Doppdcurve zweiten Orades besUzen, Joum. f. MatL, 69, 
1868) (3). 

U Clebsch, che più dì qualunque altro si mostrò fecondo nel- 
' l'immaginare dei procedimenti per rappresentare su un piano 
delle superficie particolari, è anche il primo che si provò a co- 
struire una teoria generale di tali rappresentazioni; egli espose 
i risultati delle proprie ricerche nell'importante memoria Ueòer 
die Abbildung algebraischer Fldchen, insbesondere der vierien und 
funften Ordnung (Math. Ann., 1, 1869); di più egli fece vedere, 
nel lavoro Ueber den Zusammenhang einer Classe van Flachenab- 
bUdungen mit der Zweitheilung der AbeVschen Functionen (Math. 
Ann., ni, 1871), come in moltissimi casi fosse utile comin- 
ciare dal rappresentare una superficie sopra un piano doppio, 
e trasformare poi questo, quando è possibile^ in uno semplice (4). 
Ricerche per generalità analoghe a quelle di Glebsch si leggono 
nell'articolo di Oayley On the Transformation of Unicursal Sur- 
faces (Ivi), nella Note iiber die Gleichungen der auf einer Ebene 
abbildbaren Fldchen (Id., 5, 1872) di A. Brill e nell'importante 
memoria del Caporali Sui sistemi triplamente infiniti di curve 
piane algebriche (Coli, math., 1881). 

Una considerevole generalità hanno pure le investigazioni 
concementi rappresentazione delle rigate razionali condotte a 
buon termine, indipendentemente l'uno dall'altro, dall^Armenante 
(Intorno alla rappresentazione delle superficie gobbe di genere p = 
sopra un piano, Ann. di Mat., Il, 4, 1870) e dal Clebsch {Utòer 



■ 

(1) y. anche la memoria di B. Klein nominata a p. 105. 

(2) y. gli scritti di Cremona e di Glebsch citati a p. 110, nota seconda. 

(3) A tale scritto di Glebsch servono di complemento i seguenti del Eom- 
ddrfer: Die Aìjbìldung einer Flàche vierter Ordnung mit einer Doppekkrve 
zweiten Grades und tAnem oder mehreren Doppelpunkten (Math. Ann., 1, 1869, 
e 2, 1870), Die Abbildung einer Flàche vierter Ordnung mit zwei sich schnei- 
denden Doppelgeraden (Id., 3, 1871), e Die Abbildung einer Flàche vierter 
Ordnung mit einer Doppelcurve zweiten Orades^ wdche aus zwei sich schnei- 
denden unendlich nahen Geraden beateht (Id., 4, 1871). 

(4) Il germe di quest'idea — alla quale deve la propria esistenza la teorìa 
delle trasformazioni doppie fìra due piani, su cui c*intrattenemmo nel n. 6 
— esiste probabilmente nella generalizzazione della projezione stereografica 
che Ghasles espose nella Nota 28* deir^P^^ historique. 
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di geradlinigen Flàchen vom Oeschlechte • p == 0, Math. Ann., 5, 
1872), le quali furono precedute dalle analoghe del Cremona 
sulle rigate di grado m-\-n dotate di una direttrice m — pia e 
di una n — pia {Rappresentazione di una classe di superficie gobbe 
sopra un piano e determinazione delle loro curve assintotiche (1) , 
Ann. di Mat., ft, 1, 1868) (2). 

Ancora pifi generali e dotate di eccezionale importanza sono 
le indagini del N5ther U^er Flàchen, tcelche Schaaren rationaler 
Curven besUzen (Math. Ann., 3, 1870), le quali, fra l'altro, con- 
dussero a concludere la razionalità di ogni superficie che con- 
tenga una schiera razionale semplicemente infinita di curve ra- 
zionali e servirono di. modello a innumerevoli ricerche con- 
generi. 

Vanno ancora ricordati qui Tarticolo del Tognoli sopra la 
Rappresentazione piana di una classe di superficie algebriche do- 
tate di curve multiple (Giorn. di Mat., -li,* 1876) ef la tesi del 
Lazzeri Sulla rappresentazione piana delle superficie sviluppa- 
bili razionali (Figa Ann., 3, 1883), perchè entrambi questi la- 
vori si riferiscono a superficie speciali, ma di ordine qualsi- 
voglia. Invece alla rappresentazione su un piano dì superficie 
di ordine determinato sono consacrate le memprie seguenti: 
Clebsch , USer die ebene AbbUdung der geradlinigen Flàchen 
vierter Ordnung, welche cine Doppehurve dritten Orades haben 
(Math. Ann., 2, 1870), e Ueber die Abbildung einer Classe von Flà- 
chen des funften Ordnung (Gotting. Abh., 15, 1870) (3); F. Klein, 
Ueber die Abbildung der Complexftàchen vierter Ordnung und 
vierter Klasse (Math. Ann., 2, 1870) ; Cremona, Ueber die Abbil- 
dung algebraischer Flàchen (Id., 4, 1SÌ1), Rappresentazione piana 
di alcune superficie algebriche dotate di curve cuspidali (Bologna 
Mem., in, 2, 1872), e An Exemple of the Method of Dedudng 
a Surface from a Piane Figure (Trans, of the R. Soc. of Edin- 



(1) Queste assintotiche sonò curve d'ordine 2 (m -f- n — 1), di cui THal- 
pben diede piìi tardi una notevole costruzione nella nota Sur Ics lignea 
asifmptotiques des aurfaces gauches douées de deux directrices rectilignes (Bull. 
S. M. F., 5, 1877). 

(2) Cfr. Guccia, Sur une elasse de SMrfaces représentables point par point 
sur un pian (Ass. fr., 1880). 

(3) Le superficie ivi studiate hanno per curva doppia una quartica gobba 
di 1* specie. 



*^^ 
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bui'gh, 32, 1885); Frahm, Ueber die AbbUdung einer gewissen 
Fioche fAerier Ordnung (Math. Ann., 7, 1874); Lagnerre, Sur 
la représentation sur un pian de la surface du troisième ordre 
qui est la réciproque de la surface de Steiner (Bull. S. M. F., 
1, 1875); Caporali,, Sulla superficie dd quinto ardine dotata 
d'una curva doppia del quinto ordine (Ann. di Mat., Il, 7, 
1875) (1). 

Una questione importante presentasi spontanea nello studio 
della rappresentazione delle superficie le une sulle altre, quella 
cioè se tutte siano riferibili punto per punto un piano, o piìi 
generalmente se due superficie qualunque si possano far cor- 
rispondere punto per punto. E poiché non è difficile persuadersi 
che tale domanda esige risposta negativa, così si è condotti 
all'altra questione: Quali sono le superficie che si possono rap- 
presentare univocamente sopra una data? La questione analoga 
per le curve piane fu risolta considerando i generi ed i moduli ; 
quella per le superficie servì di stimolo alle ricerche sopra i 
numeri analoghi per una superficie delle quali parlammo. nel 
n. 3 del m Gap. (2). 

10. L'ultima delle generalizzazioni delle trasformazioni ere- 
moniane a cui accennammo nell'introduzione del n.' 7, sommi- 
nistra la " teoria delle trasformazioni razionali dello spazio ,. 

Alcuni esempi semplici di tali corrispondenze sono offerti 
dalla omologia nello spazio di Poncelet, dall'omografia in gene- 
rale e dalla trasformazione per raggi vettori reciproci (3). Un 



(1) Cfr. : Darboux, Sur une surface de S**^"^ ordre et sa représentation sur 
le pian (Bull. Se. math., 2, 1871). 

(2) Aggiungiamo che di una rappresentazione di una superficie su un'altra 
tratta la nota di H. Erey, Ueher einen besonderen Fall dea eindeutigen Ent- 
sprechens der Punkte zweier Fldchen (Math. Ann., 18, 1881). 

(8) È questa Tunica trasformazione dello spazio che condivide con la si- 
militudine la proprietà di conservare gli angoli: lo fece vedere Lionville 
nella YI delle sue note a Monge; tale importante proprietà ai trova poi 
ridimostrata nei seguenti articoli: Maxwell, On the Condition thtU in the 
Transformatian of any Figure hy Curvilinear Coordinates in three Dimensions 
every Angle in the New Figure shall he Equal to the Corresponding Angle in 
the Originai Figure (Proc. L. M. S., 4, 1872); Bianchi, Sulla trasforma- 
zione per raggi vettori reciproci nel piano e nello spazio (Giom. di Mat, 17, 
1879); Capelli, Sulla limitata possibilità di trasformazioni conformi ddlo 
spazio (Ann. di Mat., II, 14, 1886). La similitudine invece è Tunica rappre- 
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esempio più complicato è offerto dalla trasformazione che nasce 
associando ad ogni punto dello spazio l'intersezione dei piani 
che gli corrispóndono in tre date polarità od in tre date cor- 
relazioni : tale corrispondenza, che in un certo senso è analoga 
alla corrispondenza quadratica fra due piani, fu studiata, indi- 
pendentemente gli uni dagli altri, dal Magnus {Aufgaben und 
Lehrsdtze aus der analytischen Geometrie dee Saumes, Berlin, 1837, 
p. 403 e seg.), da Hesse nella già citata memoria (v. pag. 70) 
del Joum. f. Math., 49, 1855; e da Cremona nella sua memoria 
sulle superficie cubiche (v. pag. 100). 

Ma la teoria generale, benché intuita e direi quasi abboz- 
zata dal Magnus fin dal 1837 (v. op. cit.), non sorse che verso 
il 1870 e vide la luce per opera di tre grandi geometri lavo- 
ranti ciascuno per propria iniziativa; sono Cayley, Cremona 
e N5ther; e gli scritti donde meglio si apprendono le loro 
ricerche sono rispettivamente: On the Rationcd Transformation 
beticeen Two Spaces (Proc. L. M. S., 3, 1869-1871); Sulle tra- 
sformazioni razionali dello spazio (Ann. di Mat., Il, 5, 1872) (1); 
Ueber die eindeutigen Baumtransformationen insbesondere in ihrer 
Anwendung auf die Abbildung algebraischer Flcichen (Math. Ann., 
4, 1871). Di questi lavori il più importante è indubbiamente 
quello dovuto alla penna del nostro celebre connazionale. Egli, 
guidato dall'analogia che presenta la teoria che ci occupa con 
quella delle corrispondenze univoche fra due piani, mostrò come 



sentazione che conservi le aree delle superficie; lo assodò A. Razzaboni nella 
nota Sulle rappresentazioni dello spazio sopra sé stesso che conservano le 
aree delle superficie corrispondenti (Bologna Rend., 1889-90). 

Che il prodotto di quante si vogliano inversioni sia un'inversione dimostrò 
geometricamente il Mannheim nella nota intitolata Démonstration géomé- 
trique d'une propriété de la transformation par rayons vecteurs réciproques 
(Journ. de Math., II» 16, 1871). Quali le modificazioni subiscano per un'inver- 
sione le caratteristiche di una curva gobba si apprende dalla memoria 
di J. Moller Ueber die Transformation einer gewundenen Curve durch sphd- 
rische Inversion (Lund Aarsskrìft, 18, 1882). Finalmente uno studio metodico 
delle proprietà metriche della inversione leggesi nella nota del Pirondini 
8uUa trasformazione per raggi vettori reciproci (Giom. di Mat., 27, 1889). 

(1) Questa memoria, sino ad ora sgraziatamente incompleta, fa preceduta 
da alcune note dallo stesso titolo inserite in Rend. Ist. Lomb., 4, 1871; 
una traduzione francese di essa si legge in Bull. S. M. F., 7, 1874; come suo 
complemento si può intendere l'articolo Sopra una trasformazione irrazionale 
del sesto grado dello spazio a tre dimensioni, la cui inversa è del quinto grado 
(Proc. L. M. S., 15, 1884). 



♦ 
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essa equivalga in ultima analisi allo studio dei sistemi " pma- 
loidici 9 di superficie, cioè di quei i^stemi lineari triplicemente 
infiniti di superficie algebriche razionali aventi un solo punto mo- 
bile d'interse^one. Inoltre egli insegnò un metodo ingegnosissimo 
per ottenere tutti i sistemi omaloidici di cui fa parte una super- 
ficie della quale si conosce una rappresentazione univoca sopra 
un piano (1). Finalmente con opportuni e molteplici esempi egli 
dimostrò come la teoria in discorso insegni il modo di rappre- 
sentare certe superficie su altte, in particolare sopra il piano. 
Donde emerge chiaramente come, conoscendo la rappresenta- 
zione di una superficie su un piano, si possa ottenere quella 
di infinite altre, opperò successivamente innumerevoli altre tras- 
formazioni razionali dello spazio. 

11. Malgrado il grande valore degli scritti con cui l'Inghil- 
terra, l'Italia e la Germania contribuirono a fondare e svolgere 
la teoria delle corrispondenze univoche tra due spazi, non si 
può dire che questa abbia raggiunto quel grado di perfezione 
che altre conseguirono e a cui essa poteva giustamente aspi- 
rare; ciò forse dipende dal fatto che la soluzione delle più ardue 
e delicate questioni ad essa collegate dipende dalla determina- 
zione della natura e dal numero delle singolarità delle super- 
ficie, determinazione che offre delle difficoltà che non furono 
ancora vinte (2). Da ciò forse la spiegazione del fatto che i geo- 
metri posteriori a quelli citati si occuparono più di illustrare i 
metodi dei grandi maestri summentovati che di perfezionarli e 
completarli (3). Fra le speciali trasformazioni che vennero in con- 
seguenza studiate vanno notate le (monoidali) analoghe di quelle di 
de Jonquieres (v. p. 233), di cui il de Paolis trattò nella memoria 



(1) Tale pietodo sì può applicare anche alle trasformazioni razionali 
di spazi lineari comunque estesi; il che ignoro sia stato notato. Che 
altri ragionamenti più diretti possano, in casi particolari, condurre agli 
stessi risultati h chiarito su un esempio dalla nota di G. Loria, SulU tra- 
sformcizioni razionali dello spazio determinate da una superficie generale d^ 
terz' ordine (Torino Atti, 26, 1890). 

(2) Fra gli scritti con cui si cercò di sormontarle merita un posto emi- 
nente quello del Nòther Sulle curve multiple di superficie algebriche (Ann. di 
Mat, II, 5, 1872). 

(3) Fa eccezione la recente scrittura del Schònfliess Ueber Oruppen pon 
Transformationem des Raumes in sich (Math. Ann., 34, 1883). 
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Sopra un sistema omaloidico formato da superficie d'ordine n con 
un punto (n— 1)— p/o (Giorn. di Mat., 13, 1875), alcune, invo- 
lutorie di cui occuparonsi il Martinetti {Sopra una classe di 
trasformazioni involutorie dello spazio, Rend. Ist. Lomb., Il, 18, 
1885), il de Paolis {Alcune particolari trasformazioni involu- 
torie dello spazio, Lincei Rend., IV, 1, 1885), l'Eberhard {Ueber 
eine ràumlich involutorische Verwandtschaft 7. Orades und ihre 
Kernflache 4. Ordnung, Breslau, 1885), ed il Montesario {Su al- 
cuni gruppi chiusi di trasformazioni involutorie nel piano e nello 
spazio, Atti Ist. Ven., VI, 6, 1888; Su le trasformazioni involu- 
torie monoidali, Rend. Ist. Lomb., Il, 21, 1888; Su una classe di 
trasformazioni involutorie dello spazio; Su le trasformazioni invo- 
lutorie dello spazio nelle quali ai piani corrispondono superficie di 
ordine n con una retta (n — 2) -pta, Lincei Rend., IV, 5, 18892; 
Su le trasformazioni involutorie dello spazio che determinano un 
complesso lineare di rette, Id., 4, 1888i ; Su le trasformazioni in- 
volutorie dello spazio che determinano un complesso tétraedrale, Id., 
5, 1889.2; 'S^w una classe di trasformazioni razionali ed involutorie 
dello spazio, di genere arbitrario n e di grad^ 2n-\- 1, Qiom. di 
Mat., 31, 1893). Additeremo ancora (cfr. p. 233) il Mémoire 
sur la classificaiion arguésienne des courbes gauches algébriques 
ou extension à ces courbes du principe arguésien (Belgique Bull., 
n, 46, 1878) del Saltel, nonché le memorie del Casey On Cubie 
Transformations { Dublin Trans., • 1880 ), dell' Aschieri Sulle 
corrispondenze cremoniane nel piano e nello spazio (Rend. Ist. 
Lomb., n, 14, 1881), di F. von Krieg, Ueber die eindeutige 
Beziehung von Bàumen miUelst projectiver Ebenenbuschel und ihre 
Anwendung auf Constructionsaufgaben (Zeitschr. f, Math., 29^ 
1884), e dell' Ascione Studio di una trasformazione (3,3) (Giorn. di 
Mat., 31, 1893), di cui le tre ultime, in forza dei temi che trat- 
tano, hanno molti punti di contatto. 

L'innumerevole varietà di forme speciali di cui sono suscet- 
tibili le trasformazioni razionali dello spazio rende desiderabile 
di classificarle. Un criterio di classificazione si ottiene osser- 
vando che in una tale trasformazione alle rette dell'uno spazio 
corrispondono delle curve di un certo genere, il quale non si al- 
tera scambiando le veci dei ' due spazi ; si è proposto di chia- 
marlo *^ genere della trasformazione „ e f u indicato un modo 
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per determinare tutte le trasformazioni di genere zero (1). Un 
altro criterio di classificazione emerge dalla considerazione del 
complesso generato dalle rette congiungenti i punti corrispon- 
denti di due spazi conjettivi in corrispondenza univoca (2); sembra 
infatti che alcuni preferirebbero collocare in una stessa classe 
tutte le trasformazioni che danno luogo al medesimo complesso 
di rette : ciò appare da alcune memorie già citate (pag. prec.) del 
Montesano e dalle quattro seguenti del Pieri: SuUe trasformazioni 
involiUorie dello spazio determinate da un complesso Hirstiano di rette 
(Rend. Ist. Lomb., II, 25, 1892) (3), Sulle trasformazioni razionali 
dello spazio inerenti a un complesso lineare speciale (Giom. di Mat., 
31, 1893), Le trasformazioni razionali dello spazio inerenti ad una 
conica (Palermo Rend., 7, 1893), e Sulle trasformazioni razionali 
dello spazio che individuano complessi di tangenti (Giom. di Mat., 
33, 1895). A quali di questi criteri convenga accordare la pre- 
ferenza, se convenga usarli promiscuamente, o se sia meglio 
sceglierne dei nuovi, sono questioni che l'avvenire deciderà. 

12. Un primo tentativo di una teoria delle trasformazioni (1, n) 
dello spazio venne fatto dal Tognoli nella memoria SulU cor- 
rispondenze multiple fra due spazii a tre dimensioni (Giom. di 
Mat., 10, 1872), generalizzando allo spazio le considerazioni 
di Chr. Wiener che citammo precedentemente (n. 6) (4). Un 
altro fu fatto dal Reye nell'articolo intitolato Ueber Coordina- 
ten-Transformationen n^ Orades (Journ. f. Math., 94, 1883). 
D'altronde l'Aschieri nella memoria sopra La trasformazione 
quadratica doppia di spazio e la sua applicazione alla geometria 
dello spazio non-Euclideo (Rend. Ist. Lomb., Il, 14, 1881, e 15, 
1882) estendeva allo spazio una trasformazione piana doppia 
considerata dal de Paolis (v. p. 241), ed il Segre, in un articolo 
citato ap. 116, esponeva delle assai notevoli applicazioni di una 



(1) G. Loria, SuUa classificazione delle trasformazioni razionali détto spasiOf 
in particolare sulle trasformazioni di genere (Rend. Ist. Lomb., II, 23, 1890). 

(2) Cfr. M. Pannelli, Sui complessi associati ad ogni trasformazione bira- 
zionale dello spazio (Giorn. di Mat., 28, 1890). 

(8) È Hirstiano nn complesso generabile nel modo indicato da Hirst nella 
memoria menzionata a p. 225. 

(4) Altrettanto fece molto tempo dopo il Pannelli nell'articolo Sutte tras- 
formazioni multiple involutorie di due spazii (Napoli Rend., II, 1, 1887). 



>: 
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certa trasformazione doppia tra due forme di terza specie. Ma la 
teoria generale delle trasformazioni . doppie dello spazio, è do- 
vuta, come l'analoga del piano, al de Paolis, il quale ne fece 
conoscere i concetti e le proposizioni più cospicue nella fonda- 
mentale memoria sopra Le trasformazioni doppie dello spazio 
(Lincei Mem., IV, 1, 1885). Un'applicazione dei metodi ivi inse- 
gnati fu fatta dallo stesso de Paolis in una nota da noi già ricordata 
(p. 113), una seconda dal Pieri nel lavoro Sulle tangenti triple di 
alcune superficie del ses^ordine (Torino Atti, 24, 1889). Altre non 
dubitiamo seguiranno, e le auguriamo numerose ed importanti, 
perchè servano di stimolo alla costruzione della teoria delle 
trasformazioni multiple (l,n) fra due spazi (1) e di quelle più 
generali {m, n), entrambe riserbate ai futuri geometri: intanto ci 
piace rilevare che alcuni casi particolari sono considerati nel 
lavoro di C. Steinmetz Ueber die durch ein Uneares Flachensy- 
stem n^ Ordnung definirten mehrdeutigen involutorischen Raum- 
verwandtschaften (Zeitschr. f. Math., 35, 1890). 

13. Quando si hanno due spazi in corrispondenza univoca 
qualunque e si considera la figura correlativa dell'uno, si ar- 
riva ad una relazione fra punti è piani che include come suo 
caso particolarissimo l'ordinaria correlazione fra due spazi. Se 
in particolare i due spazi sono conjettivi e due elementi cor- 
rispondenti qualunque sono in posizione unita, si ha una re- 
lazione geometrica più generale della correlazione nulla fra due 
spazi; questi, considerati assieme, formano allora un " sistema 
nullo d'ordine superiore „. A tali figure accennò in un certo 
modo il Reye nell'articolo Ueber die reciprohe Verwandtschaft 
von F^ — Systeme und O^ — Gewebe und die quadratische F^ — Sy- 
steme achter Stufe (Joum. f. Math., 82, 1877); ma, nel caso in 
cui la corrispondenza sia quadratica (2), essi furono studiati 
metodicamente per la prima volta dall' Ameseder, nelle due 
memorie Ueber ein Nullsystem zweiten Grades (Wiener Ber., 83, 
1881) e Das allgemeine ràumliche Nullsystem zweiten Grades 



(1) Cfr. Aschieri, Del legame fra la teoria dei complessi di rette e quella 
détte corrispondenze univoche e multiple dello spazio (Rend. Ist. Lomb., II, 
21, 1888). 

(2) Cioè tale che ai piani di una stella corrispondano i punti di una 
qnàdrica. 
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(Journ. f. Math., 97, 1884) (1). Riguardo a tali corrispondenze 
citeremo anche le memorie seguenti: B. Styrm, Ueber die reci- 
proke und mit ihr zusammenhdngende Verwandtsahaften (Matti. 
Ann., 19, 1882), e Ueber hohere raumliche NuUsysteme (Id., 28, 
1887); Voss, 2^r Thearie der aUgemeinen Punìd-Ebetien-Sysieme 
(Id., 23, 1884), e TTieorie der rationalen algebraischen Punkt- 
Ebenen-Syst^me (Ivi) ; Lazzerì, Sulle reciprocità birazionali nello 
spazio (Lincei Rend., IV, 2, I8862); Montesano, Sulle recipro- 
cità birazionali dello spazio (Id., IV, 4, I8881). 

Finiremo col rilevare come, generalizzando il concetto di cor- 
rispondeitza, si possa considerare una relazione fra r figure dello 
stesso numero di dimensioni tale che, scelto ad arbitrio un ele- 
mento in r — 1 fra esse, resti determinato un elemento od un 
gruppo di wii elementi nella rimanente. Tale corrispondenza, 
che col de Paolis (2) si può indicare col simbolo [nti , nt2 , . . . , m^], 
venne studiata nel caso di r = 3, wi = W2 = W8 = l, e, sup- 
ponendo che le figure in corrispondenza siano forme fondamen- 
tali di prima specie, anzitutto da F. August, il quale la chiamò 
relazione " duploprojettiva „ (3) e l'applicò a generare le super- 
ficie cubiche (v. lo scritto menzionato a p. 100), poi nei seguenti 
lavori: Rosanes, Ueber linear-abhàngige Punktsysieme {Journ, t 
Math., 88, 1860); Schubert, Die trilineare Beziehung zwischen 
drei einstufigen Orundgebilde (Math. Ann., 17, 1880, e Hamburger 
Mitth., 1881) ; Castelnuovo, Studio sulla omografia di seconda 
specie (Atti Ist, Ven., VI, 5, 1887) ; F. Deruyts, Sur la représen- 
tation de Vhomographie de seconde espèce sur la cubique gauche 
(Ann. de la Soc.Sc. de Bruxelles, II, 17, 1889); F. Aschieri, iSWfe 
omografie di 2* specie (Rend. Ist. Lomb., Il, 28, 1890); B, Klein, 
Theorie der trilìnear-syrnmetrisclien Elementargebilde (Marburg, 
1881, e Theorie der Elemententripel einstufiger ElementargebUde, 
Ann. di Mat., II, 18, 1890, e 19, 1891); London, Zur Theorie 
der trilineare Verwandtschaft dreier einstufigen GrundgebUde 
(Math. Ann., 44, 1894) (4). Contemporanei circa ai lavori dello 



(1) Cfr. H. Oppenheimer, Antoendungen dea Ameseder'sehen NuUsystems 
(Di88. Jena, 1892; oppure Arch. der Math., II. 13, 1894). 

(2) V. Tarticolo Sulle corrispondenze [mi , m„ . . . , mr] cofdinue che si pos- 
sono stabilire tra i punti di r gruppi (Ann. di Mat., II, 18, 1890). 

(3) Oggi si preferisce chiamarla *" bilineare „ perch'b è rappresentata da 
un'equazione lineare fra tre serie di variabili. 

(4) Aggiungiamo che sulla corrispondenza trilineare si basa una notevole 
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Schubert sulla corrispondenza trìlineare sono quelli del Le Paige 
intitolati : Essais de geometrie supérieure du troisième ordre (Liège 
Mem., n, 10, 1883;, e Belgique Bull., m, 5, 1883), Note sur 
rhomographie du troisième ordre (Ivi), e Ueber eine Eigenschaft 
der Oberflàchen zweiter Ordnung (Wiener Ber., 87, 1883); essi 
porgono delle notevoli applicazioni della teorìa delle forme alge- 
briche. Altrettanto può ripetersi^di quelli del medesimo autore 
in cui è studiata ed applicata l'analoga corrispondenza '^ qua- 
drilineare » e che sono: Sur la forme quadrilinéaire (Torino 
Atti, 17, 1882); Sur la generation de certainea surfaces par dea 
faisceaux quadrilinéaires (Belgique Bull., IH, 8, 1884); Sur la 
forme quadrilinéaire et les surfaces du troisième ordre (Ivi); Nou- 
veUes recherches sur les surfaces du troisième ordre (Acta, 5, 1884). 
Delle corrispondenze analoghe fra un numero qualunque di forme 
di prima specie tratta il Mémoire sur la théorie de Vinvolution et de 
Vhomographie unicursale (Bruxelles, 1891) di F. Deruyts. Invece 
la corrispondenza [1, 1, 1] nel caso di forme di seconda specie è 
studiata nelle due notevoli memorie dell'Hauck Neue Construdion 
der Perspective und Photogrammetrie (Joum. f. Math., 95, 1883), 
e Theorie der trilinearen Verwandtschaft ebener Systeme (Id., 97, 
1884, 98, 1885, 108, 1891, e 111, 1893 (1)), dalle quali risulta che 
tale corrispondenza è importante nelle applicazioni della geo- 
metria alle arti del disegno. 

Si aggiunga che la geometria projettiva degli spazi lineari 
qualunque, la quale verrà descritta nel Gap. XI dell'opera pre- 
sente, venne applicata con ottimi risultati allo studio di certe 
particolari corrispondenze; ciò emerge dai seguenti scritti: 
Gastelnuovo, Studio dell'involuzione generale sulle curve razionali 
mediante la loro curva normale (Atti Ist. Ven., VI, 4, 1886), e 
Studii sulla teoria della involuzione nel piano (Ivi); F. Deruyts, 
Sur la représentation des involutions unicursales (Belgique Bull. , 
in, 14, 1887) e Sur la théorie de Vinvolution (Ivi). 

Finalmente noteremo {}ast but not leastf) come tutte le trasfor- 
mazioni considerate cambino due figure (curve o superficie) fra 



generalizzazione ideata da A. Petot pel teorema di Pascal, ed esposta nella 
nota Sur une extenaion du théorème de Pascal aux surfaces du troisième ordre 
(C. R., 102, 1886). 

(1) Y. anche : T. Schmid, Ueber trilinear verwandte Fdder cUs BaumbUder 
(Monatshefte, 6, 1895). 

LoBiA, Il pattato td il prtttnit dtUe prineipaU Uorit fftomtirieké, 17 
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loro tangenti in altre due pure tangenti: donde l' orìgine del 
concetto di trasformazione godente tale prerogativa, della ' teoria 
delle trasformazioni di contatto », che assieme a quella dei 
gruppi di trasformazioni forma quel campo d'indagini che il Lie 
ha aperto e così sapientemente coltivato e che a noi sembra 
rappresentare il pili memorabile progresso che la matematica 
nel suo complesso abbia fatto in questo scorcio di secolo (1). 
Se si volge uno sguardo a quanto esponemmo nelle pagine 
precedenti, si vedrà come il tema trattato in questo Gap. 
abbia trovato numerosi e significanti cultori (2). La ragione 
di tal fatto risiede nell'essere generale convincimento che, per 
quanto lo studio diretto di una figura sia per fermo preferìbile a 
quello di una sua trasformata, pure, nello stato attuale della 
scienza, poche teorìe sarebbero, quanto quella delle trasforma- 
zioni geometriche, meritevoli di essere rese perfette in tutti 
i loro più minuti particolarì. Infatti, per dirla con le parole di 
un grande, ^ en réfléchissant aux procédés de l'Algebre, et en 
recherchant la cause dès avantages immenses (](u'elle apporte 
dans la Geometrìe, ne s'aper90it-on pas qu'elle doit une partie 
de ces avantages à la facilité des transformations que l'on fait 
subir aux expressions qu'on y introduit d'abord? transforma- 
tions dont le secret et le mécanisme font la vérìtable science, 
et l'objet Constant des recherches de l'analyste. N'était-il pas 
naturel de chercher à introduir pareillement, dans la Geometrìe 
pure, des transformations analogues, portant directement sur les 
figures proposées et sur leurs propriétés? , (3). 



(1) Di tali teorie, di cui già citammo alcune applicazioni, è agevole 
prender notizia grazie alla grande opera Theorie der Tyansformations- 
grupffen che, colla collaborazione di F. Engel, il Lìe ha pubblicato (Leipzig, 
1888, 1890, 1893). È poi annunciata come prossima un'opera di lAe e 
Scheffers dedicata esclusivamente alla Geometrie der BertÙirungetransfor- 
tnationen. 

(2) Ai quali fa d*uopo unire coloro che studiarono la rappresentazione 
del complesso lineare di rette sullo spazio punteggiato (v. pp. 213 e SU) 
e dello spazio rigato sullo spazio lineare a quattro dimensioni (p. 214). 

(3) Chasles, Apergu historique, 2^ ed., p. 196. 
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CAPITOLO IX. 
Geotnetria numerativa* 

1. Il problema che la Geometria numerativa si propone di scio- 
gliere concepito nella sua forma più generale, si enuncia così: De- 
terminare fra gli (X)** enti di data definizione, il numero di quelli 
che soddisfanno a un numero di condizioni equivalenti ad r con- 
dizioni semplici (1). Tradotta in linguaggio algebrico, questa 
questione si trasforma nella ricerca del numero delle soluzioni 
finite di un sistema di equazioni dotate dì singolarità qualunque ; 
si riduce cioè a quella che ragionevolmente si può ritenere es- 
sere la questione fondamentale della teoria dell'eliminazione alge- 
brica (2); ciò è sufficiente a^mostrare quale importanza possieda. 
È impossibile assegnare l'epoca in cui fece la sua appari- 
zione questo ramo interessantissimo della scienza dell' esten- 
sione; infatti il giorno in cui im geometra, giunto in possesso 
di un metodo per costruire una figura soddisfacente a certe 
condizioni, intraprese la discussione della soluzione ideata per 
riconoscere, non soltanto come dovevano essere disposti i dati 
affinchè quella costruzione fosse effettivamente eseguibile, ma 
anche per stabilire quante di quelle figure verificassero le 
condizioni imposte; in quel giorno fu studiato un problema di 
Geometria numerativa. Però la disciplina che porta oggi quésto 
nome differisce dagli studi a cui testé alludemmo perchè '^i 
propone di determinare il numero delle soluzioni di una que- 
stione senza averla sciolta, spesso anzi ignorando il modo di 
risolverla. Ad essa soltanto è consacrato il presente Gap., il 



(1) Nella Geometria numerativa si contano, non si descrivono a parte, le 
soluzioni; si numerano, non si enumerano: donde la ragione per cui noi 
non approviamo, epperò non adottiamo» il nome di Geometria enumerativa 
da molti prescelto. 

(2) Gli ^ perciò che la nota del Krey Uéber Systeme von GlHchungen mit 
gewiaaen Besonderheiten (Math. Ann., 19, 1882) è di pertinenza della Geo- 
metria numerativa. 
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quale porge dei complementi a quanto esponemmo in quelli che 
portano i numeri II, m, lY e VII. Prima di entrare in argo- 
mento, osserviamo che la materia del Gap. medesimo non e 
determinata senza incertezza, sicché in esso avremmo potuto, 
ad esempio, far entrare le indagini intomo alle singolarità di 
curve di superficie e di complessi di rette, nonché altre congeneri ; 
se opportunamente pensammo di non farlo, giudichi il lettore. 

2. Fra le moltissime proposizioni di cui Steiner ci lasciò gli 
enunciati, parecchie entrano nel dominio della Geometria nume- 
rativa. Tali sono quelle che assegnano il numero delle coniche 
le quali passano pei tre punti dati di una cubica piana e la oscu- 
lano altrove {Sàtze uber Ourven zweiter und dritter Ordnung, 
Joum. f. Math., 32, 1846), e il numero di quelle quadritangenti 
a una quartica piana od aventi assegnate relazioni di contatto 
con curve date {Aufgaben und Lehrsatze, Id., 45, 1853, e 49, 
1855); tali sono, ancora meno discutibilmente, quelle donde si 
apprende quante siano le coniche che toccano 5, 4 o 3 coniche date 
e passano rispettivamente per 0, 1 o 2 punti dati {Elementare Lo- 
sung einer geometrischen Aufgabe und uber einige damit in Beziehung 
stehende Eigenschaften der KegelschniUe, Id., 37, 1848), e quante 
quelle di cui si conoscono p punti, t tangenti e n normali, ove 
p-\-t-\'n = b (Vermischte Sàtze und Aufgaben, Id., 55, 1858) (1); 
tali da ultimo quelle che insegnano quante siano le cubiche 
di un dato piano che soddisfanno a certe condizioni (Aufgaben und 
Lehrsàtze, Id;, 45, 1853). Aggiungeremmo ancora gH scrìtti di 
Steiner e de' suoi numerosi commentatori intomo alle curve 
dotate di centro e alle normali a curve e superficie algebriche, 
se non ne avessimo discorso altrove (v. Gap. Il, n. 2, e Gap. m, 
n. 5). 

Siccome non ci è nota la via che seguì Steiner per giungere 
alle ora ricordate verità, così si può dire che egli appartenga al pe- 
riodo di preparazione (sarebbe dir troppo asserendo che egli lo 
segni); è lecito anche affermare che i suoi studi contribuirono 



(1) I numeri trovati da Steiner non sono tutti esatti; le relative modi- 
ficazioni si leggono nella nota di A. Wiman Ueher die Anzahl des Kegd- 
schnitte, welche durch Punkte, Tangenten und Nomtalen bestimmt sind (Zeitschr. 
f. Math., 40, 1895), ove sono anche risolti i problemi analoghi per la pa- 
rabola. 
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indirettamente ma efficacissimamente, alla costituzione della Geo- 
metrìa numerativa, in quanto stimolarono molti geometri a 
creare dei metodi di giustificazione per quanto egli aveva as- 
serito. Fra tali scienziati va anzitutto ricordato il Bischoff 
grazie alla nota intitolata Einige Sàtze uber die Tangenten al- 
gebraischer Curven (Journ. f. Math., 56, 1859), ove l'algebra mo- 
derna è sfruttata per dimostrare e completare alcuni dei teo- 
remi summentovati; ivi però il Bischoff, come del resto lo stesso 
Steiner, incorse in alcuni errori che cinque anni più tardi vennero 
rilevati e corretti da Ghaslea (v. pag. seg.); per renderli perfetti, 
come nota il Cremona (Einleitung in eine Theorie der ebenen 
Curven, Greifswald, 1865, n.lll bis), basta tenere il debito conto 
delle soluzioni improprie (1). D'altronde i teoremi di cui Steiner 
diede notizia in Journ. f. Math., 55, si trovano dimo.strati nella 
Note sur le nombre des coniques qui soni déterminées par cinq 
condiiions, lorsque parmi ces canditions il existe des normales données 
(Journ.de Math., Il, 4, 1859) del de Jonquières, geometra al quale 
dobbiamo anche delle Solutions de quelques questions générales 
concernant les courbes algébriques planes (Journ. f. Math., 59, 
1861); citiamo qui tale lavoro essendo ivi insegnate delle propo- 
sizioni che comprendono alcune di Steiner ed alle quali l'autore 
pervenne risolvendo in casi speciali il problema generale se- 
guente: " determinare la classe dell'inviluppo di una retta che 
seca una data curva algebrica in modo che una data funzione 
algebrica razionale intera delle mutue distanze dei punti d'in- 
tersezione abbia un dato valore „ (2). Notiamo di passaggio che 
altri enunciati di Steiner si possono giustificare servendosi di 
una trasformazione piana quadratica, come ebbe a notare il 
Berner nella sua pregevole Diss. De transformatione secundi or- 
dinis ad figuras geometricas adhibita (Berlin, 1864). 

Si può ritenere che l'ultimo geometra appartenente all'ora 
descritto periodo di preparazione sia il de Jonquières, di cui 
va ancora menzionata la memoria dal titolo Théorèmes généraux 
concernant les courbes géométriques planes d'un ordre quelconque 

(1) Cfir. anche Gnndelfingerf Bemerkungen zu dem Aufsatze des Herrn 
Bischoff Uber die Tangenten algebraischer Curven im 56. Bande d, X (Journ. 
f. Math., 78, 1871). 

(2) Algebricamente questo problema si può sciogliere con facilità in molti 
pagi applicando il notissimo " principio di trasporto , [Uebertraungs- 
princip) di Clebsch. 
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(Jonm. de Hath., II, 6, 1861 ; cfr. Battaglinì, SuBa serie di curve 
di indice qualunque, Napoli Atti, 2, 1863), la coi importanza è 
in gran parte dovuta aUa nozione ivi introdotta di * indice di 
un sistema sempUcemente infinito di curve piane .; ma non d è 
permesso di tacere che parecclii dei teoremi ivi esposti per 
raggiungere l'esattezza devono subire delle modificazioni non 
ipsignificanti (cfr. de Jonquières, Ncte sur les systèmes de caurbes 
et de surfaces, Joum. de math., Il, 10, 1865, e Théorèmes fonda- 
mentauz sur les séries de courbes et de surfaces d^ordre quelconque, 
(Kom. di Hat., 4, 1866); la causa di tali imperfezioni sta nel me- 
todo usato dall'egregio geometra, metodo il quale, essendo in so- 
stanza una cieca applicazione del teorema di Bézout, non permette 
di discemere le soluzioni proprie; e nemmeno è lecito lasciar pas- 
sare inosseryato che egli erroneamente credette alla possibilità di 
rappresentare in coordinate cartesiane qualunque serie alge- 
brica di curve d'indice m mediante un'equazione della forma 

Z X**"*" fr (a?, y) = {fr essendo polinomi interi dello stesso 

raaiO 

grado), sicché le sue proposizioni non sono applicabili che a serie 
razionali. 

8. Il primo perìodo di esistenza della Geometrìa numerativa 
si può far cominciare dal giorno in cui Chasles intraprese la 
pubblicazione della lunga serie di memorìé con cui egli chiuse 
glorìosamente la sua luminosa carriera scientifica (1). 

Comincia tale serie con la memoria che tratta della Détermination 
dunombre des sections coniques qui doivent toucher cinq courbes d'or- 
dres quelconques ou satisfaire à diverses autres conditions (C. K., 58, 
1864), e tende a correggere delle proposizioni inesattamente esposte 
da Steiner e Bischoff (v. pag. prec), a sorreggere con inconfutabili 
dimostrazioni dei teoremi che il de Jonquières aveva dianzi sco- 
perti. Seguono ad essa da presso le due intitolate ConstructUm des 
coniques qui satisfont à cinq conditions. Nombre des solutions dans 
chaque quest\on (Ivi) e Systèmes de coniques qui coupent des coniques 
données, sous des angles donnés, ou sous des angles indéterminés, 
mais doni les bisectrices ont des diredions délerminées (Ivi), io scopo 
delle quali è sufficientemente indicato dal titolo'. Del metodo 



(1) Cfr. Tarticolo bibliografico del Painvin, Sur la théorie des carafiUris- 
iiques (Bull. Se. math., 8, 1872). 
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per assodare la verità dei teoremi ivi enunciati, Chasles si oc- 
cupò in una celebre comunicazione fatta all'Accademia delle 
Scienze di Parigi il 27 giugno 1864 e pubblicata in C. B., 58, 
sotto il titolo: Considérations sur la méthode generale exposée 
dans la séance du 15 février. Différences entre cede méthode et la 
méthode analytique. Procèdi^ généraux de démonstration. Ivi sono 
fatti notare i servizi che rendono nella geometria numerativa: 
1^ le ' caratteristiche „ ]li e v di un sistema semplicemente in- 
finito di coniche d'un piano {\x numero delle coniche del sistema 
che passano per un punto arbitrario del piano del sistema, v nu- 
mero delle coniche che toccano una retta qualunque del piano 
stesso), 2^ la considerazione delle coniche singolari o degeneri 
contenute nel sistema considerato, 3^ il * principio di corri- 
spondenza 9 di cui parleremo nel n. 8. Questo metodo, almeno 
nella parte che concerne le caratteristiche, è un perfezionamento, 
che la pratica aveva dimostrato indispensabile, di quello che il de 
Jonquières aveva eretto sulla nozione di ** indice „ (1). Tale per- 
fezionamento — che sembra naturale a chi rifletta non essere la 
considerazione di due caratteristiche correlative in un sistema 
che il riflesso del doppio modo di considerare una curva, come 
luogo di punti e come inviluppo di rette — è così grande che a 
ragione Chasles, viene considerato per il creatore della teoria 
delle caratteristiche. 

Fedeltà storica impone di ricordare qui una polemica vivace 
fra Chasles e de Jonquières, a cui diede luogo la teoria delle 
caratteristiche; non potendo addentrarci nell'esame di essa, ci 
limitiamo a indicare gli scritti che ne contrassegnano le fasi (2): 
Chasles, Observations relatives à la théorie des systèmes de courbes 
(C. R., 63, 1866); de Jonquières, Observations relatives à la théorie 
des séries ou systèmes de courbes (Ivi) ; Chasles, Observations au 
sujet de cette communicatUm e Addition aux observations présentées 
dans la dernière séance (Ivi) ; de Jonquières , Becherches sur les 
séries ou systèmes de courbes et de surfaces algébriques d'ordre 
quelconque, suivies d'une réponse à quelques critiques de M. Chasles 
(Paris, 1866); Chasles, R^onse à une revendication de priorité 



(1) Infatti r " indice , non differisce dalla caratteristica m di Chasles. 

(2) Cfr.: Chasles, Rapport sur les progrès de la geometrie (Paris, 1870), 
p. 830-831. 
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(Paris, 1867); de Jonquières, Documents relatìfs à une rei>endi- 
cation de priarité (litogr. Paris, 4 fév. 1867);' Chasles, Bipmse 
aux documents relatifs à une revendicatian de priarité (Paris, 1867); 
de Jonquières, Lettre à M. Chasles sur une questUm en litìge 
(Paris, 31 mai 1867). 

Dopo di aver esposti i concetti fondamentali del suo metodo, 
Chasles fece conoscere degli Exemples des procédés de démons- 
tration annoncés dans la séance précédente 27 juin 1864 (C. R., 
59, 1864), che moltiplicò nella Suite des propriétés rdatives 
aux systèmes de sectùms coniques (Ivi) e nelle note seguenti: 
Questions dans lesquelles il y a lieu de tenir campte des pcrints 
singuliers des courbes d'ordre supérieur. Formule generale com- 
prenant la solution de toutes les questions rdatives aux sections 
coniques (Ivi), Questions dans lesquelies entrent les conditions 
rnuUiples, telles que des conditions de doublé contact ou de con- 
tact d'ordre supérieur (Ivi), Propriétés de systèmes de coniques, 
relatives, toutes^ à certaines séries de normales en rapport atee 
d'autres lignes ou divers points (Id., 72, 1871), Propriétés des sys- 
tèmes de coniques, dans lesquelles se trouvent des conditions de 
perpendicularité entre divers systèmes de droites (Ivi) e Tkéorèmes 
divers concernant les systèmes de coniques représentés par dettx 
caractéristiques (Ivi). 

4. Gli splendidi risultati ottenuti da Chasles ebbero un'eco in 
tutto il mondo scientifico; lo provano le numerose pubblicazioni 
aventi per iscopo di perfezionare i di lui procedimenti, di verifi- 
care (1) di pervenire per altra via alle verità da lui scoperte, di 
rendere più copiosa la collezione di teoremi di Geometria numera- 
tiva: fra essi basterà che ora citiamo, oltre ai brani di lettere di 
Cremona, Cayley e Hirst inserite in C. R., 64, 1867, alcune note 
del Cremona (Sur le nombre de coniques qui satisfont à des conditions 
doubles, C. R., 59, 1864), del Cayley (Sur les coniques déterminées 
par cinq conditions de contact avec une courbe donnée, Id., 63, 1866), 



(1) P. es. nella Diss. del Tognoli intitolata Teoremi di Chasles eopra U 
proprietà dei sistemi di coniche (m, v) che servono di base aUa determina- 
zione del numero di queste curve che soddisfano a cinque condizioni qualunque 
(Pisa, 1869), si trovano dimostrati i teoremi che Chasles fece inserire in 
C. R., 58 e 59. 
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e di N. Salvatore-Dino {Sur la théorie des systèmes de coniques, 
Id., 65, 1867, e Alcune applicazioni analitiche del metodo delle 
caratteristiche, Napoli Rend., 14, 1875), e poi le importanti me- 
morie dello Zeuthen Nouvelle méthode pour déterminer les caracté- 
ristiques des systèmes de coniques (Nouv. Ann., Il, 5, 1866) (1) e del 
Cayley, On the Curvestvich satisfy Given Conditions (Phil. Trans., 
158, 1868 (2). Chasles di poi accrebbe notevolmente la portata 
dei suoi metodi e così potè estendere a sistemi di curve d'ordine 
qualsivoglia alcune delle ricerche che in origine aveva limitato alle 
coniche (3). Indagini congeneri vennero condotte a termine dal 
de Jonquières (4), e da lui estese anche ai sistemi di super- 
ficie algebriche (5); a tali investigazioni devono la loro esistenza 
anche i seguenti lavori del medesimo geometra: Mémoire sur les 
cantacts muUiples d'ordre qudconque des courbes de degré r, qui 
satisfont à des conditions données, avec une courbe fixe de degré m 
(Journ. f. Math., 66, 1866), Sur les réseaux de courbes et de 
surfaces algébriques (Math. Ann., 1, 1869), e Note sur quelques 
ihéorèmes fondamentaux dans la théorie des courbes et des surfaces 
algébriques (Ann. di Mat., Il, 8, 1877); analoghe a queste sono 
le questioni risolute nella nota Détermination de courbes et de 



(1) Originariamente questo lavoro comparve in danese col titolo Nyt 
Bidrag tU Laeren om Syatemer af Keglesnitj der er underkatede 4 Betin- 
gélser (EGjbenhavn, 1865); un sunto se ne legge in 0. R., 62, 1866. 

(2) Ivi è mostrata Fapplicazione delle equazioni funzionali alla risoluzione 
di problemi di Geometria numerativa. 

(3) y. le note, veramente fondamentali, intitolate : Belations entre les deux 
earactérigtiquea d'un systhne de courbes d'ordre queleonque (0. R., 62, 1866); 
Remarques sur les questions de contact de courbes d'ordre queleonque avec 
une courbe donnée dont les points se déterminent individuellement (Id., 63, 1866); 
Sur les systèmes de courbes d'ordre queleonque (Id., 64, 1867). 

(4) Formules exprimant le nombre de courbes d'un méme système d'ordre 
queleonque, qui coupent des courbes données d'ordre également queleonque, sous 
des angles donnés, ou sous des angles indéterminés mais dont le bissectrices 
ont des directions données (C. R., 58, 1864) ; Détermination du nombre des courbes 
d'ordre r qui ont un contact d'ordre n <C mr avec une courbe donnée d'ordre m, 
e Détermination du nombre des courbes du degré r qui ont deur contacts, l'un 
d'ordre n, l'autre d'ordre n (Id., 63, 1866). 

(5) Propriétés diverses des systèmes de surfaces d'ordre queleonque (C. R., 
58, 1864), e Sur la détermination des valeurs des caractéristiques dans les 
séries ou systèmes élémentaires de courbes et de surfaces (Id., 63, 1866). Cfr. 
anche le Recherches che fanno parte degli scritti polemici contro Chasles 
che furono citate a pag. 263, nonché VÉtude dello stesso autore sur les sin' 
gularités des surfaces algébriques (Nouv. Ann., II, 3, 1864) ; inoltre : Cayley, 
Notes sur quelques formules de M, E, de Jonquières, relatives aux courbes qui 
satisfont à des conditions données (C. R., 63, 1866), e A. Legoux, Mémoire sur 
les systèmes de surfaces (Mém. de TAcad. de Toulouse, YIII, 9, 1887). 
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surfaces satisfaisant à des condHians de contact doublé (G. R., 89, 
1879) dello Zeuthen, geometra che alcuni anni prima, in una 
memoria già citata (pag. 196) (1), aveva esteso il metodo delle ca- 
ratteristiche dalle coniche alle curve piane d'ordine qualunque. 
Osserviamo qui come i lavori del de Jonquières abbiano ecci- 
tato parecchi scienziati ad occuparsi delle questioni di Geometria 
numerativa in cui entrano condizioni di contatto fra curve, fra 
superficie, fra curve e superficie, il che forni ad alcuni di essi 
una propizia occasione per mostrare delle applicazioni dell'a- 
nalisi più raffinata. Vanno in particolare ricordati i seguenti 
scritti: A. Brill, Ueber diejenigen Curven eines Buschels wdche eine 
gegebene Curve zweipunktig beruhren (Math. Ann., 3, 1871), Ueber 
zwei Beruhrungsprobleme (Id., 4, 1871) e Ueber Sy steme voti Curt^en 
und Flàchen (Id., 8, 1875); Tognólij Nota sul numero delle super- 
ficie di una rete, che hanno un contatto tripunto colla curva d'in- 
tersezione di due superficie algebriche (Giorn. di Mat., 9, 1871); 
Spottiswoode (1825-1883), On the Contact ofSurfacs (Phil. Trans. 
162, 1872), Sur Us surfaces osculatrices (C. R., 79, 1874), On the 
Contact of Quadrics with other Surfaces (Proc. L. M. S., 5, 1874), 
Sur le contact d'une courbe avec un faisceau de courbes doublement 
infini (C. R., 88, 1876), On Multiple Contact of Surfaces (Qusji. 
Joum., 4, 1876), On Curves having Four — point Contact with 
a Triply Infinite Pendi of Curves (Proc. L. M. S., 8, 1877), On 
Hyperjacobian Surfaces and Curves {PhìL Trans., 167,1877), eOn 
the Contact of Conio with Surfaces (Id., 169, 1879); Clifford, On 
Mr. Spottiswoode' s Contact Problems (Id., 164, 1874); Krey, Ueber 
dreipunktig berilhrende Curven einer dreifach unendlichen Schaar 
(Math. Ann., 10, 1876); Fouret, Démonstration par le principe 
de corréspondance d'un théorème sur le contact des surfaces d'un 
implexe avec une surface algébrique (C.R., 84, 1877); Lindemann, 
Sur les courbes d'un système linéaire trois fois infini qui touchent 
une courbe algébrique donnée par un contact du troisième ordre 
(Bull. S. M. F., 10, 1882) ; G. Humbert, Sur un problème de contact 
de M. de Jonquières (Palermo Rend., 4, 1890); Bagnerà, Sul luogo 
dei contatti tripunti delle curve di un fascio con le curve di una rete 



(1) Se ne trova un sunto in. Bull. Se. math., 7, 1874. Cfr. anche Krey. 
Ueber Sy steme von Plancurven (Acta, 1, 1885). Assai più ristretto è il campo 
di azione della Note sur le nambre des coniques qui touchent en cinqpotnis 
une courbe du einquième degré (Nouv. Ann., Il, 5 1866) del Beyer. 



i 
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(Id.lO, 1896) ; de Franchis, Sulla curva luogo dei contatti d'ordine k 
delle curve d'un fascio colle curve d'un sistema lineare co* (Ivi). 

5. Nel frattempo Chasles aveva enunciati molti teoremi 
intorno ai sistemi semplicemente infiniti di coniche nello spazio 
{Systèmes de coniques qui sastisfont à sept conditions dans V espace, 
(C. B., 61, 1865) ed ai sistemi analoghi di quàdriche (Théorie 
generale des systèmes de surfaces du second ordre satisfaisant à 
huU conditions; caradéristiques des systèmes élémentaires e Ex- 
pression generale du nombre des surfaces déterminées par neuf 
conditions quelconques, Id., 62, 1866). Di tali proposizioni quelle 
relative alle coniche (o le loro correlative) furono dimostrate 
analiticamente e completati dall'Hierholzer (TJeber Kegelschniite 
im Raume, Math. Ann., 2, 1870), dal Liiroth {TJeber die Anzahl der 
Kegelschniite, welche acht Gerade im Eaume schneiden, Joum. f. 
Math., 68, 1868, e Eine Aufgabe iiber Hegelschnitte im Baume 
Math. Ann., 3, 1871), e dal Cayley {On the Surfaces each the 
Locus of the Vertex of a (Jone which passes through m Given 
Points and toiAches 6 — m Given Lines, Proc. L. M. S., 4, 1873). 
Agli scritti del citato geometra francese sulle quàdrìche si le- 
gano i lavori seguenti: Salmon, On Some Points in the Tkeory 
of Elimination (Quart. Journ., 7, 1866, ove è applicata la con- 
siderazione di spazi a più dimensioni) ; Zeuthen, Sur la détermi- 
nation des caradéristiques des surfaces du second ordre (Nouv. 
Ann., Il, 7, 1868); DarbouX; Sur les caradéristiques des systèmes 
de coniques et de surfaces du second ordre (C. R., 67, 1868); 
Schubert, Zur Theorie der Charakteristiken (Journ. f. Math., 71, 
1870); e Auszug aus einem Schreiben an den Herausgeber (Id., 73, 
1871 (1) ; Halphen, Sur les caradéristiques des systèmes de coniques 
et de surfaces du second ordre (C. R., 76, 1876), e Mémoire sur la 
détermination des coniques et des surfaces du second ordre (Bull. 
S. M. P., 1 e 2, 1873-74). — Della teoria delle caratteristiche 
pei sistenfi di superficie di 2^ ordine venne fatta un'applica- 
zione importante al sistema delle oo^ quàdriche polari dei punti 
dello spazio rispetto ad una superficie algebrica qualunque; 
essa fu indicata dallo Schubert nella nota dal titolo Geome- 



(1) Di una terza memoria verrà fatto cenno a pag. 279, nota. 
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trische Bestimmung der zu einer Fldche beliebiger Ordnung gehorigen 
Hesae^schen Kernflàchen (Zeitschr. f. Math., 15, 1870) e comple- 
tamente svolta dallo Zeutben nella bella Note sur Ics quadriquespo- 
laires (Ann. di Mat., Il, i, 1870-71); è chiaro che quest'appli- 
cazione è suscettibile di ulteriori svolgimenti a cui forse varrebbe 
la pena di dar seguito. 

Termineremo questo n. dicendo che la ricerca delle caratte- 
ristiche dei sistemi elementari di cubiche piane fu compiuta dallo 
Zeutben {Détermination des caraciéristiques dee sgstèmes éUmen- 
taires de cubiques, G. B., 74, 1872) e quasi contemporaneamente dal 
Maillard {Recherche des caractèristiques des systèmes élémeniaires 
de courbes planes du troisième ordre, Paris, 1871) (1); la ricerca 
analoga per le quartiche piane è pure dovuta allo Zeuthen 
{BésuUats d'une recherche des caractèristiques des systèmes élémm- 
taires de quartiques, C. R., 75, 1872), per le cubiche piane ra- 
zionali allo Schubert (Die fundamentalen Anzahlen und Ausar- 
tungen der cubischen Hancurven nulUen Geschlechtes, Math. Ann., 
13, 1878), e per le cubiche gobbe allo Schubert stesso (v., oltre 
uno scritto che indicammo a pie della pag. 136, il § 25 dell'o- 
pera Kalkiil der abz. Geometrie, il quale riassume una memoria 
premiata nel 1875 dall'Accademia di Eopenhagen) e a R. Sturm 
(Erzeugnisse, Elementarsysteme und Charakteristiken von kubischen 
Raumcurven, Journ. f. Math., 79, 1875; Weitere Untersuchungen 
iiber kubische Raumkurven^ Id., 80, 1875). 

6. Di grande importanza per la teoria dei sistemi semplice- 
mente infiniti di curve piane (in particolare per la determinazione 
delle loro caratteristiche) è il legame ehe si può stabilire fra essa e 
la teorìa delle equazioni differenziali di primo ordine fra due 
variabili (2), rappresentando gli integrali di una di tali equazioni 
mediante un sistema di curve piane. Se jui e v sono le ca- 
ratteristiche di un tale sistema, la data equazione differenziale 
fa corrispondere ad ogni punto [x rette (direzioni) uscenti da 
esso, ad ogni retta v punti di essa. A tale corrispondenza fii 
condotto Clebsch dalle sue ricerche sopra i connessi (v. il n. 7 
del Gap. prec); ma indipendentemente da lui, venne studiata dal 



(1) Cfr. Cayley, Sur les courbes aplaties (C. R., 74, 1872), e Sur une cer- 
taine surface quartique aplatie (Ivi). 

(2) Si noti che così si toglie la limitazione che le curve siano algebriche. 
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Fouret in parecchie memorie (1) e quihdi da lui estesa allo 
spazio (2). Fra le applicazioni da questo fatte delle corrispon- 
denze teste indicate noteremo l'estensione a sistemi di curve tra- 
scendenti di un teorema di Chasles che indica quante curve di 
un sistema semplicemente infinito tocchino una data curva al- 
gebrica (3), la determinazione dell'ordine del luogo dei punti di 
contatto delle superficie (algebriche o trascendenti) di tm sistema 
semplicemente infinito colle superficie di un sistema analogo 
doppiamente infinito^ e quella dell'ordine del ' luogo dei punti di 
contatto delle superficie (non necessariamente algebriche) di un 
sistema doppiamente infinito con una superficie algebrica. Mal- 
grado questi buoni risultati ottenuti, il Fouret non sembra avere 
trovati seguaci, le indagini che egli intraprese non furono (a 
quanto ci consta) proseguite da altri, né i metodi che gli sono 
propri vennero, per quanto ci consta, ulteriormente sfruttati; 
perciò noi passeremo ad un altro ordine di idee. 

7. Un notevole progresso venne fatto dalla Geometria nume- 



(1) Sur les systèmes de courhea planes, cUgébriquea ou transeendantes , dé- 
finis par deux caractéristiques (C. R., 78, 1874); Nombre dee points de contact 
des courbes algéhriques ou transcendantes avec une caurbe àlgébrique (Id., 82, 
1876); Sur quelques propriétés des syatèmes de courbes ()li = 1, v = 1) (Ivi); 
Integration géométrique de Véquation L(xdy — ydx) — Mdy + Ndx = 
dans laquelle L, M, N désignent des fonctions Unéaires de x et j (Ivi); Du 
nombre des branehes de courbes d*un Sjfsthne n, v qui coupent une courbe al- 
gébrique donnée sous un angle de grandeur donnée ou dont ìes bissectrices aient 
une direction donnée (Id., 88, 1876); Sur les points fondameniaux du faiseeau 
des courbes planes défini par une équation différentielle du premier ordre algé- 
hrique (Id., 86, 1878); Mémoire sur les systèmes généraux de courbes planes 
(dgébriques ou transcendantes, définispar deux caractéristiques (Bull. S. M. F., 
2, 1874); Sur les courbes planes transcendantes susceptibUes de faire partie d'un 
système (|i, v) (Ivi). 

(2) Sur certains groupes de surfaceSj algébriques ou transcendantes, définis 
par deux caractéristiques (0. R., 79, 1874), Propriétés des implexes de surfaces, 
définis par deux car<ietéristiques (Ivi); Sur la notion des systèmes généraux de 
surfaees algébriques ou transcendantes ^ déduite de la notion des implexes (Id., 
80, 1875); Sur quelques conséquences d*un théorème general, relatìf à un im- 
plexe et à un système de surfaees (Ivi) ; Du contact des surfaees d^un implexe 
atee une surface algébrique (Id., 82, 1876) ; Integration géométrique de V équa- 
tion aux dérivées partielles L(px-|-qy) — Mp — Nq4"R = 0, dans laquelle 
li, M, N ^ R désignent des fonctions Unéaires de x, y, z (Id., 88, 1876); 
Sur les points fondamentatix du réseau de surfaees défini par une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre algébrique, linéaire par rapport à 
ses dérivées (Id., 86, 1878). 

(3) Nombre des points de contact des courbes algébriques ou transcendantes 
avec une courbe algébrique (Id., 82, 1876). 
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rativa coU'introduzione di nuovi enti geometrici, oltre alle curve 
ed alle supe]*ficie, ai quali si possono applicare, mutcUis mu- 
tandis, i metodi di Ghasles ; si può dire che questi* stesso lo 
abbia compiuto colle numerose comunicazioni sulle serie di trian- 
goli da lui fatte all'Accademia delle Scienze di Parigi. L'indole 
delle questioni da lui trattate risulta dai titoli che qui rife- 
riamo delle sue note sopra tale argomento: Questiona reUUivts 
à des séries de triangles semblables assujettis à trais conditions com- 
munes (C. R., 78, 1874), Détermination du nombre de triangles 
semblables qui sastisfont *à q'uatre conditions (Ivi), Sur les séries de 
triangles semblables (Id., 79,. 1874), Nouveaux théorèmes sur les 
séries de triangles semblables (Ivi), Théorèmes relatifs à des séries 
de triangles de méme périmètre satisfaisant à quatre conditions (Id., 
84, 1877), Théorèmes relatifs à des séries de triangles isopérimètres, 
qui ont un coté de grandeur constante, et satisfont à trois autres con- 
ditions diverses (Ivi), Triangles isopérimètres ayant un góte de fon- 
gueur Constant et satisfaisant à trois autres conditions (Ivi), Triangles 
isopérimètres ayant un coté de grandeur Constant et uA sommet en 
un point fixe (Ivi). -^ Tema congenere hanno gli importanti 
lavori del Cayley, On the Problem of the In — and Circumscribed 
Triangle (Phil. Trans., 161, 1871) (1), dello Schubert Anzakl- 
geometrische Behandlung des Dreiecks (Math. Ann., 17, 1880) e, 
in una certa misura, la Diss. di J. W. Kirchner Ueber die per- 
spectivische Lage ebener Dreiecke (Halle, 1888) ; mentre un primo 
tentativo di estèndere allo spazio le investigazioni di Ghasles 
è rappresentato dall'articolo dell'Hossfeld Ueber die einer alge- 
braischen Fioche eingeschriebenen regulàren Tetraeder mit Berùck- 
sichtigung der Fldchen zweiter Ordnung (Zeitschr. f. Math., 29, 
1884). 

Dello stesso ordine sono gli studi che guidarono l'Hirst ad 
estendere la teoria delle caratteristiche alle correlazioni piane 
e solide {On the Correlations of tvdo Planes, Ann. di Mat., Il, 6, 
1875, e 8, 1878; Proc. L. M. S., 5, 1874; Correlation in Space, 
Id., 6, 1875; Noteon the Correlation oftwo Plànes, Id., 8, 1877): 
studi i quali vennero proseguiti con ottimi risultati dallo Sturm 
(Ueber correlative und reciproke Bilndél, Math. Ann., 12, 1877, 



(1) Questa memoria si riferisce a un triangolo di cui i fati percorrono 
tre date curve e i lati ne inviluppano tre altre. 



— 271 — 

e Ueber die reciproke und mU ihr zusammenhàngende Ver- 
tvandtscfiaften, Id., 19, 1882) e dal Visalli {Sulle correlazioni in 
due spazii a tre dimensioni, Lincei Mem., IV, 3, 1886, Sulle 
correlazioni (in due spazii a tre dimensioni) che soddisfano a do- 
dici condizioni, Lincei Rend., IV, 3, 1887i, e SuUe collinearità 
e correlazioni ordinarie ed eccezionali in due spazii a quattro di- 
mensioni (Rend. Ist. Lomb.. Il, 29, 1896); essi sono analoghi a 
quelli sulla corrispondenza (1, 2) fra due forme fondamentali di 
prima specie che lo Schubert espose nella memoria Ueber die 
ein-zweideutige Beziehung zwischen den Elementen Hnslufiger 
GrundgebUde (Journ. f. Math., 88, 1880). 

8. Al ramo di Geometria di cui ci occupiamo appartengono 
anche gli innumerevoli teoremi a cui Chasles fu condotto appli- 
cando il " principio di corrispondenza „ che reca il suo nome (1). 
Che lo porti con piena giustizia è estremamente discutibile (2) ; 
se esso generalmente viene attribuito a Chasles gli è perchè questi; 
dopo averlo fatto conoscere in due casi speciali relativi a forme 
elementari di prima specie {Principe de correspondance entre deux 
objets variables qui peut étre d'un grand usage en geometrie, C. R., 
41, 1855), non solo lo enunciò in tutta la generalità che comporta 
nella celebre comunicazione (già citata a pag. 263) da lui fatta al- 
l' Accademia delle Scienze di Parigi il 27 giugno 1864, ma ne mise 
in chiaro le doti speciali, in un articolo intitolato appunto Con- 
sidérations sur le caractère propre dn principe de correspondance 
(C. R., 78, 1874); di più eglf, assieme a Cayley, ne avvertì 
l'applicabilità a tutta le forme di 'prima specie razionali (3). 
Dilucidazioni ed estensioni del principio di corrispondenza fu- 
rono somministrate dal Geiser {Sopra un teorema fondamentale 
della geometria, Ann. di Mat., Il, 4, 1870-71) e dallo Zeuthen 
{Note sur le principe de correspondance, Bull. Se. math., 5, 1873), 
mentre il Saltel suggerì un metodo per distinguere le coinci- 
denze che avvengono a distanza finita dalle altre (Swr une extension 

(1) E tanto noto che ò superfluo il riferirne qui rinunciato. 

(2) V. Segre, Intorno alla storia del principio di corrispondenza e dei si- 
stemi di curve (Bibl. math., 1892). 

(3) Chasles, Sur les courbes planes ou à doublé courbure dont les points se 
peuvent déterminer individuéllement. Application du principe de correspon- 
dance dans la théoHe de ces courbes (C. R., 62, 1866), e Sur les courbes 
à points multiplesj dont tous les points se peuvent déterminer individuéllement 
(Ivi); Cayley, Note sur la correspondance de deux points d'une courbe (Ivi). 
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analytique du principe de correspondance de M. Chasles, C. R., 
80, 1875 ; v. anche la nota dello stesso Sur les courbes gauches 
de genre zèro, Ivi) e ne fece molteplici ed interessanti applica- 
zioni (1). 

La generalizzazione del principio di corrispondenza di Chasles a 
forme di prima specie non razionali fu ottenuta induttivamente 
da Cayley {Noie sur la correspondance de deuxpoints sur une courbe, 
G. R., 62, 1866; Onthe Correspondance of two Points in a Curve, 
Proc. L. M. S., 1, 1865-66; Second Memoir on Curves which sa- 
tisfy Griven Conditions, Phil. Trans., 158, 1868), il quale però non 
riuscì a somministrare al suo teorema una dimostrazione rigo- 
rosa. Ciò venne fatto da A. Brill (2). Altre dimostrazioni della for- 
mola di Gayley-Brill si leggono nella memoria del Eùpper Ueber 
das verallgemeinerte Correspondenzprinzip (Wiener Ber., 93, 1886), 
ed in quella dello Zeuthen Nouvelle démonstration du principe de 
correspondance de Cayley et de Brill, et méthode à la détermina- 
tion des cotncidences de correspondances algébriques sur une courbe 
d'un genre quelconque (Math. Ann., 40, 1892). Un importante am- 
pliamento di cui quella formola è suscettibile venne scoperto non 
ha guari dall' Hurwitz ed esposto nel bellissimo lavoro Ueber 
algebraische Correspondenzen und das verallgemeinerte Correspon- 
denzprinzip (Leipziger Ber., 1886, e Math. Ann., 28, 1887). 

Per le forme di seconda e terza specie sussistono dei teoremi 
analoghi al principio di corrispondenza di Chasles ; essi vennero 
enunciati dal Salmon {Analytic Geometry of Three DimensUrns, 
n ed., Dublin, 1865) e dallo Zeuthen {Sur le principe de correspon- 

(1) Application du principe de correspondance anaìytique à la démonstra- 
tion du théorème de Bézowt (C. R., 81, 1875); Application d'un théorème com- 
plémentaire du principe de correspondance, à la détermination sans calculj 
de Vordre de multijiicité d'un point grui est un point ntmUipU d*un Ueu 
géométrique donni (Ivi); Détermination par le principe de correspondance 
anàlytiquef de Vordre d'un lieu géométrique défini par des conditions algé- 
briques (Id., 82, 1876); Bectification à la communication précédente (Id., 83, 
1876); Détermination par le principe de correspondance analyiiquef de Vordre 
de la courbe ou surfaee enveloppe d'une courbe ou sur face donnée (Ivi); Dé- 
termination, par la méthode de correspondance analytique, de Vordre de la 
surfaee enveloppe d'une surfaee dont Véquation renferme n paramètres liés 
entre eux par n — 2 relations (Ivi). 

(2) Si vedano le note Ueber Èntsprechen der Punksysteme auf einer Curve 
(Math. Ann., 6, 1878) e Ueber die Correspondenzformel (Id., 7, 1874); inoltre 
Erej, Note uber ein Eliminationsproblem (Math. Ann., 12, 1877) e le due 
memorie recenti del Brill stesso Ueber algebraische Correspondenzen (Math. 
Ann., 31, 1888, e 36, 1890), a cui funge da commento la Diss. di F. Junker 
Ueber algebraische Correspondenzen (Tùbingen, 1889). 
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dance du pian et de V espace, G. B., 78, 1874); teoremi analoghi si 
leggono nel succoso articolo del Clifford On Some Extensione of 
the Fundamental ProposUion in M. Chaslee' Theory of Characte- 
ristics (Mathematics from the Educational Times, 49 e 50, 1866). 
L'estensione del principio stesso a spazi lineari qualunque fu 
fatta da E. Caporali {Memorie di geometria, Napoli, 1888, pp. 329- 
332), il quale però non pubblicò i risultati a cui era pervenuto, 
e, indipendentemente da lui, dal Pieri, di cui abbiamo una nota 
Sul principio di corrispondenza in uno spazio lineare qualunque 
a n dimensioni (Lincei Rend., lY, 3, 1887i) ed un'altra Sulla 
corrispondenza algebrica fra due spazii rigati (Torino Atti, 25, 
1890). 

9. Innumerevoli sono le applicazioni che può ricevere il prin- 
cipio di corrispondenza, anche limitato a forme razionali di prima 
specie. Ad alcune fra esse è dedicato un gruppo di comunicazioni 
fatte da Chasles all'Accademia di Parigi, di cui il gran numero e la 
varietà di argomenti dimostrano che la grave età non aveva spento 
nel grande scienziato francese la fantasia di geometra di cui aveva 
date tante splendide prove nel corso della sua vita. Noteremo 
fra esse anzitutto la Détermination, par le principe de correspon- 
dance, de la classe de la développée et de la caustique par réflexion 
d^une courbe géométriqué d'ordre m et classe n (C. R., 72, 1871), 
poi le molteplici e variopinte Propriétés des courbes d'ordre et 
de classe quslconque démontrées par le principe de correspondance 
(Ivi); a queste si possono unire le proposizioni di cui abbiamo 
fatto menzione a p. 39, i Théorèmes concernant les axes harmoniques 
des courbes géométriques, dans lesquels on considère deux séries de 
points qui se correspondent anhamioniquement sur une courbe uni- 
cursale (Ivi), e i Théorèmes relatifs aux axes harmoniques des courbes 
géométriques (Id., 73, 1871, e 74, 1872). Ai Théorèmes relatifs aux 
obliques menées par les points d'une courbe, sous des angles de 
méme grandeur (Id., 74, 1872) si può riavvicinare la Generali- 
sation de la théorie des normales des courbes géométriques où Von 
substUue à chaque normale un faisceau de droites (Id., 80, 1875); 
stanno isolate le proposizioni Sur les pólygones inscrits ou cir- 
conscrits aux courbes (C. R., 78, 1874), mentre i Théorèmes généraux 
sur le déplacement d'une figure sur un pian (Id., 80, 1875) devono 
avvicinarsi ai Théorèmes relatifs au déplacement d'une figure piane 

LomiA, Il pauaio §i il prumU éUU* principali Uorii gwmiirickt. 18 
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doni deux points glissent sur deux courbes d^ordre et de classe 
qudconques (Id., 82, 1876). Interesse teorico assai grande, 
molto maggiore dei risultati che ebbero le ricerche ora citate, 
possiede la Détertnination immediate, par le principe de corres- 
pondance, du nombre des points dHntersection de deux courbes 
qudconques d'ordre qudconque, qui se trouvent à distance fime 
(Id., 75, 1872, e 76, 1873); tanto più che il ragionamento di 
Chasles è suscettibile di ampia generalizzazione ed abilita in 
molti casi a trovare il numero esatto delle soluzioni finite di n 
equazioni algebriche con altrettante incognite ed a risolvere 
questioni dello stesso genere^ come dimostrarono il Fouret (1) 
ed il Saltel(2). Altre applicazioni del principio di corrispon- 
denza si leggono nelle seguenti note di Chasles: Application 
de la nUthode de correspondance à des questions de grandeur 
desegments sur les tangentes des courbes (C. B., 81, 1875), Theo- 
rèmes dans lesquels entre une condUion d'égalité de deux segments 
rectilignes (Ivi), Nouveaux théorèmes rdatìfs à des condUions Sé- 
galUé de grandeur des segments rectilignes sur les tangentes des 
courbes géométriques, d'ordre et de classe quelconques (Ivi), Déter- 
mination de la classe des courbes enveloppes qui se présentent dans 
la question d'égalité de grandeur de deux segments faits sur des 
tangentes de courbes géométriques (Ivi), Théorèmes dans lesquels 
se trouve une condUion d'égalUé de deux segments pris sur des 
normales et des tangentes des courbes d'ordre et de classe qudconque 
(Ivi), Théorèmes dans lesquels se trouvent des couples de segments 
ayant un rapport Constant (Ivi), Théorèmes relatifs à des courbes 
d'ordre et de classe quelconques, dans lesquels on considère des 
couples de segments ayant un produit Constant (Id., 82, 1876), 
Lieux géométriques et courbes enveloppes satisfaisant à des con- 
dUions de produU Constant de deux segments variables (Ivi), 
Théorèmes relatifs à des couples de segments rectUignes ayant un 



(1) Détermination à Vaide du principe de correspondance du nombre d£$ 
Solutions d*un système de n équations algébriques à n inconnues (G. R., 78, 
1874); Détermination^ par le principe de correspondance ^ du nornhre des points 
d'intersedion de troie surfaces algébriques d*ordre qudconque (Ball. S. M.F., 
1, 1873); Sur V application du principe de correspondance à la détermination 
du nombre des points d'intersection de troie surfaces ou d'une courbe gauche ^ 
d*une surface (Ivi); Démonstration du nombre exact des solutions d'un sys- 
teìne de n équations algébriques à n inconnues (Id., 2, 1874). 

(2) Application du principe de correspondance analyiique à la dimontiratUm 
du théorème de Bézout (C. R., 81, 1875). 
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rapport Constant (Id.^ 83, 1876), Théorèmes relatifs à des caurbes 
d'ordre et de classe qudconques dans lesquels on eonsidère des 
couples de segments rectilignes faisant une hngueur constante (Ivi), 
Théorèmes relatifs à des couples de segments faisant une lon- 
gueur constante, prisV un sur une tangente d'une courbe, et Vautre 
sur une normale d'une autre courbe, les deùx courbes étant d'ordre 
et de classe quelconques (Ivi), Théorèmes concernant des couples de 
segments pris Vun sur une tangente d'une courbe et Vautre sur 
une oblique d'une autre courbe, et faisant ensemble une hngueur con- 
stante, les courbes étant d'ordre et de classe quelconques (Ivi), Théo- 
rèmes relatifs à des systèmes de trois segments ayant un produit 
Constant (Ivi), e Théorèmes relatifs à des systèmes de trois segments 
formant une longueur constante. 

Queste ricerche guidarono Ghasles a concepire e formulare 
alcune leggi generali di geometria piana, delle quali vai la pena 
di riferire gli enunciati: I. Quando fra i dati di una questione 
avente per iscopo la determinazione dell'ordine di un luogo (o 
della classe di un inviluppo), si trova che un punto deve scor- 
rere sopra una curva d'ordine n, l'ordine (o la classe) che si 
cerca sarà della forma nf f essendo una funzione degli altri 
dati della questione. E correlativamente (Deux his générales des 
courbes géométriques, C. R. 84, 1877). II. Quando nella definizione 
di un luogo (o di un inviluppo), intervengono i punti e le rela- 
tive tangenti dei punti di una curva d'ordine n e classe v, l'or- 
dine del luogo (o la classe dell' inviluppo) sarà della forma 
njf'l-vq), fecp essendo funzioni degli altri dati della questione 
{Une loi generale des courbes géométriques, concernant l'intervention 
de chaque point d'une courbe et de la tangente de ce point, dans 
les questions des lieux géométriques et des courbes enveloppes, Id., 
85, 1877). in. Quando nella definizione di un luogo (o di un in- 
viluppo) intervengono un punto di una curva d'ordine n e classe v 
e la tangente in un altro punto, l'ordine del luogo (o la classe 
dell'inviluppo) conterrà a fattore il prodotto wv; che se per 
converso intervengono un punto della curva e le tangenti 
condotte da esso alla curva stessa l'ordine (o la classe) sarà 
della forma n^-f-vcp-j-nvi^, f cp, F essendo funzioni degli 
altri dati della questione {Deux lois des courbes géométriques 
d'ordre et de classe m et u. Ivi). La dimostrazione e la ge- 
neralizzazione allo spazio di queste leggi si apprendono dai 



I 
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seguenti lavori del Fouret: Démonstratian de deux lais géomé- 
triques enancées par M. ChasUa (C. R., 85, 1877), Sur Vextemion 
à Vespace de deux loie relatives aux courbes planes dannées par 
M. ChaaUs (Ivi) (1). 

Dopo Chasles le applicazioni del principio di corrispondenza 
si moltiplicarono, tanto che si può dire non esoervi scritto moderno 
di geometria in cui non se ne trovino una o più, perchè in molti casi 
esso rappresenta il modo più conveniente per esprimere geome- 
tricamente che gli enti considerati sono algebrici ; onde sarebbe 
vano il tentativo di enumerarle qui tutte. Facciamo eccezione sol- 
tanto pei lavori seguenti, come quelli che provano quanto presto le 
idee di Chasles siansi diffuse e siano state apprezzate e svolte: 
Fouret, Sur la détermination, par le prìncipe de correspondance, du 
nombre dee points de contact ou d'intersection eous un angle donne 
des courbes d'un système atee une courbe algébrique (Bull. S. M. F., 
5 , 1877), e Détermination par le prìncipe de correspondance du 
nombre des points d'un pian en lesquels se toueherd troie courbes 
appartenant respectivement à trois systèmes donnés (Ivi); Saltel 
(oltre agli scritti citati a pag. 272) Considératìons générales sur 
la détermination, sans calcul, de Vordre d'un lieu géomitrìque 
(Bélgique Mém., 24, 1875), e Sur le principe de correspondance et 
le moyen qu'il offre de lever quelques diffictiUés dans les solutions 
analytiques (C. R., 82, 1876). 

10. n metodo delle caratteristiche ideato da Chasles si può 
dire abbia due fondamenti essenziali. Cioè il principio di cor- 
rispondenza, sul quale c'intrattenemmo nei due nn. prec., e la 
proposizione che dice '^ il numero delle coniche di un sistema 
avente per caratteristiche ]li, v che soddisfanno ad una nuova 
condizione semplice è della forma a ]li -f" P ^ »! ^® proposizione, 
che sussiste in tutti i casi considerati da Chasles, fu da lui ri- 
tenuta per vera incondizionatamente, e vera pure fu supposta 



(1) Cfr. anche le due note del medesimo geometra, che si leggono nello 
stesso volume dei 0. B.: Sur Vordre {ou la classe) d'une eourbe piane algébrique 
dont chaque point {ou chaque tangente) dépend d'un point correspondant ^une 
autre courbe piane et de la tangente en se point, e Sur les lois qui régissent 
Vordre {ou la classe) des courbes planes aìgébriques dont chaque point (ou 
chaque tangente) dépend à la fois d'un point et d'une tangente variahUs sur 
une courbe donnée. 
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una somigliante proposizione che il Cremona enunciò sui sistemi 
doppiamente infiniti (nell'articolo citato a pag. 264). Anzi non 
soltanto quel teorema di Ghasles si considerò per vero, ma degli 
egregi geometri credettero di essere, giunti in possesso di dimo- 
strazioni inconfutabili di esso; basti citare, per convincere il let- 
tore della verità di quanto asseriamo, i lavori seguenti: Clebsch, 
Ztir Tkeorie der CarakterisUken (Math. Ann., 6, 1873), Halphen 
(mem. cit. a pag. 267), Tognoli, Sui sistemi di curve piane (Giorn. 
di Mat., 13, 1875), Lindemann (in Vari. Ub. Oeom. von A. Clebsch, 
Leipzig, 1875), Hurwitz e Schubert, Ueber den Chasles'schen 
Satz an + pv (Gótting. Nachr., 1876). 

Tuttavia esso (e altrettanto si dica per quello di Cremona) non 
è vero incondizionatamente. Lo rilevarono quasi contemporanea- 
mente il Saltel, nella nota Sur la formule indiquant le nombre dee 
coniquea d'un système (^, v) satisfaisant à une cinquième condition 
(Belgique Bull., n, 42, 1876) (1), e l'Halphen, nell'articolo Sur les 
caractéristiquee dee eystómes de eoniques e Sur les caradéristiques 
dea systèmes de coniques et de surfaces du second ordre (C. R., 83, 
1876). Ma le modificazioni di cui abbisogna in generale l'enunciato 
di Chasles (le quali provengono da una forma degenere che può 
assumere una conica, a snidare la quale non era forse sufficiente 
l'ingegno esclusivamente geometrico di questo grande matema- 
tico), nonché la determinazione dei casi in cui esso è vero, sono 
il tema di parecchi importantissimi scritti di Halphen che qui 
citiamo coll'onore che meritano : Sur la théarie des caradétHstiques 
pòur les coniques (Proc. L. M. S., 9, 1878), Sur le nombre des 
coniques qui, dans un pinn, satisfont à cinq condiiions prcjectives 
et indépendantes entre elles (Id., 10, 1879), Sur la théorie des ca^ 
ractéristiques pour les coniques (Math. Ann., 15, 1879) e Sur les 
caractéfistiques des systèmes de coniques et de surfaces du second 
ordre (Joum. Éc. poi., 45, 1878 (2). 

I risultati ottenuti dall'Halphen furono in seguito esposti di- 
versamente dal del Pezzo (Sui sistemi di coniche, Napoli Rend., 
23, 1884) e dal Burali-Forti {Sui sistemi di coniche quàdriche. 



(1) Gir. : Chasles, Lettre relative à une comunication de M, L, SaUel sur la 
théorie des deux caractéristiques (Belgique Ball., II, 44, 1877), e le segaenti 
Observations di Folie, Catalan e Chasles. 

(2) Cfr. Hisst, On Halphen's New Form of Chasles* Theorem on Systems of 
Conies satysfying four Condiiions (Brit. Ass., 1878). 
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Oiorn. di Mat., 24, 1886), i suoi concetti furono sviluppati (fra 
altri dal Burali-Forti nelle note Sui sistemi i voUe infiniti di guà- 
driche, Ivi, e Sopra il sistema di qmdriche che hanno Vn — plapo- 
lare comune^ Palermo Bend., 4, 1890), e combattuti dallo Study 
{Ueber die Geometrie der KegdschniUe insbesandere deren Oiarak- 
teristikenproblem, Math. Ann., 27, 1886; AbbUdung der Mannig- 
faUigkeit aller KegdschniUe Mner Ebene auf einem Punktraumj 
Id., 40, 1892, e TJeber Systeme von KegdschniUe, Ivi) (1). Questi 
ultimi scritti accesero una discussione fra lo Zeuthen e lo Study 
(la terza in ordine di tempo di quelle cui diede origine la geo- 
metrìa numerativa, ma fra quelle da noi sinora incontrate, 
seconda) (2), e di cui i vari momenti sono segnati, oltreché dai 
precitati lavori dello Study, dagli articoli seguenti: Zeuthen, 
Sur la rétnsion de la théorie des caractéristiques de M. Study 
(Math. Ann., 37, 1890), Study, Entgegnung (Id., 40, 1892), 
Zeuthen, Exemples de la détermination des coniques dans un 
sy stèrne donne qui satisfont à une condition donnée (Id., 41, 1893). 

11. L'ultimo grande progresso compiuto dalla Geometrìa nume- 
rativa è opera di H. Schubert. Tacendo delle brevi note che questo 
egregio geometra pubblicò a varìe riprese in Q5tting. Nachr., 
perchè i risultati ivi esposti entrarono a far parte di più estesi 
lavori posteriori, citeremo le seguenti importanti memorie in- 
titolate: Beitrdge zur Abzdhlende Geometrie. Erste Abhandlàng 
(Math. Ann., 10,1876), Moduln vielfacher Bedingungen bei Fldchen 
zweiter Ordnung (Ivi), Tangentensingularitàten der Allgemdnen 
Ordnungsflàche (Id., 11, 1877) (3); Das Correspomdenzprincip fùr 
Oruppen von n Punkten und von n Strahlen (Id., 12, 1877), Sin- 
gularitàten des Complexes n-ten Grades (Ivi), alle quali si deb- 
bono unire quelle già citate a pagg. 136, 268, 270 e 271. In 
esse sono posti i fondamenti e svolte molte applicazioni im- 



(1) Lo Stadj anzi estese la ricerca anche al succitato teorema di Cre- 
mona, nella nota Uéber die Cremona'sehe Charakteristìkenformèl (Math. Ann., 
27, 1886). 

(2) Cfr. pag. 263. 

(3) Cfr.: Erej, Ueher singulàre TangenUn iaXgehraischer Flàehen (Id., 15, 
1879), Caylej, On Schubert'a Method of the Contact of a line wHh a Surfaee 
(Quairt. Joum., 17, 1880), e J. G. Elujver, Kenmerkende getaUen der alge- 
braische ruimtehromtne (Amsterdam Versi., Ili, 7, 1890) e Thoctalfde wraag- 
stuk heanttpoord (Nieuw Archief voor wiskonde, 17, 1890). 
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portanti di una trattazione metodica della disciplina che ci 
occupa. Gran parte del loro contenuto è divenuto ingrediente 
della maggiore opera dello Schubert, cioè del libro intitolato 
Kalkul der abzàhlenden Geometrie (Leipzig, 1879), dalla cui com- 
parsa si può far datare l'erezione della Geometria numera- 
tiva a dottrina autonoma ed indipendente. Come punti più 
salienti di essa rileveremo l'esposizione metodica da un punto 
di vista elevato e generale dei principi di corrispondenza già 
noti e di altri nuovi, l'enunciato generale del problema delle 
caratteristiche per qualunque figura geometrica e la dimostra- 
zione di procedimenti per risolverlo in un gra numero di casi. 
.Malgrado una discussione che sollevò l'apparizione di quest'o- 
pera (1) non dubitiamo che la considerazione in cui essa è te- 
nuta, e che è già grande, andrà vieppiù crescendo col numero 
dei geometri che si dedicheranno allo studio, all'ulteriore svol- 
gimento od almeno all'applicazione dei metodi in essa conse- 
gnati. 

Ciome continuazione del libro dello Schubert ci imbattiamo anzi- 
tutto — oltreché nello studio già citato (p. 270) sulla geometria 
numerativa del triangolo — nelle note di lui Ueber dreipunkUge 
Beruhrung von Ourven (G5tting. Nachr., 1880), Ldsung der auf 
die trilineare Vertoandtschaft ausgedehnte Projedivitàtsproblem 
Hamburg, 1882), eEinstufige Ausartungen der quadratischen Trae- 
formationen der Ebene (Hamburger. Mitth., 1, 1880). Ci si presenta 
poi la bella collezione di lavori in cui lo Schubert generalizzò i 
propri metodi e gran parte dei propri risultati a spazi lineari 
comunque estesi, lavori di cui diamo l'elenco: IHe n-dimeneio' 
nalen Verallgemeinerungen der fundamentalen Anzahlen unseres 
Rautnes (Math. Ann., 26, 1885), Die n- dimensionale Verallge- 
meinerung der Anzahlen filr die vielpunktig berHhrenden Tan- 
genten einer punktallgetneinen Flàche m*^ Grades (Ivi), Ldsung der 
CharaJcteristiken-Problems filr lineare Eàume beliebiger Dimension 
(Hamburger Mitth., 1, 1889), AnzàhUBestimmung fUr lineare Bàume 
beliebiger Dimension (Acta, 8, 1886), Ueber Bdume zweiten Grades 
(Hamburger. Mitth. 1, 1889), Kegelschnitt-Ànzahlen als Functionen 



(1) Halpben, ObaervatioM 8uv la théoìHe dea earacUrigtiquea (Boll. S. M. F., 
8, 1880); Schubert, Réponse aux obserpations de M. Halphen sur la ihéarie 
dea earaetériatiquea, e Nate aur VévaluaHon du nambre dea eoniquea faiaant 
patite d'un ayatème et aatiafaiaant à une condition aitnple (Ivi). 
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der Baumdimenshn n (Id., 2, 1890), Ueber eine VeraUgemeinerung 
der Aufgaben der abzàhlenden Geometrie (là., 3, 1891), lUtthei' 
lungen aus der abzàhlenden Geometrie "p-dimensionaler Edume 
ersten und zweiten Orades (Yerhandl. der Ges. deutschen Naturf. 
und Aerzte, Halle, 1891), Beitrag zur Liniengeotnetrie in n Di- 
menaion (Ivi), Beziehungen zwischen den linearen Ràumen aufer- 
legbaren charaìcteristischen Bedingungen (Math. Ann., 38, 1891), e 
Allgemeine Anzahìfunctionen fur KegeUchniUe , Fioche und Ràume 
zweiten Gradea in n Dimensionen (Id., 45, 1894). 

Lo Schubert non trovò sinora molti seguaci; se si toglie lo 
Sturm, di cui molti fra i lavori già ricordati si riattaccano alla 
Geometria numerativa, ed il Gastelnuovo autore di una interes- 
sante nota 'sul Numero degli spazi che segano piit rette in uno 
spazio ad n dimensioni (Lincei Rend., Y, 5, 18892), ^^ P^^ ^^ 
che il citato geometra tedesco abbia trovato un solo imitatore e 
collaboratore efficace, M. Pieri, di cui meritano menzione assai 
onorevole, le memorie seguenti (nonché due altre che già ci- 
tammo a pag. 273): Sopra un teorema di geometria adn dimen- 
sioni (Oiorn. di Mat., 26, 1888), Formule di coincidenza per le 
serie algebriche oo** di coppie di punti dello spazio a n dimensioni 
(Palermo Rend., 5, 1891), e Sul problema degli spazi secanti (Rend. 
Ist. Lomb., n, 26, 1893, e 27, 1895); memorie che mostrano 
aver saputo anche la patria nostra efficacemente contribuire 
allo sviluppo di uno dei rami della geometria da cui la ma- 
tematica ragionevolmente attende la soluzione di non pochi pro- 
blemi importanti. 
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CAPITOLO X, 



Geometrìa non-euclidea. 



L'ultima categoria di lavori di cui ci dobbiamo occupare 
comprende una serie di ricerche che diedero origine a vivaci 
discussioni, e — strano a dirsi! — divisero per qualche tempo i 
matematici in due campi l'un contro l'altro armato; oggi, dopo 
conehiusa la pace, esse formano quelle parti della scienza del- 
Testensione che si chiamano Geometria non-euclidea e Geometria 
degli spazi a quantésivogliano dimensioni (1); a quella è dedicato 
il presente Gap., a questa il successivo (2). 



(1) A dimostrare come le questioni a cni si riferiscono questi lavori fe- 
cero perdere ad alcnni scienziati quella imparzialità e quella serenità di 
giudizio che dovrebbero sempre presiedere alle loro discussioni, riferirò qui 
due. brani tolti, Tuno da un autore ben noto ai cultori della filosofia, Taltro 
da un giornale' molto difiPuso in Germania: ** ... so gewiss ist es logische 
Spielerei ein System von vier oder fDnf Dimensionen noch Raum zu nennen. 
Gegen alle solche Versuche soli man sich wahren ; sie sind Grimassen der 
Wissenscliaft und durch vòUig nutzlosen Paradozien das gewOhnliche Be- 
wusstsein einschfichtem und tlber sein gutes Recht in der.Begrenzun^der 
Begriffe t&uschen , (Lotze, Logik^ p. 217). "^ Die absolute oder nicbt euklidiscbe 
Geometrie, die Geometrie des endlichen Baumes und die Lehre von n 
Raumdimensionen sind entweder Karrikaturen oder Erankbeitserscheinungen 
der Matbematik . (J. Gilles in Bl&tter filr das Bairische Gymnasial- und 
Realschulwesen, 18, 1878, p. 428). " Die verschiedenen sogenannten 
NicbirEuklidischen Geometnen sind thataàchlicb Nichts weiter, als eine 
ganz willkurliche Fa9on de parler obne wissenscbaftlicbe Bùrgschaft 
und Ueberzeugung , (A. Karagiannides, Die Nicht-euìelidische Geometrie 
vom AUerthum bis zur Oegenwart, Berlin, 1893, p. 44). Si veggano anche le 
troppo vivaci espressioni del Dfihring riferite da B. Èrdmann a p. 85 della 
pregevole monografia sopra Die Aaeiome der Geometrie; inoltre: Eroman, 
Unsere Naturerkenntnise (trtkà. Fischer-Benzon, Eopenhagen, 1883, p. 145-175), 
e Stallo, La matière etla physique moderna (Paris, 18&, cap. XTTT e XIY). 
— A tutti costoro si può rispondere con le belle parole del Beltrami: 
' Quando questi tentativi (di rinnovamento radicale dei principii) si pre- 
sentano come frutto di investigazioni coscienziose e di convinzioni sincere, 
quando essi trovano il patrocinio di un'autorità imponente e fin qui indi- 
sputata, il dovere degli uomini di scienza ò di discuterli con animo sereno, 
tenendosi lontani egualmente dall^entusiasmo e dal disprezzo „. 

(2) Per la bibliografia dell'argomento in discorso si veda: G. Bruce 
Halsted, BiUiography ofHyperapace and Non-Euclidian Geometry (Am. Joum., 
1 e 2, 1878-79) ed il 2^ voi. (p. i-xx) delle Opere di Lobatschei&kj citate 
qui appresso (p. 288). 
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1. Nessuno ignora che fra tutte le proposizioni contenute 
negli Elementi di Euclide una ve n'ha che a stento ci si adatta 
a porre, come fa il geometra greco, fra quelle che non esigono 
dimostrazione; è il celebre Postulato Y (1), che dice: *" se una 
retta ne incontra due altre e fa con queste due angoli intemi 
dalla stessa parte la cui somma è minore di due retti, tali due 
rette prolungate indefinitamente s'incontreranno da quella parte 
ove la somma dei due angoli è inferiore a due retti ,. Benché 
Euclide non lo dica, pure è pressoché certo che egli ha avver- 
tito la difficoltà nascosta in questa proposizione che, come 
il serpente biblico, s'annida nella geometria e ne corrompe la 
paradisiaca bellezza, in questa proposizione che il d'Alembert non 
esitò a considerare per ^ l'écueil et le scandalo des éléments de 
la geometrie . (2) ; lo prova la distribuzione delle proposizioni 
componenti il I Libro degli Elementi, di cui le prime ventotto 
sono indipendenti dal celebre postulato, ed in cui il teorema del- 
l'angolo estemo di un triangolo è considerato due volto (prop. 16 
e 32) per distinguere in esso quella parte che è vera anche se 
si nega il detto postulato. 

La storia non ha registrato i tentativi fatti da Euclide per 
togliere il neo che brutta il suo sistema geometrico; ha regi- 
strato invece quelli dei geometri posteriori, molti dei quali si 
sforzarono di surrogare il postulato di Euclide con altro di più 
facile accettazione; fra questi basti qui ricordare un astronomo di 
primo ordine, Claudio Tolomeo (87-165) (3), un egregio tradut- 
tore arabo, Nasìr-Eddin (1201-1274), ed un rinomato matema- 
tico, il'WaUis (4). 

2. Gli sforzi fatti per depurare la geometria di Euclide dal- 
l'imperfezione esistente nella teoria delle parallele crescono col 



(1) Un tempo era chiamato Assioma XI ; ma dopo l' edizione critica di 
Euclide dovuta all*Heiberg, divenne certezza il dubbio (Hankel, Vorlesungen 
Uber die complexen Zahen und ihre Funetionen, I Th.» 1867, p. 52) che ad un 
errore di ricopiatori ne fosse dovuta la inserzione fra gli assiomi. 

(2) V. i Mélanges de Uttérature, d'histoire et de phUosophief b, IV ed. (Paris, 
1767), p. 200-219; e Tarticolo " Parallèle , nel Dictionnaire encydopédique 
des Math., 2 (Paris, 1789), p. 619. 

(3) Cantor, Vorl. Uber Geaehichte der Math,, 1 (II ed., Leipzig, 1894), p. 395. 

(4) Questi mostrò come al sistema euclideo potesse osisi una base indi- 
scutibilmente rigorosa ammettendo l'esistenza di una figura simile ad 
un'altra ed avente dimensioni arbitrarie. 
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dìfifondersi deirinteresse per le ricerche geometriche: il descrì- 
verli equivarrebbe a tracciare la storia della geometria elemen- 
tare, il che esorbita dalla cornice del nostro quadro (1). Va 
però fatta un'eccezione a favore dell'opera di Girolamo Saccheri 
(1667-1738) dal titolo Euclides ab omni naevo vindicatus: sive 
conatua geametricus quo siabiliuntur prima ipsa universae geometriae 
principia (Milano, 1783), la quale a ragione fece riguardare questo 
geometra come un precursore di Legendre, di Lobatscheffsky 
e Bolyai (2); che realmente meriti questo nome è evidente 
considerando che egli diede alle ricerche sul postulato di Eu- 
clide un indirizzo affatto originale, dimostrando esservi tre geo- 
metrie secondochè si ammetta che in un quadrilatero ACBD 
avente retti gli angoli io A ò B, ed eguali i lati AC, BD, gli 
angoli in C e D sono acuti, retti od ottusi; ma poi egli dedicò 
per lungo tempo un ' diutumum praelium « a dimostrare (e qui 
con discutibile risultato) l'impossibilità delle due ipotesi diffe- 
renti dall'euclidea, che allora riteneyasi come l'unica vera e pos- 
sibile. Tali investigazioni, malgrado i loro indiscutibili pregi, 
rimasero isolate e sterili e vennero ben presto dimenticate. 

Non maggior fortuna ebbe un posteriore analogo tentativo 
del grande geometra tedesco J. H. Lambert, contenuto nella 
memoria postuma sopra la Theorie der Parallelenlinien (scritta 



(1) Il lettore desideroso di maggiori notizie bibliografiche ricorra al- 
Telenco di lavori sulla teorìa delle parallele anteriori al 1887, che Engel 
e St&ckel compilarono, sfruttando lavori analoghi anteriori, ed inserirono 
a p. 287-313 della pregevole opera: Die Theorie der ParalleUinien von 
Euhlid' bis auf Gauee. Bine Vrkundensammlung zur Vorgeschichte der nichteu- 
klidieehen Geometrie (Leipzig, 1895), opera a cui attingemmo largamente nel 
redigere il presente Gap. — < Osserviamo soltanto che ai dì nostri, appli- 
cando il celebre aforisma di Abel " on doit donner au problème une forme 
telle qu*il soit toujours possible de le résoudre ., invece di proporsi di di- 
mostrare il postulato di Euclide, si è postala questione se esso sia dimo- 
strabile. Donde la Note dell'Hoùel Sur Vimposeibilité de démontrer par une 
comtruction piane le postulatum d'Euclide (Nouv. Ann., II, 9, 1870), la Lettre 
à M. Quetelet sur diverses questione mathématiques del Genocchi e il Rapport 
su di essa redatto dal de Tilly, Tuna e Taltro inseriti in Belgique Bull., 
II, 86, 1878. 

(2) E. Beltrami, Un precursore italiano di Legendre e di Lohatschewsky 
(Lincei Rend., IV, 5, 1889,). 

Dopo che il Beltrami ebbe esumato Topera del Saccheri, il Mansion ne 
fece un'analisi negli Ann. de la Soc. se. de Bruxelles, 14, Parte H, 1889-90, 
FHalsted ne intraprese Tesposizione in The American Mathematical Monthly 
(1, 1894), finalmente Engel e St9«kel ne pubblicarono una completa ver- 
sione tedesca nella raccolta succitata. 
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nel settembre 1766 ed inserita in Leipziger Magazin fur Mathe- 
matik, 1786) su cui solo in questi ultimi mesi fu attratta l'atten- 
zione dei geometri (1), ed ove, in sostanza, è ridotta la questione 
se sia vero o meno il postulato euclideo a quella di riconoscere 
la specie del quarto angolo di un quadrilatero avente tre angoli 
retti; tre geometrie nascono dal supporre che esso sia retto, 
ottuso, acuto, la prima delle quali è quella del piano euclideo, 
la seconda quella della sfera euclidea, mentre la terza (osserva- 
zione totalmente originale ed importantissima che fa fede del- 
l'acutezza e profondità di pensiero di Lambert) si verificherebbe 
sopra una sfera di raggio immaginàrio ; e Lambert, osservando 
appunto quel che accade sulla sfera, asseiì la necessità di una 
dimostrazione 'pel postulato euclideo; nd^ mancò di notare come, 
ove la somma degli angoli di un triangolo fosse differente da 
due retti, esisterebbe una costante assoluta, una specie di na- 
turale unità di lunghezza. 

8. Alle ricerche intorno ai fondamenti della geometria non 
poterono restare indifferenti i geometri dell'enciclopedia ^ed i 
loro successori immediati, i quali inaugurarono l'èra scientifica 
attuale, di cui (come a ragione nota Humboldt) uno dei carat- 
teri più spiccati è la critica imparziale di tutto il retaggio del 
passato. Ed infatti numerosi sono i geometri francesi che medi- 
tarono sulla grande questione suscitata dal postulato d'Euclide, 
ma le loro conclusioni, benché abbiano raggiunto una notorietà 
assai grande, possiedono un valore di gran lunga minore di quelle 
del Saccheri e del Lambert, giacché consistono in gran parte in opi- 
nioni non dimostrate od in apergus aspettanti tuttora il necessario 
sviluppo. Così Fourier (1768-1830), a perfezionare la teoria delle 
parallele, propose delle nuove definizioni per la retta ed il piano 
fondate sul concetto di movimento e sulla nozione di sfera (2). 
Dal canto suo Lagrange ravvisò l'indipendenza delle formole 
della trigonometria sferica dal postulato d'Euclide e sperò di 
dedurre da tal fatto una dimostrazione di questo, ritenendo 



(1) Essa pure si trova riprodotta nel lavoro. di Engel e St&ckel. 

(2) Séances des Écoles normales, D^bats, 1 (nouv. ed., Paris 1800), p. 28. 
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inconcludenti tutte le altre (1): che egli stesso abbia poi ri- 
conosciuta la vanità di tale impresa, sembra emergere da un 
aneddoto riferito dal de Morgan (2), secondo il quale il celebre 
geometra italiano avrebbe composto negli ultimi anni della sua 
vita una memoria sulle rette parallele, avrebbe anzi cominciato 
a leggerla air Accademia di Parigi, ma. poi avrebbe improvvisa- 
mente interrotta la lettura colle parole ^ Il faut què j'y songe 
OD cor e! „. Né, parlando di Lagrange, è da dimenticare come lo 
scritto di F. Daviet de Poncenex (1734-1799) Swr les prindpes 
fandatnerUaux de la méchanique (Miscellanea Taurinensia, 2, 1761) 
— su cui il Genocchi (1817-1889) (3), richiamò di recente l'at- 
tenzione dei matematici (4) — si riattacca allo studio de' prin- 
cipi fondamentali della geometria e fu probabilmente ispirato (se 
non dettato) dal famoso inventore del Calcolo delle variazioni (5). 
Assai più decisivi di questo lavoro e delle osservazioni che con- 
dussero Gamot e Laplace a proporre (come aveva già fatto il 
Wallis) di sostituire il postulato di Euclide con quello che af- 
ferma l'esistenza di figure fra loro simili, furono le ricerche di 
A. M. Legendre, il quale, dopo avere tentato di determinare, ap- 
punto con questo principio, il teorema sulla somma degli angoli 
di un triangolo {Élém. de géom., I ed., 1794) — teorema la 
cui verità implica quella del postulato di Euclide — , dimostrò, 
senza invocare il postulato medesimo, nò altro equivalente, che 
la detta somma non può essere maggiore di due retti e che se è 
eguale a due retti per uno speciale triangolo, lo sarà per qua- 
lunque altro (6). 



(1) Hoùel, Essai critique sur les principes fondamentaux de la geometrie 
éUmentaire (Paris, 1867), p. 76 nota. 

(2) A Budget of Paradoxes (London, 1872), p. 173. 

(3) Ofr. : F. Slacci, Cenni necrologici di Angelo Genocchi (Torino Mem., Il, 
39, 1889) ; E. d'Ovidio, Discorso in commemorazione di Angelo Genocchi (To^ 
rino Atti, 27, 1892). 

(4) Intorno ad una dimostrazione di Daviet de Foncenex (Torino Atti, 4, 
1869), e Sur un mémoire de Daviet de Foncenex et sur les géomètres non- 
tudidiens (Torino Mem., II, 29, 1877). 

(5) Gfr. VEloge di Lagrange tessuto dal Delambre e riprodotto in testa a] le 
(Euvres de Lagrange. 

(6) Béftexions sur différentes manières de démontrer la théorie des parai- 
lUes ou le théorème sur la somme des trois angles du triangle (Mém. de 
TAcad. des Se, 12, Paris, 1833). I risultati di Legendre sono assai noti grazie 
all'esposizione che ne fece il Baltzer nella Parte IV dei suoi Elementi di 
matematica. 

Non è fuor di proposito notare qui con G. Tarry {Sur un théorème inde- 
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4. Circa contemporanei agii studi di Legendre sul postulato 
di Euclide sono quelli di Gauss. Quale fu il movente di tali 
indagini, quale il punto di partenza, quali i risultati concreti rag- 
giunti da quello che i tedeschi considerano come il '^ princeps ma- 
thematicorum »? Sono questi problemi storici, la cui soluzione 
è desiderabilissima e ardent^nente desiderata, ma la quale 
oggi non è dato raggiungere. Gli è che Gauss non pubblicò (1), 
e forse nemmeno mise sulla carta le proprie investigazioni sull'ar- 
gomento e gli unici documenti che si possono invocare per deter- 
minarne l'estensione e la portata sono i seguenti (2): 1^ una lettera 
a W. Bolyai dell'anno 1799 pubblicata dallo Schering Nella solen- 
nità del centenario della nascita di C. F.. Oauss (ne cito la trad. ita- 
liana che si trova in Ann. di Mat., II, 9, 1878-79), 2^ due recensioni 
inserite nelle GoUinger gelehrten Anzeiyen del 20 aprile 1816 e 
del 28 ottobre 1822 {Gauss, Werke, 4, 1873, p. 364-370), 3<» due 
lettere scritte da Gauss a F. W. Bessel (1784-1846) negli anni 
1829 e 1830 {Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel, Leipzig, 
1880, p. 490-497), 4« alcune del 1831 e 1846 a H. C. Schuma- 
cher (1780-1850) (Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher, 
2, Altona, 1860, p. 255-262 e 266-272, e 5, 1863, p. 246-247), 
ò^ una di cui non è noto che il soggetto (v. Engel e Stackel, op. 
cit., p. 246) (2), 6^ una del 1824 recentemente giunta nel dominio 
del pubblico (Id., p. 248) (3). Ora da tutti questi scritti emerge 
senza dubbio che Gauss ebbe un'idea perfettamente chiara del 
modo in cui è da intendersi e risolversi il problema scienti- 
fico generato dal postulato di Euclide, anzi che egli era in possesso 
di molte delle verità a cui si sogliono collegare i nomi di Lo- 
batscheffsky e Bolyai; è per converso ignoto fino a qual punto 
egli siasi spinto nella nuova via, come è ignoto se egli abbia ri- 
cevuto qualche ispirazione dall'opera del Saccheri che esisteva 



pendant du postidatum d'Euclide, Journ. de math. élémentaires, 19, 1895) 
che è indipendente dal postulato di Euclide anche il teorema * un trian- 
golo avente eguali due bisettrici in teme, è isoscele ,. 

(1) Lo trattenne forse la tema del * Geschrei der Gegner , di cui parla 
in una lettera a Bessel del 1829 ? 

(2) Cfr. Engel e Stàckel, op. cit., nella quale sono adunati tutti gli 
altri documenti sull'argomento. Ulteriori notizie sulle investifjrazioni di 
Gauss si otterrebbero forse dal carteggio di questo con Bartels (1769-1836); 
ma, ove si trovano le lettere che lo compongono? 

(3) V. anche Sartorius von Walterhausen, Qauss zum Gedàchtniss (Leipzig, 
1856), p. 81. 
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a Gottinga negli anni 1790-1800 (essendo segnata con un aste- 
risco nella Bibliotheca mathematica del Murhard (1) ) , oppure dalle 
ricerche di Legendre, come opina il Mansion; e l'asserzione 
dì F. Elein, che alla influenza di Qauss siamo debitori degli studi 
di questi ultimi geometri (2), ha l'aspetto di un teorema in at- 
tesa di dimostrazione. Gli elementi per chiarire questi punti 
oscuri si trovano probabilmente nei manoscritti di Gauss tuttora 
inediti esistenti a Gottinga, di cui lo studio e l'eventuale pubblica- 
zione è un compito nobilissimo che ha, di fronte al mondo scien- 
tifico, la schiera dei giovani geometri che conta la Germania, 
e nei quali l'ardore per la ricerca di nuovi veri non soffoca 
l'interesse per lo studio della storia. 

A due di questi (8) si deve la scoperta di una coppia di inve- 
stigatori con cui si chiude la preistoria della geometria non- 
euclidea, cioè: F. K. Schweikart (1780-1857), di cui va ricor- 
data l'opera Die Theorie der Parallellinien nebst dem Vorschlage 
ihrer Verbannung aus der Geometrie (Jena und Leipzig, 1807), e 
che Gauss asserisce inventore di una ^ Astralgeometrie , indi- 
pendente dal postulato euclideo; e F. A. Taurinus (1794-1874) 
autore di una Theorie der Parallellinien (K5ln, 1825), ed al quale 
è diretta l'ultima delle succitate lettere di Gauss (4). 

6. Con questi scritti si chiude il periodo di preparazione la- 
tente del ramo di geometria di cui ci stiamo occupando. Vuoi 
che ad essi mancasse il sorriso della fortuna, vuoi che i tempi 
non fossero ancora maturi perchè venisse accolta per vera una 
teoria che conduceva a conclusioni in aperta contraddizione con 



(1) Osservazione fatta dall*Hal8ted nell'articolo The Nofi-Euclidian Geo- 
metry Inevitable inserto in The Monist, July 1894. 

• (2) Nicht-EuMìdische Geometrie, Wintersemester 1890-91, autographirt(Gòt- 
tingen, 1893), p. 175. Cfr. anche un articolo dell'Halsted in Science (New 
Serìes, 2, 1895, p. 808-9) sopra Topera di Engel e St&ckel. 

(8) V. Topera summentovata di Engel e St&ckel. 

(4) Alla preistoria della geometria non-euclidea converrebbe ascrìvere 
anche Ghrassmann, ma non lo facciamo perchè V Auadehnungslehre uscì sette 
anni dopo che apparve in Joum. f. Math., 17, la memoria fondamente del 
LobatschefiPskj ; chi desidera conoscere le relazioni fra la geometria non- 
euclidea ed i metodi del prelodato geometra ricorra all'Appendice I della 
2» ed. (1878) di Die Auedehnungsléhre von 1844. 

Altri precursori minori dei geometri non-euclidei sono ricordati dalPHal- 
sted nel precitato articolo di The Monist ; mentre alcune antiche osservazioni 
sulla teoria delle parallele sono esposte nella nota del Mansion Sur la geo- 
metrie non-euclidienne (Mém. de la Soc. se. de Bruxelles, 18, 1889). 
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quanto è attestato dai sensi, fatto sta che non a Saccherìa né 
a Lambert, ne a Schweikart, né a Taurinus, la sorte concesse 
di legare il proprio nome alla geometrìa non-euclidea: lo avrebbe 
forse potuto e noi volle Qauss, per ragioni che non giova in- 
dagare, e lasciò che la nuova luce venisse dai più lontani con- 
fini di Europa, cioè dalla Russia e dalla . Transilvanià. 

Qiacchè Nicolò Lobatscheffsky (1793-1856) (1) fin dagli anni 
1815 e 1816 tenne all'Università di Easan delle importanti con- 
ferenze sulla geometrìa, e TU febbraio 1826 presentò alla se- 
zione fisico-matematica dell'Università stessa una ExposUian des 
principes de la geometrie avec une démonstration rigoureuse du théo- 
rème des parallèles, un sunto della quale apparve in russo nel 
Messaggiero di Kasan del 1829. Ivi è dimostrata chiaramente 
la possibilità di una geometria indipendente dal postulato di 
Euclide, il che- venne messo in luce ancora migliore nei Nuovi 
fondamenti di geometria con una teoria completa delle parallele, 
stampati negli Atti dell' Università di Easan degli anni 1835- 
1838. Alla diffusione in Europa delle proprie idee provvide il 
Lobatscheffsky stesso pubblicando in Joum. f. Math., 17 (1837) 
la sua Geometrie imaginaire, poi a parte le Oeometrische Vnier- 
suchungen zur Theorie der ParalleUinien (Berlin, 1840; Il ed., 
ivi, 1887) (2) e la Pangéométrie (Easan, 1855) (3): opere che 
non tardarono a riscuotere il plauso dei geometri (4). 

D'altra paiate Wolfango Bolyai (1775-1856), amico e condi- 



ci) Cfr. E. Janiscliefsky, Notice historique sur la vie et les travaux de 
Nicolas Ivanopich Lobachefsky (Bull. Bone, 2, 1869) ; A. Yasiliev, Nicoldi Ivd- 
novich Lobachéwsky. Translated from the Russian wìth a Preface b j G. Brace 
Halsted (Austin, 1894). Una traduzione tedesca dello stesso discorso fu fatta 
dall'Engel ed inserita in Abhandlungen zur Geschiclite der Matbematik, 7 
(Leipzig, 1895). 

Una Collection complète des (Euvres géométriques del geometra di cui ci oc- 
cupiamo fu recentemente fatta sotto gli auspici deiruniversità di Easan ; 
nel 2° voi. (1886) si trovano raccolte le opere scritte in francese ed in te- 
desco. Basandoci su questa edizione abbiamo fatto la nostra scelta fra le 
molteplici ortografie proposte pel nome dello scienziato russo. 

(2) Ne conosciamo una traduzione francese dell' Hoùel (Bordeaux Mém., 4r 
1866; II ed., Paris, 1895) ed una inglese di G. Bruce Halsted (IV ed., Austin, 
1892). 

(8) Ne esiste una versione italiana del Battaglini (Giom. di Mat, 5, 1867). 

(4) Basti infatti ricordare la frase scultoria del Clifford : ' What Vesalius 
was to Galen, what Copemic was to Ptolemy, that was LobatschewBlry' to 
Euclid ,. E a tal proposito ricorderò la parte che ebbe il Clifford alla£ffu- 
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scepolo di Gauss, spinse il proprio figlio Giovanni (1802-1860) 
ad occuparsi della teoria delle parallele (1) : il frutto delle ri- 
cerche di questi occupa solo ventotto pagine in aggiunta al- 
l'opera di Wolfango inlStolata Tentamen juventutem studiosam in 
elementa mcUkeseos purae, elemmtaris oc sublimiaris, methodo in- 
tuitiva, emdentìaque huic propria, introducendi (Maros Yàsarhely, 
1832) e reca l'intestazione seguente: Appendix scientìam spatii 
absólute veram exhibens: a veritate autfalsitate Axiomatis XI Eu- 
clidei (a priori haud unquàm decidenda) indipendentem; adjeda 
ad casum falsitatis, quadratura circuii geometrica (2). Un sunto 
di tutta l'opera fu pubblicato nel 1851' in tedesco nella mede- 
sima città dell'Ungheria, con un lungo titolo che comincia colle 
parole Kurzer Grundriss einea Versuches, colle quali viene d'or- 
dinario citato. 

I risultati concordanti che Lobatscheffsky e Boiyai ottennero 
e che Gauss si affrettò di sanzionare con la sua imponente au- 
torità, fq^ono la base di una geometria totalmente nuova, 
rigorosa quanto la geometria euclidea, esente da contraddizioni, 
ed indipendente dal postulato di Euclide o da altro che gli 
equivalga; essa concorda in molte parti coli' ordinaria geo- 
metria (3), se ne scosta in tutte quelle teorie collegate all'ipo- 
tesi della parallela unica. Alla nuova geometria, o geometria 
non-euclidea, negarono diritto d'asilo nel santuario delle scienze 
esatte quelli che per principio rifiutan fede a tutto ciò che 



sione in Inghilterra delle nuove idee (v. Lecturea and Esaays, London, 1879, 
e la prefazione di J. S. Smith a Mathemaiical Papera hy W, K, Clifford, 
London, 1882), analoga a quelle che rappresentarono THoùel in Francia ed 
in Italia il Battaglini. 

(1) A. Forti, Intorno alla vita ed agli scritti di Wolfang e Giovanni Boiyai 
di Éólya^ matematici ungheresi (Bull. Bone, 1, 1868). G. Bruce Halsted ha 
promesso, anzi annunciata come prossima, una biografia completa dei Boiyai, 
fondata sopra nuovi documenti ungheresi, e che riuscirà senza dubbio in- 
teressantissima. 

(2) Fu tradotta in italiano' dal Battaglini (Giom. di Mat., 6, 1868), in 
francese dairHoiiel (Bordeaux Mém., 5, 1868; II ed., Paris, 1895), in tedesco 
liberamente dal Frischauf {AbsoltUe Geometrie nach Johann Boiyai^ Leipzig, 
1872; la prefazione contiene dei dati biografici sui Boiyai), ed in inglese 
dairÉalsted (IV ed., Austin, 1896; l'interessante introduzione comprende 
molte notizie sulla. storia della geometria non- euclidea). 

(3) Ad es. tutta la geometria proiettiva è indipendente dal postulato 
d'Euclide: ciò emerge chiaramente dall'esposizione fattane da Staudt, ma 
fu per la prima volta notato da F. Klein in una memoria di cui parleremo 
a pag. 295. 

LoEiA, Jl pcuiaio $d U pr9ténU déB» pritutpaìi Uori* geometrtehi^ 19 



— 290 — 

contraddice alle grossolane testimonianze degli organi dei nostri 
sensi ; fu accolta invece come simbolo di importante progresso 
da tutti coloro che seppero apprezzarne l'indiscutibile e grande 
valore logico. Oggi, accanto all'antico sistema euclideo, si suol 
collocarne un secondo altrettanto pregevole, che ad Euclide si 
può far risalire soltanto per essere stato ottenuto seguendo i 
procedimenti rigorosi d'indagine che il grande alessandrino c'in- 
segnò coll'esempio. 

6. A questa sconfitta dei misoneisti, a questa vittoria della 
logica sul cieco empirismo, contribuirono possentemente alcuni 
lavori di capitale importanza di Riemann, Helmholtz (1821- 
1895) (1) e Beltrami apparsi negli anni 1867 e 1868. 

Quello di Riemann (ove s'incontrano le tre forme che può assu- 
mere la geometria) Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu 
Orunde liegen, scritto nel 1855 e pubblicato da R. Dedekind dopo 
la morte dell'autore (Oótting. Abh., 13, 1867) (2), per la genera- 
lità dei concetti, la concisione della forma e la presenza di con- 
siderazioni più famigliari ai filosofi che ai matematici, riuscì e 
riesce ancora di difficile intelligenza, non solo ai principianti, 
ma anche a chi e già provetto nelle matematiche discipline (3). 
Tuttavia il problema generale ivi trattato, quello cioè di asse- 
gnare le proprietà atte a caratterizzare pienamente lo spazio (non 
necessariamente a tre dimensioni), e i concetti fondamentali della 
soluzione di esso non tardarono a diffondersi, perchè Helmholtz, 
dopo essersene occupato indipendentemente da Riemann; pren- 
dendo anzi le mosse da un punto completamente diverso, espose 
le conclusioni a cui era pervenuto sotto forma prettamente 
scientifica ai matematici (4), sotto forma popolare al gran pub- 



li) Cfr. L. EdnigBberger, Hermann von HelmhoUz'a Unterauchungtn Qber die 
Grundlagen der Mathematik und Mechanick (Leipzig, 1896). 

(2) Riprodotto- in Riemann' a Math, Werke' (Leipzig^ 1876), ove (p. 517) è 
descritta dal Dedekind Timpressione che esso fece su Grauss. Tradotto in 
francese dairHouel (Ann. di Mai, U, 3, 1869-70; II ed., Paris, 1895) ed in 
inglese dal Clifford (Math. Papers, p. 55). 

(3) Aggiungasi che il lavoro di Riemann non era destinato alla stampa, 
essendo lo schizzo di una conferenza scolastica il cui uditorio non era com- 
posto di soli matematici. — Un commento completo allo scritto di Riemami 
sarebbe lavoro meritorio ed è opera desideratissima. 

(4) y. la nota Uéber die Thatsachen welche der Geometrie zu Orunde liegen 
(GQtting. Nachr., 1868, oppure Wissenschaftliohe Abhandlungen, 2, Leipzig, 
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blico in conferenze ed articoli di giornali destinati al volgariz- 
zamento delle nozioni scientifiche (1). Fa però mestieri Osser- 
vare che la teorìa di Helmholtz, benché ricca di intrinseci 
pregi, presenta delle gravi imperfezioni, le quali vennero segna- 
late e corrette dal Lie (2), che, risolvendo completamente quello 
che egli chiamò " problema di Riemann e Helmholtz „ (3), fece 
una delle più memorabili applicazioni conosciute della sua teorìa 
dei gruppi di trasformazioni: l'esposizione di essa occupa alcuna 
fra le più interessanti pagine dell'ultimo volume della grande 
Theorie Uer Transformationsgruppen, dal LÌ6 compoata in colla- 
borazione con F. Engel. 

Non meno efficace pel consolidamento della Geometria non- 
euclidea fu il classico Saggio d'interpretazione della geometria 
non-euclidea pubblicato nel 1868 da Eugenio Beltrami in Giom. 
di Mat.^ 6 (4). Che il rigore delle argomentazioni e l'eleganza 
analitica che lo informano attrassero su di esso l'attenzione dei 
geometrì; il brìllante e sorprendente risultato che le proposi- 
zioni caratteristiche della geometrìa non-euclidea si verificano 
sopra le superficie (pseudosferìche , cioè) a curvatura costante 
negativa dell'ordinaria geometria impressionò in modo favore- 
vole alla nuova teoria coloro che negano ogni valore alle affer- 
mazioni disformi da quanto testificano i sensi ed assicurò il 
trionfo delle nuove vedute; infine i sani principi di filosofia 



1888) ; cfr. A. Erause, Kant und HelmkoUZf Uber den Ursprung und die Be- 
deutung der Raumenschauung und der geometrischen Axiome (Zeitschr. f. 
Math., 14, 1869), e Rosanes, Ueher die neuesten Unterauchungen in Betreff 
unserer Anschauung vom Raume (Breslau, 1871). 

(1) Ueber die thatsàchliehen Grundlagen der Geometrie (Heidelbersfer Jahr- 
foflcher der Literatur, 1868); Ueber den Ursprung und die Bedeutung der geo- 
tnetrischen Axiome (Popul&re wìssenscliaftliche Vortràge, 8, Braonschweìg, 
1876). 

. (2) Bemerhungen zu v, Helmholtz' Arbeit Uber die ThcUsachen die der Geo- 
metrie zu Grunde liegen (Leipziger Ber., 88, 1886); Ueber die Grundlagen der 
Geometri^ (Id., 42, 1890). 

(3) Eccone renunciato: Trovare le proprietà che spettano tanto alla 
schiera dei movimenti euclidei quanto alle due schiere di movimenti non 
euclidei, e che bastano a distinguerle da tutte le schiere di movimenti di 
una varietà numerica. 

(4) Una versione francese di esso, dovuta airHoùel, é inserita in Ann. 
Éc. norm., 6, 1869. 

Alcune delle idee ivi esposte furono criticate dal Genocchi nella bella 
memoria che tratta Dei primi principii della meccanica e détta geometria in 
relazione al postulato d'Euclide (Mem. Soc. XL, III, 2, 1869). 
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scientifica ivi propugnati, e lo stile affascinante in cui sono 
esposti, fecero e fanno tuttora sorgere in tutti una viva, illi- 
mitata ammirazione pel nostro illustre connazionale (1). Rile- 
viamo che, nel valutare questa memoria, non bisogna dimenticare 
oome non abbia altro scopo che di insegnare una rappresenta- 
ssiane dei principi della geometria non-euclidea ; essa presuppone 
l'ordinaria teoria della curvatura Selle superficie, onde, sinché 
non siasi insegnato un modo per stabilirla senz'invocare il po- 
stulato di Euclide, chi pretendesse dedurre da essa delle con- 
seguenze intorno alla struttura dello spazio nostro cadrebbe in 
un circolo vizioso. 

7. La benefica influenza dei geometri testé nominati sopra la 
geometria tutta è dimostrata ad evidenza dal mutamento ope- 
ratosi in questi ultimi tempi nel modo di considerare le pro- 
posizioni che* stanno a base di essa. Mentre un tempo i geometri 
lasciavano sdegnosamente ai filosofi la cura di discutere se le 
verità di cui si occupano fossero necessarie oppure contin- 
genti, inclinando verso la prima ipotesi, dopo, riconosciuta, col- 
l'esempio del postulato d'Euclide alla mano, la base sperimen- 
tale della geometria, si sforzarono senza posa di determinare 
quali fatti sia indispensabile desumere dalla testimonianza dei 
sensi per erigere sopra solidi fondamenti la scienza dell'esten- 
sione (2), e per tal modo giunsero fra l'altro a riconoscere come 



(1) Degli sviluppi su alcuni punti della memoria del Bel trami si leggono 
nelle note: Teorema di geometria pseudosferiea e Sulla superficie di rotazione 
che serve di tipo alle pseudosferiche da lui pubblicate in Giom. di Mat., 10, 
1872, e negli scritti seguenti : Escfaerich, Die Geometrie auf den Flàchen 
constanter negativer Kriimmung (Wiener Ber., 69, 1874), Reina, Sugli ari- 
deli delle superficie pseudosferiche {Lincei Rend., IV, 5, 1889]), Bianchi, Appli- 
cazioni geometriche del metodo delle approssimazioni successive del JPicard 
(Id., V, 3, 1894,). 

(2) Si paragonino le parole con cui il d'Alembert respinge Topinione che 
le verità della meccanica siano sperimentali {Traile de Dgnamique, Paris, 
1758, p. xii) con le seguenti : ** La geometrie et la m^canique doivent ètre 
envisagées comme des véritables sciences naturelles, fondées, ainsi que toutes 
les autres, sur l'observation, quoique, par Textrème simplicité de leors 
phénomènes, elles comportent un degré infiniment plus par&ìt de sjsté- 
matisation, qui a pu quelquefois faire méconnaìtre le caractère expérimental 
de leurs premiers principes „ (Comte, Cours de phUosophie positive, 2* ed., 1, 
1864, p. 87). * Nello stesso modo che, per fabbricare la teoria di un ramo 
di fisica, partiamo dalKesperienza, e fondiamo sui nostri esperimenti un 
certo numero di assiomi, che ne formano in tal modo la base, così gli as* ^ 
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negli Elementi, oltre alle proposizioni assiomatiche onestamente 
dichiarate come tali, altre se ne trovino tacitamente assunte 
per vere. Chi legge le belle Vorlesungen iiber neuere Geometrie 
del Pasch (Leipzig, 1882), esamina le opere più recenti del Ve- 
ronese (Fondamenti di geometria a più dimensioni e a più specie 
di unità rettilinee esposti in forma elementare, Padova, 1891; trad. 
in tedesco da A. Schepp, Leipzig, 1894) e del Eilling (Einfuh- 
rung die Grundlagen der Geometrie, Paderbom, 1893) (1), studia 
altre indagini contemporanee, senza dimenticare i più reputati 
trattati scolastici recenti ; e quelle e questi paragona con lavori 
più antichi, non stenterà a rilevare delle differenze sostanziali. 
Infatti, mentre in passato il maestro presentava le proposizioni 
indimostrate come verità necessarie, eteme, indiscutibili, nelle 
nuove egli guida per così dire il discente ad eseguire le espe- 
rienze necessarie per istabilire le premesse alle ulteriori dedu- 
zioni (2). Nelle antiche, il sistema geometrico euclideo appare 
come l'unico concepibile, nelle nuove, come uno dei molti che 
adottar si potrebbero. E queste differenze attestano la scom- 
parsa di un inveterato e dannoso preconcetto, segnano pertanto 
un vero progresso, poiché per l'avanzamento della scienza il 
riconoscere un errore ha forse minore importanza dell'acquisto 
dì una nuova verità? Ciò d'altronde non deve recare alcuna sor- 
presa; giacché, come osserva il Beltrami nel succitato Saggio, 
*" nella scienza matematica il trionfo di concetti nuovi non può 
mai infirmare le verità già acquisite: esso può soltanto mutarne 



siomi, che prendiamo a base della geometria, per quanto meno palese- 
mente» sono realmente un risultato deiresperienza „ (Clifford, Il senso co- 
mune nelle scienze esatte^ Milano, 1886, p. 270). V. anche Hotiel, Du ròle de 
Vexpérience dans les sciences exactes (Prag, 1875 ; tradotto in tedesco ed in- 
serto in Arch. der Math., 59, 1876) , e S. Roberts, Renuirks on Mathemaiical 
Terminologif and the Philosophie Bearing of recent Mathematical Speculations 
concerning the JRealities of SpcLce (Proc. L. M. S., 14, 1882). 

(1) Cito in particolare le seguenti : Peano, I principii di geometria logica- 
mente esposti (Torino, 1889); Bettazzi, Il concetto di lunghezza e la retta (Ann. 
di Mat., II, 20, 1892); Eilling, Uéber die Grundlagen der Geometrie (Journ. f. 
Math., 109, 1892); Schmidt, Geometnsche Untersuchungen (Id., 112, 1893); 
Pieri, Sui principii che reggono la geometria di posizione (Torino Atti, 30, 1895, 
6^31, 1896); Burckhardt, Beitràge zur den Untersuchungen Uber die Grundlagen 
der Geometrie (GGtting. Nachr., 1895); Hilbert, Ueber die gerade Linie als 
kurzeste VerHndung zweier Punkte {ÌAsAh. kiìu., 4:%, 1895); H. Wiener, Weiteres 
tlber Grundlagen und Aufbau der Geometrie (Deutscher Math.- Ver., 3, 1894). 

(2) Si vegga specialmente la summentovata opera del Veronese. 
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il posto la ragion logica, e crescerne o scemarne il pregio e 
Tuso. Ne la critica profonda dei principii può mai nuocere alla 
solidità dell'edificio scientifico, quando pure non induca a sco- 
prirne p riconoscerne meglio le basi vere ©.proprie „. 

8. Ai concetti che caratterizzano la geometria non-euclidea 
si è pervenuti anclSe per un'altra via che nulla ha di comune 
con quella seguita dagl'indagatori finora considerati, e che è di 
massima importanza di delineare non foss' altro per far co- 
noscere una categoria affatto nuova di argomenti atti a mo- 
strare la perfetta legittimità di quei concetti apparentemente 
strani. 

È notorio che, in seguito al Traile dea propriétés projectives 
dea figures, venne stabilita una distinzione netta fra le proprietà 
delle figure che non si perdono quando queste vengano proiet- 
tate da un punto qualunque sopra un piano arbitrario, e quelle 
che non si conservano eseguendo una tale geometrica opera- 
tone. E del pari noto che della prima categoria fanno parte 
tutte le proprietà descrittive, ma soltanto alcune proprietà me- 
triche. Ora il desiderio di togliere le conseguenti eccezioni fece 
sì che i geometri si domandassero se non fosse possibile con- 
siderare ed enunciare le proprietà metriche delle figure in modo 
che tutte si conservassero per proiezione. Per alcune classi di 
proposizioni Chasles e Poncelet risolsero la questione introdu- 
cendo le feconde nozioni di '^ punti ciclici del piano „ e di 
'^ cerchio immaginario all'infinito „, per altre classi essa venne 
risoluta da Lagiierre, il quale, in una Note sur la théorie des 
foyer s (Nouv. Ann., 12, 1853; cfr. Faure, Transformation des 
propriétés métriques des figures, Id., 18, 1859), riuscì a rendere 
projettivo il concetto di angolo, servendosi appunto delle nozioni 
testé ricordate ; ma chi la sciolse con piena generalità e grande 
eleganza fu il Cayley, il quale nel celebre Fifth Memoir upon 
Quanties (Phil. Trans., 149; 1859) (1) dimostrò che qualsivoglia 
proprietà metrica di una figura piana si può considerare come 
inclusa in una relazione projettiva fra questa ed una conica fissa 
(detta ' assoluto »), mentre nello spazio ogni teorema della geo- 



(1) Crf. la prima delle memorie del Battaglini Stille fornii ternarie pui- 
arcaiche (Napoli Atti, 3, 1867). 
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Aetria di misura è caso 4)articoIare di un altro in cui interviene 
una quadrica fissa (detta pure " assoluto „); se quella conica si 
spezza nella coppia dei punti ciclici, o questa quadrica si riduce 
al cerchio immaginario all' infinito, si ritrovano le proprietà 
insegnate da Euclide ne' suoi Eletnenti; ma se si lascia ad. esse 
tutta la generalità di cui sono suscettibili, si ottengono i si- 
stemi geometrici di cui consta la geometria non-euclidea (1). 
* A porre in chiara luce i rapporti* intimi è profondi che in- 
tercedono fra le ricerche di Cayley e quelle dei geometri di cui 
analizzammo le opere nelle pagine precedenti è destinato il me- 
morabile scritto di Klein Ueber die so-geng^nnte nicht-euklidische 
Geometrie (Math. Ann., 4, 1871) (2): il modo luminoso in cui tale 
scopo è raggiunto è sufficientemente attestato dall'altissima 
fa^a in cui ben presto salì e dall'immensa influenza che eser- 
citò quella memoria (3). Aggiungiamo che una seconda memoria 
di Klein dallo stesso titolo (Math. Ann., 6, 1873) è destinata 
a chiarire alcuni punti della prima (4), e fu il punto di partenza 
di numerose ricerche intomo (5) a quello che a buon diritto si 
considera come il '^ teorema fondamentale della geometria pro- 



li) Si noti che neirarticolo del Cayley On some Ancdytical Formulde and 
ihèir Application to the Tkeory of Spherical Coérdinatea (Cambridge Joum., 
1, 1846) sono esposte le forinole fondamentali della sferica analitica col- 
rintervento di una funzione quadratica omogenea delle coordinate, le 
quali sono in sostanza quelle che valgono nel piano ellittico. Inoltre nel- 
l'articolo Sur le problème dee contacts (Joum. f. Math., 89, 1850) si trova 
risolto il problema d* Apollonio in una metrica generale: cfr. anche il Mi- 
moire dello stesso autore sur les coniquea inscrites dans une méme surfaee 
du seeond ordre (Id., 41, 1851). 

(2) Tali rapporti sembra non fossero sfuggiti al Beltrami ed al Fielder: 
V. Analfftische Geometrie der Kegelschnitte nach G. Salmon, frei bearbeitet von 
W. Fiedler (IV Aufl., Leipzig, 1878) p. 697, nota 134. 

(3) Ivi s'incontra la definizione di distanza di due punti mediante il pro- 
dotto di una costante pel logaritmo del rapporto anarmonico che essi for- 
mano colle intersezioni della loro congiungente coir assoluto ; ivi si tro- 
vano eziandio i nomi di geometria ellittica, parabolica ed iperbolica. 

(4) Cfr. : V. Reyes y Prosper, Sur la geometrie non-euclidienne (Math. Ann., 
39, 1887), e Pasch, Ueber die projective Geometrie und die analfftische Dar- 
steilung der geometrisehen Gebilde (Ivi). 

(5) Vanno specialmente ricordate quelle di Lùroth e Zeuthen (esposte da 
Klein in Math. Ann., 7, 1874), di Thomae e Reye (v. le edizioni II e m 
dell'opera Die Geometrie der Lage di quest'ultiiào), dello Schur (Ueiber den 
Fundamentalsatz der projectiven Geometrie, Math. Ann., 17, 1880), del Dar- 
bouz (Sur le théorème fondamental de la geometrie projective, ivi) e del de 
Paolìs {Sui fondamenti della geometria projettiva, Lincei Mem., Ili, 9, 1880-81). 



— 296 — 

jettiva „ (1). Di recente lo stesso Elein^ in occasione di un cor^ 
di geometria non-euclidea (che venne poi litografato e che noi 
citammo in nota a pag. 287), ritornò sullo stesso tema con 
un'interessante nota Zur nichi-euklidischen Geometrie (Math. Ann., 
37, 1890), a cui fece seguito quella del Eilling, Ueber die Clif- 
ford-Klein'schen Baumformen (Id., 39, 1891). 

9. La creazione di nuovi sistemi geometrici accanto a quelle 
di Euclide suggerì ai geometri un nuovo ed assai vasto pro- 
blema, quello cioè di cercare in quali teorìe degli spazi non- 
euclidei siano incluse quelle che formano la geometria classica: 
tale problema occupò per parecchi anni i geometri e diede ri- 
sultati più meno interessanti dei quali qui deve essere £atto 
cenno. Ricorderemo anzitutto l'estensione della ordinaria trigo- 
nometria che fu intrapresa da Gayley stesso {On the Non-Euclin 
dian Geometri/, Math. Ann., 5, 1872), e completata dallo Story 
{On the Non-Eitclidian Trigonometry , Am. Joum., 4 e 5, 1882-83) 
e da M. Simon {Die Trigonometrie in der absoluten Geometrie, 
Joum. f. Math., 109, 1892) (2); in seguito l'estensione analoga 
che, nelle note On the Theory of the EvoltUe (Phil. Mag., 29, 
1865), e On Evolutes and Paralld Curves (Quart. Joum., 11, 
1871) del Gayley stesso, ricevette un'altra teoria nota; poi la 
soluzione data dal Battaglini {Nota sui ^circoli della geometria 
non-euclidea, Giom. di Mat., 12, 1874; cfr. Ricordi, I circoli 
nella geometria non-euclidea, Id., 18, 1880) del problema che 
corrisponde alla costruzione del cerchio che ne taglia tre altri 
sptto angoli dati e la generalizzazione della Kreisverufandi" 
schaft del Mobius (v. pag. 232) dovuta al medesimo geometra 
{Sull'affinità circolare non-^euclidea, Giorn. di Mat., 16, 1878) (3); 
la voluminosa opera di F. Tirelli intesa a rivelare Le fonti 
della geometria di Euclide (Napoli, 1884-86), ed a cui fa se- 
guito il Saggio di geometria metrico-prqjettiva (Salerno, 1888) 
dello stesso, si propone la determinazione dei teoremi di cui 



(1) Esso afferma che due punteg^te proiettive sullo stesso sostegno non 
possono avere più di due punti uniti. 

(2) y. anche : de Zolt, Saggio di pangeametria (Giom. di Mat, 15, 1877). 

(3) Si collegano a queste le memorie del medesimo geometra Sui rap- 
porto anarmonico sezionafe e tangenziàle delle coniche e Sul rapporto amar- 
monico sezionale e tangenziale ddle quàdriche (Giorn. di Mat., 12, 1874). 
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quelli di Euclide possono considerarsi come casi particolari. Più 
alto è il tema delle note di E. d'Ovidio Sopra alcuni luoghi ed 
inviluppi di primo e secondo grado in geometria proiettiva (Na- 
poli Rend., 14, 1875), Le proiezioni ortogonali nella geometria 
metrico^rojettiva (Torino Atti, 11, 1876), Le proprietà focali delle 
coniche nella metrica prqjettiva (Id., 26, 1891), Sulle coniche con- 
focali nella metrica projettiva (Ivi) e Teoremi sulle coniche nella 
metrica prqjettiva (Ivi), di cui le tre ultime hanno dei punti di 
eontatto colla nota dello Story On Non-Euclidian Properties of 
conica (Am. Joum., 5, 1883). Del d'Ovidio va anche ricordato 
lo Studio sulla geometria projettiva (Ann. di Mat., Il, 6, 1873) 
— al quale si può avvicinare la memoria di H. Stahl Ueber 
die Maassfunctionen der analytischen Geometrie (Berlin, 1873) e 
VHabUitationsschrift di H. Frahm (Ttibingen, 1873) —, le me- 
morie seguenti: I complessi e le congruenze lineari nella geometria 
prqjettiva (Id., 7, 1875), Alcune proprietà dei complessi e delle 
congruenze lineari in geometria proiettiva (Lincei Mem., II, 3, 
1875-76), Sulle reti di complessi lineari nella geometria metrico^ 
prqjettiva (Ivi), Le serie triple e quadruple di complessi lineari nella 
geometria metrico^projettiva (Ivi), nonché i Teoremi sui complessi 
lineari nella metrica projettiva (Rend. Ist. Lomb., II, 14, 1881), 
e la nota Su varie questioni di metrica proiettiva (Torino Atti, 
28, 1893), nella quale, fra l'altro, è trattata la questione del 
modo di definire il volume in uno spazio di curvatura costante, 
questione già trattata ex-professo nelle note seguenti : G. Loria 
Sul concetto di volume in uno spazio lineare qualunque (Giom. di 
Mat., 26, 1888); R. S. Ball On the Theory of Content (Dublin 
Trans., 29, part. V, 1888); M. Simon Zur Volumenbestimmung in 
der Lobatschewsh/ schen Geometrie (Math. Ann., 42, 1893). Al 
Cayley dobbiamo ancora la generalizzazione della teoria delle 
superficie minime (Sur Us surfaces minima, C. R., Ili, 1890), 
mentre l'estensione della teoria delle geodetiche fu invece in- 
dicata dal Liiroth assai prima nella nota appunto intitolata 
Verallgemeinerung des Problems der kiirzesten Linie (Zeitschr. f. 
Math., 14, 1868). Il fatto notevo],e che la teoria degli isoperi- 
metri si conserva in una metrica generale venne rilevato dal 
Bang {NogU Maximumspróblemer i den ikke euklidiske Geometri, 
Tidsskrift, V, 5, 1887). Ne va dimenticato il lavoro del de Paolis 
sopra La trasformazione piana doppia di secondo ordine e la sua 
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applicazione alla geometria non-euclidea (Lincei Mem., IQ, 2, 
1878), i cui risultati vennero poi estesi allo spazio dall' Aschieri 
nella memoria sopra La trasformazione quadratica doppia di spazio 
e la sua applicazione alla geometria dello spazio non-euclideo (Rend. 
Ist. Lomb., n, 14 e 15, 1881-82). 

A sviluppi della teoria di cui ci occupiamo sono destinate lo 
scritto del Clifford intitolato Analgtical Metrics (Quart. Joum., 6, 
1865, e 7, 1866), al quale serve di complemento quello postumo 
On the Theory of Distances (Math. Papers, p. 130-164), l'altra 
memoria di H. Cox Homogenous Coordinates in Imaginary Oeo- 
metry (Quart. Joum., 18, 1881) (1), le note di Cayley On the 
Non'Euclidian piane Geometry (Proc. R. 5-, 37, 1884) e Non^Eu- 
clidian Oeometry (Cambridge Trans., 15, 1892), ed il lavoro del 
Réthy intitolato Die FundamentaUQleichungen der nicht^-euìdi" 
dischen Geometrie auf elementarem fTege abgeldtef (Arch. der 
Math., 58, 1882). 

Questi scritti conducono naturalmente a citare gl'importantissimi 
del Bianchi Sull'applicabilità delle superficie negli spasi di curva- 
tura costante (Lincei Mem., Ili, 2, 1878), Sui sistemi di Weingarten 
negli spazii di curvatura costante (Id., IV, 4, 1887), SuUe super- 
ficie d'area minima negli spazii a curvatura costante (Ivi), SuUe 
forme quadratiche differenziali indefinite (Id., 5, 1888), SuUe di- 
visioni regolari dello spazio non euclideo in poliedri regolari (Id., 
V, 2, 1893) (2), Sulle superficie a curvatura nulla negli spazii di 
curvatura costante (Torino Atti, 30, 1895), e SuUe superficie a 
curvatura nulla in geometria ellittica (Ann. di Mat., Il, 24, 1896); 
di natura analoga sono le ricerche di C. Fibbi sopra I sistemi 
doppiamente infiniti di raggi negli spazii di curvatura costante (Pisa 
Ann., 1891) ove fra l'altro è generalizzato il celebre teorema di 
Malus-Dupin (v, p. 15). 

10. Di un altro ordine sono i risultati consegnati nella bella 
memoria del Lindemann Ueber unendlich ideine Bewegungen starrer 
Kórper bei allgemeiner projectivischer Massbestimmung (Math. Ann., 

(1) Gir. anche lo scritto del medesimo autore On the Application of Qua- 
iernions and Orasamann^s Ausdehnungslehre to diffèretU Kinda of Uniform 
space (Cambridge Trans., 13, 1882). 

(2) È questo un tema che in questi ultimi tempi venne piii volte trat- 
tato ; se non citiamo i lavori ove è svolto, gli h che essi son piuttosto di 
pertinenza dell'analisi. 
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1, 1873) ove sono generalizzate le classiche teorìe del moto e 
delle forze^ e di cui possono intendersi come proseguimenti 
quelle di A. Buchheim On the Theory of Screws in Elliptic Space 
(Proc. L. M. S., 15, 16 e 17; 1884-85); di R. S. Heath On the Dy- 
namics of a Rigid Body in Elliptic Space (Phil. Trans., 175, 1884), 
e di W. Bumside On the Kinematiks of Non-Euclidian Spase (Proc. 
L. M.-S., 26, 1894) (1). Indirizzo diverso dalla memoria del 
Lindemann hanno gli Études d& mécanique abstraite (Belgique 
Mém., 21, 1870) del de XiUy e V Essai dello stesso sur les principes 
fondamentaux de la geometrie et de la mécanique (Bordeaux Mém., 
n, 3, 1879); analoghe in certo modo a queste ricerche sono 
quelle che tendono a determinare come si presenterehbero i fe- 
nomeni fisici in uno spazio non-euclideo, fra cui vanno rìcor- 
date quelle dello Scherìng sopra Die Schwerhraft im Gaussischen 
Baume (Gótting. Nachr., 1870) (2), del Fresdorf Ueber die Oeometrie 
und die Potentialfunction im Gaussischen und Biemannschen Baum 
(Diss. Góttingen, 1873), quelle del Cesare riguardanti Moti ri- 
gidi e deformazioni termiche negli spazii curvi (Lincei Rend., lY, 
4, I8822), quelle del Padova (1845-1896) sopra La teoria di Max- 
weU negli spazii curvi (Id., IV, 5, 1889i). E qui cade in acconcio 
far menzione della splendida memoria del Beltrami Sulle equa- 
zioni generali dell'elasticità (Ann. di Mat., II, 10, 1881), ove è 
dimostrato essere le equazioni generali dell' elasticità indipen- 
denti dal postulato d'Euclide e sono poi determinate le equa- 
zioni dell'isotropia in uno spazio di curvatura costante. 

11. Ricorderemo ancora le note commentative del Battaglini 
Sulla geometria immaginaria del Lobatschewsky (Giom. di Mat., 5, 
1867; trad. in francese in Nouv. Ann., Il, 7, 1868) e le Considera- 
tìons sur quelques singularités qui se présentent dans les constructions 
de la geometrie non-euclidienne del Bouniakowsky (Petersbourg 
Mém., 18, 1872), quella del Mansion sopra la Belation entre les 
distances de dnq points en geometrie non-euclidienne (Mem. de la 



(1) Si veggano anche le note postume del ClifiPòrd : Motion of a Sólid in 
EUiptic Space (Math. Papera, p. 878-384) ^ Onthe Theorg of Screws in a Space 
cf' Constant Positive Curvature (Ivi, p. 402-405) ; inoltre Most, Nette Darlegung 
der absoluten Geometrie und Mechanik mit BerUcksichtigung der Frage nach 
den Orenzen des Weltenraumes (Coblenz 1888). 

(2) Notiamo a tale proposito che il Lipschitz narra (Joom. f. Math., 74, 
1872) avere Lejeune-Dirichlet fin dal 1850 studiata la legge di gravitazione 
nello spaado non-enclideo. 
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Soc. Se. de Bruxelles, 15, 1892)^ le Notes sur la geometrie eucli- 
dienne et sur la geometrie non^euclidienne (Mathésis, II, 1, 1891) 
dello stesso geometra e quella del de Tilly Sur le principe fonda- 
menta! de la geometrie riemannienne (Id., 4, 1894), le Bemerkungen 
uber den Beweis des Satzes von der Winkelsumme des Dreiecks 
(Math. Ann., 29, 1887) del Petersen, V Elementar-geometrische 
Ableitung der ParaUelenconstruction in der absoluten Geometrie 
(Journ. f. Math., 107, 1890) diM. Simon, le osservazioni Ueber 
das Parallelenaxiom (Deutsch. Math.-Ver., 1, 1892) e la Construe- 
tion der Tangenten an Kreis und Grenzkreis, und Beweis dass 
der Lobatschewsk}/ sche Raum eine doppeU unendliche Menge von 
Kugeln mit unendlich grossem Raditis enthdU (Id., 3, 1894) del me- 
desimo autore. Ne possiamo dimenticare la memoria del Busche 
Ueber eine rationale nicht-euklidische Massbestimmung (Ham- 
burger Mitth., 3, 1892) ove è definita la distanza dei punti di 
coordinate cartesiane {xi t/i) e {x2 , i/2) mediante la funzione 
(^2 — Xi) + (y2 — yi)j ® l'angolo di due rette in modo correlativo. 
Ma fra tutte le recenti memorie sulla geometria non-euclidea 
le più importanti sono quella del Segre Sulle geometrie metriche 
dei complessi e delle sfere e sulle loro mutue analogie (Torino Atti, 
19, 1883), e l'altra, di indole più generale e strettamente col- 
legate alle indagini del Lie, del Poincaré Sur les kypothèses 
fondamentales de la geometrie (Bull. S. M. F., 14, 1887) (1). 

12. Le nuove dottrine di cui ci siamo occupati in questo ca- 
pitolo furono oggetto di esposizioni metodiche. Le più antiche 
sono quelle di C. Flye S.*® Marie {Études analytiques sur la tkéorie 
des parallèles, Paris, 1871) e del Frischauf (Elemente der abso- 
luten Geometrie, Leipzig, 1875); ad esse seguono quelle del EoUing 
{Die nicht-euklidischen Raumformen in analytischer Behandlung, 
Leipzig, 1885), del Lindemann (v. le Vorl, ui, Geom. von A, Clebschj 
2, Leipzig, 1891), del Klein (v. le Lezioni litografate che men- 
zionammo in una nota a pag. 287) e del Veronese {Fondamenti 
di geometria ecc.) (2) ; né va taciuto che coU'opuscolo intitolato 



(1) È da notarsi a questo proposito Tintervento di considerazioni non- 
euclidee nella ornai celebre Théorie des groupes fucksiena (Acta 1, 1882-83) 
dell'or citato geometra. 

(2) Si vegga anche: B. Stawell Ball, The Non-Euelidian Geometrie (Hermha- 
tena, 9) e Tarticolo dello stesso autore Measurement nella 9^ ed. delPEn- 
ciclopedia britannica. 
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Die Elefnente der Geometrie mit Rucksicht auf die absolute 
Geometrie (Strassburg i. E., 1890), M. Simon si è proposto il 
lodevole intento di diffondere le nuove idee sulla geometrìa 
nelle scuole medie. Aggiungiamo finalmente che nell'Essai de 
géofnétrie analytique generale (Belgique Mem., 47, 1892) il de Tilly 
ha suggerito un nuovo punto di partenza per esporre la geo- 
metrì^ non-euclidea, il quale, per essere generalmente accettato, 
abbisognerebbe di qualche ulteriore sviluppo, ciò che non toglie 
ad esso i pregi di indiscutibile novità che possiede. 

Nò alle dottrine medesime mancarono delle esposizioni sto- 
rico-critiche. Tacendo dei lavori di Erdmann, Rosanes e Kara- 
giannides che già ci accadde di citare (p. 281 e 291), tacendo anche 
dello Scritto polemico di A. de Commines de Marsilly intitolato 
Éttides sur le " postuìatum „ d'Euclide et sur les principes fonda- 
mentaux de la geometrie élémentaire (Ass. fr., 1889), citeremo le 
Abhandlungen aus dem Grenzgebiete der Mathematik und PhUo- 
Sophie di J. G. Becker (Ztirich, 1870), la memoria di R. Beez 
Ueber euklidische und nicht-euldidische Geometrie (Plauen i. V., 
1888), la Diss. di A. Donadt Das mathematische Baumproblem und 
die geometrischen Aonome (Leipzig, 1881), e Io scritto di M. Simon 
Zu den Grundlagen der nicht-euklidischen Geometrie (Strassburg, 
1891). Vanno uniti a questi lavori la nota del Mansion Sur les 
principes fondamentaux de la geometrie, de la mécanique et de l'a- 
stronomie (Paris, 1893), nonchò l'Essai d'exposition élémentaire des 
principes fondamentaux de la geometrie non-euclidienne de Eiemann 
(Mathésis, II, 5, 1895) dello stesso geometra, a cui servì di com- 
plemento l'articolo Sur les premi^s principes de la metageometrie 
et de la geometrie de Riemann (Ivi), ed a cui si può unire la 
Notice sur les recherches de M, de Tilly en metageometrie, (Revue 
des questions scientifiques, 37, 1895). 

Da tutto ciò risulta quale considerevole movimento intellet- 
tuale sia stato prodotto dalle nuove idee ora descritte sui fon- 
damenti della geometria: ciò forse non basta ad assicurare un 
posto duraturo nella storia della scienza a coloro che per primi 
le formularono ed a renderli degni della perenne riconoscenza 
dei posteri? 
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CAPITOLO XI. 
Qeometria degli spazi a quantesivogliano dimensioni. 

1. La teoria delle varietà comunque estese, o geometria degli 
spazi a quantesivogliano dimensioni (iperspazi), deve la propria 
origine al sussidio che l'algebra ricevette dalla geometria dopo 
che Descartes e Format insegnarono (v. pag. 15) ad applicare 
quella a questa. Invéto questo aiuto sembra necessariamente 
limitato, giacché soltanto i fatti analitici collegati alle«teorie 
delle funzioni a una, due o tre variabili (ossia a quelle delle forme 
binarie, ternarie o quaternarie) sono suscettibili di una imme- 
diata rappresentazione concreta. Ma lo spirito di generalizza- 
zione, che, come già notammo, fu e non cessò di essere pei 
moderni uno degli stimoli più potenti ed efficaci alla ricerca geo- 
metrica, diede ad essi la forza sufficiente per varcare i Umiti 
che la natura sembrava avere posti alle loro facoltà immagi- 
native e parlare di spazi comunque estesi, cioè di spazi ana- 
loghi alla retta, al piano ed allo spazio in cui viviamo, ma di 
cui ogni elemento fosse determinato da un gruppo di numeri 
composto di. quantisivogliano elementi (1). E ne parlarono senza 
neppure proporsi la questione se esistano effettivamente tali 
spazi, sia che la considerassero di pertinenza, più della filosofia 



(1) Chi meriti ii nome di scopritore di questo nuovo mondo schiuso sd 
geometri è difficile dire> Si può osservare però che gli analisti del periodo 
cartesiano rappresentarono con un * ipersolido , il prodotto di quattro linee- 
D'altronde prima di loro Viète era ricorso per rappresentazioni ad uno 
spazio a nove dimensioni, e Stifel (1 486-1 5OT) ha scritto a questo propo- 
sito, nella sua edizione deìV Algebra del Rudolff, alcune frasi assai signifi- 
canti che K. Fink ha riprodotte a p. 173 del suo Kurzer Abriss einer Ot- 
schichte der Elementar-Mathematik (Tùbingen, 1890). Più tardi Leibniz ha 
parlato di ' rectangule solide et ipersolide ,, ed a Emanuele Kant (1724- • 
1804) non isfuggi la possibilità di una geometria a piili dimensioni; * eine 
Wissenschaft von alien diesen Raumarten ,, egli scrisse, * w&re unfehlbar 
die hòchste Geometrie, die ein endlicher Yerstand untemehmen kdnnte , 
(Kant' 8 Werke, ed. Hartenstein, 1, Leipzig, 1867, p. 22 e seg. Cfr. E. Fink, 
Kant ala Mathematikery Diss. Erlangen, 1889, p. 16). Che anche Gauss 
avesse un*alta fiducia nella legittimità e delPavvenire della geometria a 
più dimensioni risulta da alcune parole scritte dal Sartorius v. Walter- 
hausen a p. 81 del suo opuscolo, già ricordato. Gauss zum Gedàchtniss 
(Leipzig, 1856). 
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e della fisica, che della matematica, sia che si fossero persuasi 
che la sua soluzione non potesse appianare le difficoltà anali- 
tiche a cui avevano intento lo sguardo; ed a ragione si com- 
portarono in tal modo; perchè cosi, senza dar di cozzo in un 
problema forse insolubile, essi conseguirono il loro intento, 
quello cioè di avere a propria disposizione delle rappresentazioni 
(sensibili o soprasensibili poco importa, ma estremamente sug- 
gestive) di molte argomentazioni algebriche e dei risultati a cui 
queste conduc(mo. 

n primo sviluppo metodico della geometria a più dimensioni 
venne tentato dal Cayley nei Chapters in the Analyiical Oeometry 
of n Dimensiona (Cambridge Joum., 4, 1843), primo germe del 
piti esteso lavoro dello stesso autore intitolato A Memoir on 
Abstract Geometry (Phil. Trans., 160, 1870). Quattro anni dopo 
la prima pubblicazione di Cayley, e probabilmente senz'averne 
cognizione, il Canchy trattò lo stesso tema nell'articolo Sur les 
lieux analytiques (C. R., 24, 1847), il quale* sembra non avere 
molto incontrato il favore del pubblico, e cadde in oblio così 
completo che fu necessario il Genocchi molti anni dopo ne 
segnalasse Y esistenza e ne rilevasse il significato nella già 
menzionata Lettre à M. Quetelet sur diverses questians mathé- 
matiques (Belgique Bull., E, 26, 1873). 

2. Questo medesimo concetto dì spazio ad n dimensioni come 
varietà numerica sta a base della memoria, a noi già nota, di 
Riemann TJeber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grande 
liegen (1), la quale, vuoi per Toriginalità e l'importanza delle 
idee che racchiude, vuoi per Tagitazione che produsse in tutto 
il mondo dei geometri, è da considerarsi come fondamentale 
nell'argomento che trattiamo. A convincersene si rifletta che 
ivi è proposto un modo per definire e generare le varietà co- 
munque estese, è fatto il primo tentativo di estendere agli 
spazi superiori l'ordinaria geometria metrica, e (generalizzando 
idee e metodi di Gauss) è introdotta la nozione di curvatura 
di tali spazi e calcolatone il valore. 



(1) Gfr. anche la CommetUatio mathematica, ecc., che porta il n** 22 in 
B. Riemann' 8 Geaammelte matfifimatische Werke (Leipzig, 1876). 
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A chiarire, diffondere, completare le indagini di R^mann con- 
tribuì potentemente il Beltrami colla sua giustamente celebre 
Teoria fondamentale degli spazii di curvatura costante (Ann. di 
Mat., n, 2, 1868-69), ove, fra V altro, è dimostrato che in uno 
spazio di curvatura costante ad n dimensioni ogni linea geode- 
tica è rappresentabile col sistema di n — 1 equazioni lineari fra 
le coordinate di un punto. La questione, in certo modo reciproca, 
di definire uno spazio ad n dimensioni in cui le geodetiche sono 
rappresentabili in siffatta guisa, fri risolta dallo Schlàfli, il quale 
trovò che un tale spazio è necessariamente a curvatura co- 
stante (1). 

Da questi scritti derivano i seguenti: Schering, Linien, Flà- 
chen und hohere Gebilde in mehrfach ausgedehnten Gause^schen 
undRiemann'schen Baume {Otbttìng.'SsLchT., 1873); S. Newcomb, 
Elementary Theorems Bdating to the Oeometry of Space of Three 
Dimensions and of Uniform Positive Curvature in the Fourth Di-- 
mension (Joum. f. Math., 83, 1877); F. W. Frankland, On the 
Simplest Continuous Manifoldness of Two Dimensions and of Fi- 
nUe Extent (Proc. L. M. S., 8, 1877); W. KiUing, Uebèr zwei 
Baumformen mit constanter positiver Krummung (Joum. f. Math., 
86, 1879), e DieRechnung in den nicht-enklidischen Baumformen 
(Id., 89, 1880); T. Craig, Note on the Projection of the General 
Locus of Space of Four Dimensions into Space of Three Dimensions 
(Am. Joum., 2, 1879), e On Certain Metrical Properties of Sur- 
faces (Id., 4, 1882); Vahlen, Sur la surface de Fresnel (Nouv. 
Ann., in, 14, 1895) (2). Nello stesso indirizzo è scritta la me- 
moria del Page, Transformations Groups in Space of Four Di- 
mensions (Annals of Mathematics, 9, 1894-95), l'opera del Eilling 
dal titolo Die nicht-euklidischen Baumformen in analytischer Be- 
handlung (Leipzig , 1885) — a cui fa seguito la memoria dello 
Schur, Ueber den Zusafnmenhang der Bàume constanten Bie- 
mann'schen Kriimmungsmaasses mit den projectiven Bàumen (Math. 
Ann., 27, 1886) — , l'articolo del Cesare sopra Le deformazioni 
infinitesime degli iperspazii (Napoli Rend., II, 9, 1895), e le note più 



(1) V. la Nota alla Memoria dd sig. Beltrami " Sugli spazii di curvatura 
costante „ (Ann. di Mai, II, 5, 1871-73) e la successiva Osservazione del 
Beltrami. 

(2) Ivi è ottenuta Tequazione della superficie delle onde in uno spazio 
a quantesivogliano dimensioni. 
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elementari del de la Rive Sur Vemploi d'une quatrième dimension 
(C. R.,* 120, 1895), et Sur Vemploi d'une quatrième dimension en • 
geometrie analytique (Archives dea sciences physiques et natu- 
relles de Genève, 33, 1895). 

8. Il concetto di spazio a più dimensioni come varietà nume- 
rica si ritrova anche nei tentativi di estendere a quantesi vogliano 
variabili quelle ricerche che pel nostro spazio descrivemmo nel 
Gap. dedicato alla geometria differenziale. Tali sono quelle dello 
Schlàfii, Ueber das Minimum dea Integrale J y^dx\ -f- dx] + ... -f- à^i 
wenn dieVariabeln Xi, Xj, ..., x» durch eine Gleichung zweitenGrades 
gegenseitig von einander abhdngen (Journ. f. Math., 43, 1852), 
del Beltrami Sulla teoria generale dei parametri differenziali (Bo- 
logna Mem., Il, 8, 1869) (1), e del Ricci Sulla teoria degli iper- 
spazii (Lincei Rend., Y, 4, 18952); ^^i quelle numerose ed impor- 
tanti suir estensione della nozione di curvatura, di cui le più 
cospicue sono consegnate nei lavori seguenti (2): Ghristoffel, Ueber 
die Transforynation der homogenen Differentialausdriicke zweiten 
Orades (Journ. f. Math., 70, 1869); Lipschitz, Untersuchungen in 
Betreffder ganzen homogenen Functionen von n Differentialen (Ivi), 
Fortgesetzte Untersuchungen in Betreffecs. (72, 1870), Ausdehnung 
de Theorie der Minimalfldchen (Id., 78, 1874), Beitrag zur Theorie 
der Krummung (Id. , 81, 1876), Généralisation de la theorie 
du rayon osculateur d'une surface (C. R., 82, 1876, o Journ. 
f. Math., 81, 1876), e Untersuchungen iiber die Bestimmung 
von Oberflàchen mit vorgeschriebenen , die KrummungsverhàU'- 
nisse betreffenden Eigenschaften (Berliner Ber., 1882); Kronecker, 
Ueber Systeme von Funktionen mehrerer Variabeln (Id., 1869); 
liie, Ueber die jenige Theorie eines Raumes mit béliebig vielen ZW- 
mensionen, die der Kriimmungstheorie des gewòhnlichen Raumes 
entspricht (GStting. Nachr., 1871), e Zur Theorie eines Raumes . 
von n Dimensionen (Ivi; cfr. anche Klein, Liniengeometrie und 
metrische Geometrie, Math. Ann., 5, 1872) (3); Suworoff, Sur les 



(!) Cfr. Volterra, Delle variabili complesse negli iperspazi e Sulle funzioni 
(li iperspazi e sui loro parametri differenziali (Lincei Rend., IV, 5, 1891i). 

(2) Parecchi di essi possiedono anche molto valore per gli analisti. 

(8) In questi scritti di Lia e Klein si trova fra Taltro la generalizzazione 
del teorema di Dupin (v. p. 158) e di altri analoghi. 

LoBU, Il pa9»ato §d il présente tUUt principali Uorit geometriche. 20 
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caractéristiques des systèmes de troia dimenimns (Bull. Se. math., 
4, 1873); Beez, Veber das KrummungstìMass von Mannigfcdtig' 
keUen hoherer Ordnung (Math. Ann., 7, 1874), e Zur Theorie 
des Krummungsmaasses von Mànnigfaliigkeiten hoherer Ordnung 
(Zeitschr. f. Math., 20, 1875, 21, 1876, e 24, 1879; v. anche la 
monografia già citata Ueber euklidische und nicht-euklidische Geo- 
metrie, Plauen i. V., 1888) ; Jordan, Oénéralisation du théorème 
d'Euler sur la courbure des surfaces (C. R., 79, 1874); Alle, 
Zur Theorie des Gauss' schen Krummungsmaasses (Wiener Ber., 74, 
1876); Vos8, Zur Theorie der TransformcUion der quadratiseher 
Differentialausdrucke und der Krummung hoherer Mannigfaìtìg- 
keiten (Math. Ann., 16, 1880); Brill, Bemerkung uber psetidosphd- 
rische MannigfaUigkeUen von drei Dimensionen (Math. Ann., 26, 
1886) (1); Hoppe, Erweiterung einiger Sàtze der FlachentheoHe 
auf n Dimensionen (Afch. der Math., Il, 3, 1886); Pieri, Intorno 
ad un teorema dei sigg. Beiti e Weingarten (Giorn. di Mat., 24, 
1886 (2); Schafstein, Ausdehnung eines die geradlinigen Strah- 
lensysteme betreffenden Problems auf die n — dimensionale homo- 
gene Baumform (Diss. Bonn, 1888); Berzolari, Sulle equazioni 
differenziali delle quadriche in uno spazio ad n dimensioni (Lincei 
Kend., Y, 5, 1896i). Aggiungiamo che al Mehler siam debitori 
di alcune osservazioni importanti Ueber die Benutzung einer vier- 
fachen Mannigfaltigkeit zur Ableitung orthogonaler Flachensgsteme 
(Id., 84, 187-8), al Cesare di una memoria sopra Le formole di 
Codazzi negli iperspazii (Napoli Rend., Il, 8, 1894), nonché di 
interessanti ricerche Sulla geometria intrinseca degli spazii curvi 
(Napoli Mem., II, 6, 1894), ed al Puchta di una nota Ueber die 
aUgemeinstein abunckelbaren Bdume, Ein Beitrag zur mehrdimen- 
sionalen Geometrie (Wiener Ber., 101, 1892). 

Ad estendere a spazi di quattro o n dimensioni la geometria 
dififerenziale delle curve tendono molti scritti^ di cui basti qui 
ricordare i seguenti: Jordan, Sur la theorie des courbes dam 



(1) Fra i risaltati ottenuti in questi lavori è degno di particolare men- 
zione Taccertamento del fatto che una varietà a n > 2 dimensioni immersa 
in una a n -|~ 1 dimensioni in generale non può deformarsi in quesfìdHma 
senza rotture né duplicature; lo potrà però, generalmente parlando inva- 
dendo uno spazio a piti di n -f~ 1 dimensioni. 

(2) Ivi ò esteso allo spazio di n dimensioni il teorema che dice essere 
un'ellisse o un'iperbole il luogo de' punti per cui ò costante la somma o 
la differenza delle distanze da due punti fissi. 
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V espace à n dimensions (C. R., 79, 1874); H. Fromm, Ueber die 
Kriltnmungsverhàltnisse einer Kurve im H'fdch ausgedehnten homo- 
genen Raum von verschioindendem Krummungsmasse (Diss. Bonn, 
1878); Brune!, Sur les propriétés métriques des courbes gauches 
dans un espace linéaire à n dimensions (Math. Ann., 19, 1882); 
Hoppe, Ueber dreifach gekrummte Ourven und deren Parallelen 
(Arch. der Math., 64, 1880), Principien der n-dimensionalen 
Ourventheorie (Id., Il, 6, 1888), Fundamentalaxen der mehrfach 
gekrummten Linien (Id., 11, 1892), e Osculierende Kugel nebst 
den analogen Gebilden fiir n Dimensionen (Id., 12, 1893); Piron- 
dìnì, Sulle linee a tripla curvatura nello spazio euclideo a quattro 
dimensioni (Giorn. di Mat., 28, 1890); Landsberg, Zur Theorie 
der Kriimmungen eindimensionaler, in hòheren Mannigfaltigkeiten 
enthaUener Oebilde (Journ. f. Math., 114, 1874). 

Ancora: il teorema di Liouville intorno alle trasformazioni 
conformi del nostro spazio, di cui facemmo menzione in nota 
a pag. 250, fu esteso dal Beez, il quale, nella nota Ueber con- 
forme Abbildung von Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung (Zeit- 
schr. f. Math., 20, 1875), dimostrò che le uniche rappresen- 
tazioni di uno spazio ad n>2 dimensioni che conservino gli 
angoli sono l'eguaglianza, la simmetria, la similitudine e la tras- 
formazione per raggi vettori reciproci generalizzata; mentre 
siamo debitori al Wolstenholme del teorema che dice essere 

in generale -^^ 1 (w — 1)^ — li il numero delle normali di una 

superficie d'ordine n in uno spazio a d dimensioni che passano 
per un punto dato {Educational Times, 10, 1868). 

Finalménte il Betti, il Tonelli, il Dyck ed il Poincaré stu- 
diarono con buon successo le questioni attinenti alla connessione 
di uno spazio comunque esteso. I lavori in cui essi esposero i 
loro risultati sono rispettivamente: Sopra gli spazii di un nu- 
mero qualunque di dimensioni (Ann. di Mat., II, 4, 1870-71), Sulla 
connessione degli spazii (Lincei Rend., IV, 6, 1890i), BeUrdge 
zur Analysis situs, II Aufsatz (Math. Ann., 37, 1890), Sur Vana- 
lysis situs (0. R., 115, 1892). 

Aggiungiamo essere stato dimostrato con opportuni esempi da 
G. Brunel {Note sur Vanalyse indéterminée et la geometrie à n di- 
mensions, Bordeaux Mém., Ili, 2, 1886) e da A. Puchta {Ueber 
ein Satz von Euler-Brioachi-Genocchi, Wiener Ber., 96, 1887) che 
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la considerazione di spazi superiori abilita a risolvere anche delle 
questioni di teoria dei numeri. In un altro campo dell'analisi 
venne pure sfruttata la geometria a n dimensioni, cioè nello 
studio delle sostituzioni llaeari su due variabili complesse: chi 
vuole convincersene consulti la nota di P. del Pezzo Sui gruppi 
Kleineani a due variabili (Napoli Rend., Il, 5, 1893). 

4. Non abbiamo ancora parlato dell'esteso Essai sur la geo- 
metrie à n dimensions del Jordan (Bull. S. M. F., 3, 1875; cfr. il 
sunto inseritone in C. R., 75,' 1872), ove è tentata una metodica 
generalizzazione della geometria metrica trattata mediante coor- 
dinate cartesiane; abbiamo differito a citarla sino a questo mo- 
mento perchè al termine di essa è intrapresa l'estensione a spazi 
comunque estesi della cinematica dello spazio euclideo, ed è ap- 
punto ora che noi intendiamo dar notizia dei tentativi fatti per 
estendere alcune importanti discipline fisico-matematiche agli 
spazi di curvatura costante. Fra essi spetta il primo posto alla 
generalizzazione del problema dei tre corpi fatta dal Lipschitz 
nel ben noto lavoro intitolato Untersuchung eines Problems der Va- 
riationsrechnung (Journ. f. Math., 74, 1872; dr. Extension ofthe 
Hanetprpblem io a Space of n Dimensions and of Constant Integrai 
Curvature, Quart. Journ., 12, 1874). Seguono ad essa in ordine 
di tempo le investigazioni di E. Schering sopra Die Schwerkraft 
in mehrfach ausgedehnten Gauss' schen und Riemann'schen Ràumen 
(Gótting. Nachr., 1873) (1), e quelle intorno alla cinematica degli 
iperspazi, i cui risultati si apprendono dagli scritti del Clif- 
ford, On the Free Motion under ìw Forces of a Bigid System 
in an n-fold Homaloid (Proc. L. M. S., 7, 1876), e del Bel- 
trami, Formules fondamentales de cinématique dans les espaces de 
courbure constante (Bull. Se. math., 11, 1876); ad esse si collegano 
la memoria del C. J. Monro (1883-1882) On Flexure of Spaees 
(Proc. L. M. S., 9, 1878),la dissertazione di L. Scheeffer (1859- 
1885) Ueber Bewegungen starrer Punktsysteme in einer ebenen 
n-fachen Mannigfaltigkeit (Berlin, 1880), nonché le memorie del 
Killing, Die Mechanik in den nichteuklidischen Raumformen (Journ. 



(1) Cfr.: Opitz, Etnige Sàtze uber die Anzièhung in mehrfach ausgedehnUn 
Gauss^schen und Riemann*8chen Ràumen (Diss., G5ttingen, 1881). Va ancora 
rilevato che sino dal 1833 il Green (1793-184r aveva studiato la legge di 
gravitazione in uno spazio ad n dimensioni. 
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f. Math.y 98, 1885), dello Schur Ueber die Defortnatian der Rdume 
constanten Riemann' schen Kriimmungsmaasses (Math. Ann., 27,. 
1886), e Ueber die Deformation eines dreidimensionalen Raumes 
in einem ebenen vierdimensionalen Raume (Id., 28, 1887), di 
F. N. Cole, On Rotations in Space of Four Dimensions (Am. 
Joum., 12, 1890), e di P. H. Schoute, Le déplacement le plus ge- 
neral dan$ Vespace à n dimensions (Ann. de TEc. poi. de Delffc, 
7, 1891), e On the Order of the Groups related to Anallgmatic 
Displacements of the Regular Bodies in n-dimensional Space (Brit. 
Ass., 1894), di F. Schottky, Ueber die analytische Auflòsung der 
Atifgabe der Rotation eines f esten Kòrpers im vierdithensionalen 
Raume (Berliner Ber., 1891), dello Stackel Ueber die Bewegung 
eines Punktes in einer n-fachen Mannigfaltigkeit (Math. Ann., 42, 
1893), e Ueber Biegungen von n-fachausgedehntenMannigfaUigkeiten 
(Journ. f. Math., 113, 1893), e del Cesare sopra Le deformazioni 
infinitesime degli iperspazii (Napoli Rend.,II, 9, 1895) e Sulle equa- 
zioni dell'elasticità negli iperspazii (Lincei Rend., V, 3, 18942). 

Di indole piti analitica sono gli scritti seguenti: Cayley, A 
Memoir on Prepotential (Phil. Trans., 165, 1875), Kronecker, 
Ueber Potentiale n-facher Mannigfaltigkeiten (Coli, math., 1881), 
Tonelli Sopra la funzione potenziale in uno spazio di n dimensioni 
(Ann. di Mat., Il, 10, 1882); Hoppe: Anziehung eines der Kugel 
analogen Oebildes von n DimensUmen auf einen Punkt (Arch. der 
Math., n, 4, 1886), e Z)a« n-dehnige {ji-\-iyEckin Beziehung auf 
seine Haupttràgheitsaxen (Id., 5, 1887); Voss, Ueber ein Theorem 
der analytischen Mechanick (Math. Ann., 27, 1886); T. C. Lewis. 
Application of Geometri/ of four Dimensions to determine Moments 
of Inertia of Bodies without Integration (Quart. Joum.. 16, 1879). 

6. La geometria cartesiana, specialmente se trattata mediante 
coordinate ortogonali, è in certo modo rispetto alla geometria 
analitica in generale, quello che la geometria elementare di Eu- 
clide è rispetto alla geometria generale. Come dalle formolo e 
dai calcoli della geometria cartesiana nacquero, lasciando inde- 
terminato il numero delle variabili, le investigazioni di geo- 
metria ad n dimensioni indicate nei nn. prec, così dalla geo- 
metria di Euclide si assurse ad una geometria elementare degli 
spazi ad n dimensioni, ammettendo la possibilità di considerare 
delle varietà differenti dal nostro spazio, non per l'intima strut- 
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tura, ma soltanto pel numero delle loro dimensioni, e quindi 
di studiare in essi delle figure analoghe a quelle che formano 
il primo campo delle ricerche del geometra. 

Tale generalizzazione in molti casi non si può compiere age- 
volmente d'un tratto, ma può effettuarsi senza gravi difficoltà 
accrescendo successivamente di un'unità il numero delle dimen- 
sioni dello spazio su cui si opera. Donde la ragion d'essere 
di molti lavori concernenti la geometria dello spazio a quattro 
dimensioni, i quali, oltre all'importanza intrinseca che possie- 
dono, devono venire ricordati per essere il primo passo verso 
risultati ben più generali. Fra essi citeremo quelli del Rudel 
che si riferiscono a Sich kreuzende Ebene zweier Ràutne (Blàtter 
fiir das bairische Gymnasial und Realschulwesen, 13, 1877) ed a 
Congruenz und Symmetrie (Ivi) , la Berechnung einiger tnerdeh- 
niger Winkel (Arch. der Math., 67, 1881) dell'Hoppe, a cui serve 
di complemento la Numerische Berechnung der Winkel van vier 
Dimensionen (Id., 69, 1883) dello stesso autore; di questo vanno 
ancor ricordate le osservazioni Ueber die Stellung der Ebene in 
der Vierdimensionengeometrie (Id., 68, 1882), e le note intitolate: 
Relation ztvischen fiinf Elementartetratopen mit vier unabhdngigen 
Gròssen, Tetratop auf beliebiger Basis, e Partielles Maximums etnei 
tJlementar^Tetratops (Id. 69, 1883). Va ancora notata l'estensione 
allo spazio a quattro dimensioni della relazione scoperta da 
Descartes ed Eulero fra il numero degli spigoli, dei vertici e 
delle facce di un poliedro, a cui pervennero Durège (1), Hoppe (2) 
e Poincaré (3), che poi la generalizzarono a spazi lineari qua- 
lunque. Ma fra tali ricerche le più interessanti sono quelle che gui- 
darono alla determinazione del numero e della struttura delle 
figure dello spazio a quattro dimensioni che sono analoghe ai po- 
liedri regolari dell'ordinaria geometria; essa è dovuta a W. J. 
Stringham, il quale anzi nel suo scritto sull'argomento {Begular 
Figures in n-dimensional Space, Am. Journ., 3, 1880) si spinse 
sino a considerare l'analoga questione in ispazi lineari a quante- 
sivogliano dimensioni. Altrettanto fecero H. Scheffler nell'opera 



(1) Ueber Kdrper von vier DimenHanen (Wiener Ber., 83, 1881). 

(2) Regelmàasige linear begrenzte Figuren von vier Dimensionen (Àich. 
der Math., 67, 1881). 

(8) Sur la généralisation d'un théorème d'Euler rélatif aux polyklres (C. R., 
117, 1893). 
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Die polydimensionalen Oróssen* und die vollkommenen Primzahlen 
(Braunschweig, 1880), l'Hoppe, vuoi nella nota poco dianzi citata, 
vuoi in quella intitolata Die regelmdssigen linear begrenzten Figuren 
jeder Anzahl von Dimensionen (Arch. der Math., 68, 1882), il Rudel 
negli scritti Von den Korpem hoherer Dimension -(Eaiseriautern, 
1882) e Ueber eine Gattung von Korpem hoherer Dimension (1887), 
lo Schlegel nella sua lunga e pregevole Theorie der homogen zu- 
sammengesetzten RaumgebUde (Abh. der Leopoldinischen Aka- 
demie, 44, 1883) (1), il Puchta nelV Analgtische Bestimmung der 
regelmdssigen convexen Kdrper in Rdumen von beliebigen Dimension 
(Wiener Ber., 90, 1884; in continuazione alVAnalytische Bestim* 
mung regelmdssiger convexen Kòrper im Raume von vier Dimensionen 
Id., 89, 1884), 0. Biermann nell'articolo Ueber die regelmdssigen 
Korper hoherer Dimension (Id., 90, 1884), e M. Brtìckner nel la^ 
voro che tratta Die Elemente der vierdimensionalen Geometrie mU 
besonderen Berucksichtung der Polytope (Jahresberichte des Vereins 
fur Naturkunde zu Zwickau, 1893) (2). Più modesti intendimenti 
hanno gli scritti di Forchbammer Prover paa geometrie med fire 
dimensioner (Tidsskrift, IV, 5, 1881), dell'Hoppe Innere Winkel 
aller regelmdssigen linear begrenzten Figuren von vier Dimensionen 



(1) Cfr. anche le note dello stesso autore Sur un méthode pour représenter 
dans le pian les solides homogènes à n dimensione (Palermo Rend., 5, 1891), 
e Ueber Frojeetionen der mehrdimensionalen regelmàssigen KGrper (Deutsch. 
Math.. Ver., 2, 1891-92). 

Dalle prime delle citate memorie dello Schlegel togliamo, per maggior 
chiarezza, la descrizione dei sei solidi regolari dello spazio a quattro di- 
mensioni : 

1. Funfzell =» Pentaedroid, limitato da 5 tetraedri, con 10 facce, 10 spi- 

foli e 5 vertici in ciascuno dei quali concorrono 4 corpi. IL Sechszehnzell «= 
ixadeoadroide ; limitato da 16 tetraedri con 82 feuìce, ^ spigoli e 8 ver- 
tici in ognuno dei quali concorrono 8 corpi. III. Sech8hundertzell=Heka- 
kosioedroid; limitato da 600 tetraedri con 1200 facce, 720 spigoli e 120 
vertici in ciascuno dei quali concorrono 20 corpi. IV. Vierundzwanzigzell^s 
Ikosatetraedroid ; limitato da 24 ottaedri con 96 facce, 96 spigoli e 24 
vertici in ciascuno dei quali concorrono 4 corpi. V. Achtzell=Oktaedroid, 
limitato da 8 esaedri con 24 facce, 82 spigoli e 16 vertici in ognuno dei 
quali concorrono 4 corpi. VI. Hundertzwanzigzell=Hekatonikosaedroid; limi- 
tato da 120 dodecaedri con 720 facce, e 1200 spigoli e 600 vertici in cia- 
scuno dei quali concorrono 4 solidi- Si corrispondono per dualità I e IV, 
U e V. Ili e VI. 

(2) V. anche: Biermann, Ueber die regelmàssigen Punktgruppen in R&umen 
Mherer Dimension und die zugehdrigen linearen SuÒstitutionen mehrer Variai" 
bdn (Wiener Ber., 95, 1887), Hess, Ueber die regulàren Polytopen hdherer 
Art (Sitzungsber. der Ges. zur Bef. der gesamm. Naturwiss. zu Marburg, 
1885), e Schoute, Sur trois divisione régulières de V espace à n dimensione 
(À88. fr., 1894). 
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(Arch. der Math., 68, 1882), e dello, Schoute Hegelmdssige Schnitte 
und Projectionen des AchtzeUes und des Sechszehnzelles im vierdi- 
mensionalen i2at<me * (Amsterdam Versi., 2, 1894) e Begelmdssige 
Schnitte und Projectionen der Vierundztoanzigzelles im vierdimensio- 
naUn Baume (Ivi) (1); i quali ci porgono Toccasione di notare 
come le proiezioni sul nostro spazio dei primi quattro corpi re- 
golari dello spazio a quattro dimensioni siano state costruite 
dallo Schlegel e formino oggi una delle più curiose fra le Serie 
di modelli della celebre Collezione della casa L. Brill ; lo stesso 
geometra si è poi occupato di illustrare con figure opportune 
anche la teoria delle figure magiche di 2, ..., 5 dimensioni (v. Kjbl- 
talog, n, 6) (2). 

La teoria delle figure regolari ci ha fatto quasi involontaria- 
mente ritornare nel campo degli spazi a quantesivogliano di- 
mensioni, in cui ora rimarremo per citare i seguenti lavori che 
hanno per iscopo di estendere dei concetti, delle proposizioni, o 
dei problemi di geometria elementare : Borchardt, Ueber die Auf- 
gabe des Maximum welche die Bestimmung des Tetraeders vom gross- 
ten Volumen bei gegebenem FlacheninhaU der Seitenflache far mehr 
als dm 2>»me»«ion6new<S2>ncA^ (Berliner Abh., 1866); Rudel, Von 
den Elementen und Grundgebilden der synthetischen Geometrie 
(Bamberg, 1877); Pilgrim, Ueber die Anzahl der TheUe in welche 
ein Gebiet k^ Stufe (Grassmann) durch n Gebiete (k — l)'**' Stufe gè- 
theiU werden kann (Zeitschr, f. Math., 24, 1879); Hoppe, Ein- 
fachste Sdtze aus der Theorie der mehrfachen Ausdehnungen (Arch. 
der Math., 64, 1879), Ueber den Winkel von n Dimensionen (Id., 
66, 1881), Drei Sàtze fiir InhaUsberechnung in der mehrdimen- 
sionalen Geometrie (Id., 69, 1883); Erweìterung zweier Sàtze auf 
n Dimensionen (Id., Il, 6, 1887), Erweìterung der Sàtze uber 
Tetraeder dessen Hohen sich in einem Punkte schneiden, auf mehr 
Dimensionen (Id., 9, 1890) e Ueber Congruenze und Symetrie der 
Gebilden von beliebig vielen Dimensionen (Ivi); Study, Ueber Di- 
stanzenrelationen (Zeitschr. f. JMath., 27, 1882); Schlegel, Qudque 
théorèmes de geometrie à n dimensions (Bull. S. M. F-., 10, 1882). 



(1) La nota di T. P. Hall, The Projection^f Fourfold Figure» upona Three- 
fiat (Am. Joum., 15, 1893) ha delle analogìe con qaelle or citate dello Schoute. 

(2) Gfr.: Harmuth, Ueber polydimensionale Zahlenfiguren (Arch. der Math.« 
69, 1882), e Schlegel, Sur une méthode pour repréaenter dans le pian les 
eubee magtques à n dimensions (Bull. S. M. F., 20, 1892). 
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Ueher die verschiedenen Formen von Gruppen, welche r beliebige 
Punkte im n-dimensionalen Baum bilden konnen (Arch. der Math., 
II, 10, 1891), e Ueber congruente Raumteilungen (Ivi), e On the Pro- 
blem of the Minimum Sum of the Distances of a Paint from Given 
Points (Bull of Am. Math. Soc, II, 1, 1894-95); Mehmke, ^V3- 
dehnung einiger elementarer Satze iiber das eben^ Dreieck auf Ràume 
von beliebig viele Dim^nsionen{ATch. der Math., 70, 1883); R. Miiller, 
Veber eine gewisse Gleichung 2n*^ Grades, deren Specialfàlle n = 2 
und n = 3 beim Nornialenproblem der Ellipse und des ElUpsoides 
auftreten (Diss. Berlin, 1884); Cassani, Geometria pura euclidea degli 
spazii superiori (Atti Ist. Ven., VI, 1 e 2, 1885), Geometria pura 
euclidiana ad n dimensioni (Giorn. di Mat., 23, 1885), Sugli an- 
goli degli spazii lineari (Lincei Rend., IV, 1, 1885), Gli angoli 
degli spazii lineari (Ivi), Sulla geometria pura euclidiana ad n 
dimensioni (Att. Ist. Ven. VII, 5, 1893-94), e Sugli angoli degli 
spazi lineari in un ambiente a più dimensioni (Ivi); Gastelnuovo, 
Angoli di due spazii contenuti nello spazio a n dimensioni (Atti 
Ist. Ven., VI, 3, 1885); E. Cesare, Alcune misure negli iperspazii 
(Giorn. di Mat., 24, 1886; cfr. Mathematical Papers hy W. K. 
Clifford, London, 1882, p. 605 e seg.); Rahnsen, Sur quelques 
propriétés des déterminants, appliquées à une question de geometrie 
à n dimensions (Ann. de TEc. Poi. de Delft, 4, 1888), ove sono 
studiate le figure congruenti o simmetriche negli spazi 'lineari 
qualunque. 

6. Alle considerazioni precedenti se ne possono riattaccare 
altre che hanno attinenza con le indagini il cui scopo è la spie- 
gazione matematica dei fatti naturali. 

La pili antica a noi nota è Tosservazione che segue, fatta nel 
1827 da M5bius (1): supposta l'esistenza di una quarta dimen- 
sione, scompare una differenza inesplicabile fra il piano e lo 
spazio ordinario, la quale consiste in ciò che, mentre nel piano 
due figure di un piano simmetriche rispetto ad una retta pos- 
sono pT)rtarsi a coincidenza, altrettanto non può farsi per due 
figure solide sinmietriche rispetto ad un piano; questa disugua- 
glianza di comportamento non esiste più ove si ammetta che lo 
spazio nostro possa ruotare attorno ad un suo piano invadendo 



(1) V. la chiusa del § 140 dell'opera Der barycentrische Calcid, 
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uno spazio a quattro dimensioni per poi ritornare alla posizione 
primitiva, come nello spazio ordinario si ammette la rotazione 
di un piano attorno ad una sua retta. 

Similmente Elein fece notare (Math. Ann., 9, 1876, p. 478, ul- 
timo capoverso) che, passando per lo spazio a quattro dimen- 
sioni, una curva intrecciata può trasformarsi in altra cfae non 
lo sia, osservazione questa che si trova svolta ed illustrata nelle 
note seguenti : Hoppe, Gleichung der Curve eines Bandes mit unauf- 
losbaren Knoten nebst Auflosung in vierter Dimension (Arch. der 
Math., 64, 1879), Bemerkung betreffend die Auflosung eines Knates 
in 4^ Dimension (Id., 65, 1880), Durège, Ueber die Hoppe'sche 
Knotencurve (Wiener Ber., 1880), e Schlegel, Ueber die Auflosung 
des Doppelpunktes einer ebenen Curve im dn^idimensionalen Rautne, 
und ein mit dieser Curve zusammenhàngendes Problem der Me- 
chanik (Zeitschr. f. Math., 28, 1883). 

Inoltre S. Newcomb, prendendo le mosse dall'osservazione fatta 
da ZOUner che una quarta dimensione renderebbe possibili certi 
movimenti che altrimenti sarebbero inconcepibili, ha mostrato, 
nella Note on a Class of Transformaiions which Surfaces may 
undergo in Space of more than Three Dimensions {Am. Joum., 1, 
1878), che, ove esistesse una quarta dimensione, si potrebbe 
trasformare una superficie materiale in modo che la faccia in- 
terna divenisse esterna e viceversa. 

Finalmente il Veronese fece rilevare (nella sua Prolusione che 
tratta Dei principali metodi in geometria, Padova, 1882) la pos- 
sibilità di estrarre un corpo da un ambiente chiuso passando 
per lo spazio a quattro dimensioni. 

Questi risultati incoraggiarono alcuni scienziati a spiegare 
certi altri fenomeni coU'ipotesi dell'esistenza di uno spazio a 
quattro dimensioni nel quale il nostro fosse contenuto. Ad es. il 
Clifford, ammettendo che questo fosse di curvatura variabile, 
potè spiegarne alcuni «di luce e magnetismo dei quali prima non 
si riusciva a rendersi ragione (1); in modo analogo lo Zòllner si 
sforzò di giustificare la conservazione dell'energia (2) ; e più re- 



(1) Così asserì il Sjlvester nel discorso tenuto nel 1869 airAssociadone 
Britannica pel progresso della scienza. Y. anche : Clifford, Il senso comune 
nelle scienze esatte (Milano, 1886), p. 255 e seg. 

(2) Ueber die Natur der Kometen (Leipzig, 1872), p. 805-812. 
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centemente R. de Saussure compose una nuova Théorie des 
phénomènes pht/siques et chimiques (Archives des Sciences natu- 
relles de Genève, 1891): dello stesso ordine è lo scritto di data 
meno recente del Bresch Der Chemismus im Lichie mehrdimensio- 
nalen Raumanschauung (Leipzig, 1882). Devo aggiungere anche 
rindicaiione dei rapporti che si vollero stabilire fra lo spiri- 
tismo e la teoria che ci occupa? (1). 

7. Come la geometria cartesiana diede origine alla geometria 
metrica degli spazi lineari qualunque, così la geometria ana- 
litico-projettiva generò la geometria projettiva degli spazi a 
quantesivogliano dimensioni, avente dal canto suo come proprio 
fondamento analitico la teoria delle forme algebriche. , 

II più antico lavoro a noi noto in quest'ordine d'idee è quello 
del Cayley intitolato Analytical Researches connected tvith Steiner' 8 
Extension of Malfatti's Problem (Phil. Trans., 162, 1852), il cui 
ultimo paragrafo contiene lo sviluppo dell'osservazione seguente: 
^ several of the formulae of the preceding sections of this memoir 
apply to any number of variables «. Più espliciti furono lo Schlàfli 
nel proporre una Erweiterung des Satzes, dass zwei polare Dre- 
iecke perspectivisch liegen, auf eine beliebige Zahl von Dimensionen 
(Joum. f. Math., 65, 1866), il Beltrami nello scrivere l'esercita- 
zione analitica Su alcuni teoremi di Feuerbach e di Steiner (Bologna 
Mem., m, 5, 1875), G. Segre nella nota Sur les invariante si- 
muUanés de deux formee quadratiques (Id., 24, 1884), G. Loria 
in quelle Su una generalizzione delle proprietà involutorie del qua- 
drangolo e del quadrilatero completi (Rend. Ist. Lomb., Il, 18, 
1885), Sulle curve razionali normali in uno spazio a n dimensioni 
(Giom. di Mat., 26, 1888) e Intorno alle curve razionali d'ordine n 
dello spazio an — 1 dimensioni (Palermo Rend., 2, 1888), ed il Yoss 
nel suo studio Ueber Poncelet-Zeuthen'sche Polygone, welche einem 
OebUde zweiten Grades eingeschrieben sind (Math. Ann., 26, 1886). 

Ma il lavoro più cospicuo in quest'indirizzo è la grande me- 
moria del Nòther Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens alge- 
braischer Oebilde von beliebig vielen Dimensionen (Math. Ann., 2, 



(1) Easi trovansi descritti al termine della memoria dello Schlegel Ueb&r 
EtUwickelung und Stand der n-dimensionalen Geometrie mit hesonderer BerUck- 
tichUgung der vierdimetmonalen (Abh. der Leopoldìnischen Akademie, 22, 
1886). 
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1870), destinata a servire di fondamento ad una teoria delle 
corrispondenze univoche fra due spazi lineari qualunque; ad 
essa fanno degno riscontro le Becker ches de geometrie à n dimen- 
sians dell'Halphen (Bull. S. M. F., 2, 1873), ove è estesa a varietà 
qualunque la rappresentazione monoidale proposta da Cayley 
per le curve gobbe (v. Gap. Ili, n. 2), ed è dimostrato Timpor- 
tante teorema: " se si considerano ip uno spazio a d dimensioni 
due varietà, una d'ordine ^ e dimensione m, l'altra d'ordine v e 
dimensione n, la loro intersezione è una varietà d'ordine ^v e 
dimensione w -|- n — d, purché sia m -|- n > d e le due varietà 
non abbiano comune una varietà d'ordine =m -\- n — d.+ l » (1). 
Grazie ai temi che trattano citeremo qui le note di S. Eantor 
Sur les transformations linéaires successives dans le méme espace 
à n dimensiona (Bull. S. M. F., 8, 1880), Sopra le trasformazioni 
quadratiche periodiche nello spazio a n dimensioni Jl^Siexià. Ist. 
Lomb., n, 27, 1894) e Sopra le caratteristiche delle trazformazùmi 
quadratiche dello spazio a r dimensioni (Ivi), e l'articolo di J. Brill 
On certain general Properties of Points Transformations (Quart. 
Journ., 27, 1895), nel quale è estesa ad uno spazio lineare 
qualunque una proposizione nota per il piano; uno scopo ana* 
lego ha la nota del Berzolari, Sulle 'corrispondenze algebriche 
[Mj, Mg, ..., M^] fra r punti di uno spazio lineare di quantesivo- 
gliano dimensioni (Lincei Rend., V, 4, 18952). 

8. Che però la geometria projettiva degli spazi superiori si 
possa trattare anche senza il sussidio costante di coordinate, 
osservò per il primo il Cayley fin dal 1846 nella celebre sua nota 
Sur quelques théorèmes de la geometrie de position (Journ. f. Math., 
.31), ove è messo in luce quanto conveniente sia considerare gli 
spazi a più dimensioni quando si vogliano determinare le prò- 
prietà delle configurazioni (2). Questa stessa idea geniale si ri- 
trova, con tutti gli sviluppi che comporta, nella I sezione 
della fondamentale memoria di Q. Veronese Behandlung der prò- 
jectivischen Verhaltnisse der Ràume von verschiedenen Dimensionen 
durch das Princip des Projicirens und Schneidens (Math. Ann., 



(1) V. anche: Nether, Zur Eliminationatheorie (Math. Ann., 11, 1877). 

(2) Si vegga tutto il brano del § I che segae il VII teorema. 
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19, 1882) (1), dalla quale veramente si può far datare l'erezione 
a dottrina individuale della geometrìa projettiva sintetica degli 
iperspazi (2). Di tale memoria la II sezione concerne le corri- 
spondenze projettive (collineari e reciproche) fra due iperspazi; 
la m le quàdriche a quantesivogliano dimensioni (3), la IV 
insegna ad estendcrre a^ spazi lineari qualunque le relazioni fra 
le caratterìstiche di una curva che, pel piano scopri Pliìcker 
(v. pag. 46) e per lo spazio Cayley (v. pag. 129) (4); ivi inoltre 
l'autore svolse delle ricerche i cui germi furono dal Clifford 
consegnati . nell' importantissimo lavoro On tj^e Classification of 
Loci (Phil. Trans., 168, 1878), nel quale le considerazioni sin- 
tetiche e le applicazioni delle funzioni trascendenti si alter- 
nano per rìvelare la generalizzabilità* di molti teoremi noti per 
le curve dello spazio nostro (5). L'ultima sezione del lavoro 
del Veronese insegna la generazione di curve, superficie, ecc.^ 
mediante sistemi projettivi, e la illustra sopra molti esempi. 

Come complementi di questa memoria sono da riguardarsi 
la nota dello stesso matematico Sopra la geometria descrittiva a 
quattro dimensioni (Atti Ist. Ven., V, 8, 1882), ove il noto metodo 



(1) Cfìr. anche Tartìcolo del medesimo autore Alcuni teoi'emt sulla geome' 
irta a n dimenstani (Lincei Trans., Ili, 5, 1880-81). 

(2) Dalla or citata sezione della memoria del Veronese deriva la Dimo- 
strazUme della forinola: 

(,£.)+('T')(?)+('¥')U.)t('T')ti^)+-(S?-5) 

4 

mediante la geometria a a dimensioni esposta dallo stesso geometra in Atti 
Ist. Ven., VI. 2, 1883-84. 

(3) Nella determinazione degli spazi lineari contenuti in una di esse, il 
Veronese trovò valido aiuto nella nota del Cayley : On the Superlines of a 

. Quadrio Surface in Five-dimensional Sp<ice (Quaxt. Joum., 12, 1873). 

(4) V. anche la nota preliminare intitolata Die AnzaM der unabhàngigen 
Gleichungeny die zwischen den allgemeinen Charakteren einer Curve im Raume 
von n Dimension stattfinden (Math. Ann., 18, 1881). 

(5) Notiamo in particolare, nel capitolo sulle curve razionali d'ordine n 
dello spazio a n dimensioni, V estensione della proprietà di ogni co- 
nica di dar luogo ad un sistema polare e di ogni cubica di dar luogo 
ad un sistema nullo ; la notiamo per osservare che essa fu ritrovata assai 
dopo da P. Cassani, che la fece conoscere nella nota Un teorema generale 
stdle linee normali degli spazi dispari (Lincei Rend., IV, 2, I8861): cfr. anche 
Brambilla, Intorno alle curve razionali in uno spazio lineare ad un numero 
qualunque di dimensioni (Rend. Ist. Lomb^ II, 19, 1886). 

Un giudizio sulla memoria di Clifford meno favorevole deirordinario 
leggesi nella nota a pag. 547 del già citato (v. pag. 47) Bericht di Brill e 
NSther. 
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della projezione centrale viene esteso agli spazi lineari di quattro 
dimensioni (altrettanto si potrebbe evidentemente fare per spaù 
superiori), e quella che tratta Di una costruzione ddla super- 
ficie del 4"* ordine dotata di una conica doppia (Atti Ist. Yen., 
VI, 2, 1884), ove tale superficie è considerata per proiezione 
della intersezione di due quàdriche dello spazio a quattro di- 
mensioni (1), nonché il lungo e assai notevole lavoro intitolato 
La superficie omaloide normale a due dimensioni e del quarto or- 
dine dello spazio a cinque dimensioni e le sue proiezioni nel piano 
e nello spazio ordipario (Lincei Mem., IH, 19, 1884). (2). 

9. Numerose ed importanti sono le investigazioni che deri- 
vano dagli scritti or citati- dal Veronese e che ne completano 
(talora anzi ne correggono) i risultati. 

Così un complemento alle generalità è offerto dalla nota del 
fiertini Sulla geometria degli spazii lineari in uno spazio ad n 
dimensioni (Rend. Ist. Lomb., II, 19, 1886), e da Alcune conside- 
razioni elementari sull'incidenza di rette e piani nello spazio a 
quattro dimensioni (Palermo Rend., 2, 1888) del Segre; dalla 
nota di questo geometra Sur un théorème de la geometrie à n 
dimensions (Math. Ann., 30, 1887), dalla Determinazione del nu- 
mero degli spazii che segano più rette in uno spazio a n dimensioni 
(Lincei Rend., IV, 5, 18892) fatta dal Castelnuovo, e dalle os- 
servazioni che menzionammo nella chiusa del n. 3 del Gap. VII 
(pag. 214). 

Quali continuazioni della II sezione sono del pari da ritenersi 
i seguenti notevoli lavori: C. Segre, Sulla teoria e sulla classi- 
ficazione delle omografie in uno spazio lineare ad un numero qua- 
lunque di dimensioni (Lincei Mem., Ili, 19, 1884; cfr. Teorema 
sulle relazioni tra una coppia di forme bilineari e la coppia delle 
loro forme reciproche, Giom. di Mat., 22, 1884), Sugli spazii fon- 
damentali di un'omografia (Lincei Rend., IV, II, I8861) e Ricerche 
sulle omografie e sulle correlazioni in generale e particolarmente su 



(1) È il medesimo punto dì partenza scelto dal Se^re nella sua memoria 
in Math. Ann., 24, che citammo a pag. 108 e che qui ci corre Tobbligo di 
ricordare come appartenente pel metodo, se non pei risultati, al ramo di 
geometria che or ci occupa. 

(2) La figura ivi studiata s'incontra in moltissime ricerche, e si suole da 
molti con ragione chiamare * superficie di Veronese ,. 
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quelle dello spazio ordinario considerate neUa geometria della retta 
(Torino Mem., 11,37, 1885); Aschieri, Sulla trasformazione amo- 
grafica generale di uno spazio lineare di specie qualunque (Rend. 
Ist. Lomb., II, 18, 1885), e Delle corrispondenze lineari reci- 
proche in uno spazio lineare di specie qualunque (Id., 19, 1886); 
Bertini, Le omografie involutorie in uno spazio lineare a qual- 
sivoglia numero di dimensioni (Ivi), Costruzione delle omografie 
di uno spazio lineare qualunque (Id., 20, 1887), e Sulla scom- 
posizione di certe omografie in omologie (Torino Atti, 22, 1887); 
Bordiga, Corrispondenza di polarità negli spazii superiori (Atti 
Ist. Ven., VI, 3, 1886); Predella, Le omografie in uno spazio ad- 
un numero qualunque di dimensioni (Ann. di Mat., Il, 17, 1889), 
e'SuUa teoria generale delle omografie (Torino Atti, 27, 1891-92); 
Castelnuovo, Su certi gruppi associati di punti (Palermo Rend., 
3, 1889); Enriques, Alcune proprietà dei fasci di omografie negli 
spazii lineari ad n dimensioni (Lincei Rend., IV, 6, I89O2), Le 
omografie cicliche negli spazii ad n dimensioni (Giom. di Mat., 30, 
1892), e Le omografie armoniche negli spazii lineari ad n dimen- 
sioni (Ivi); Waelsch, Ueber binare Formen und die Correlationen 
mehrdimensionalen Bàume (Monatshefte, 6, 1895). 

Alla in sezione della memoria del Veronese si collegano stret- 
tamente lo Studio del Segre sulle quadriche in uno spazio lineare 
ad un numero qualunque di dimensioni (Torino Mem., Il, 36, 
1884 (1) ; le Ricerche dello stesso sui fasci di coni quadrici in 
uno spazio lineare qualunque (Torino Atti, 19, 1884), quelle dol 
Bertini Sui fasci di quadriche in uno spazio ad n dimensioni 
(Lincei Rend., IV, 2, I8862), finalmente quelle di P. del Pezzo 
SuUe quadriche ad (n -^ 1) dimensioni polari reciproche di se stesse 
rispetto ad un'altra (Napoli Rend., 24, 1885) e sopra Alcuni si- 
stemi omaloidici di quadriche nello spazio di quattro dimensioni 
(Id., m, 1, 1895). 

Anche la nota del Segre Sulle rigate razionali in uno spazio 
lineare qualunque (Torino Atti, 19, 1884) — ove le rigate di 
genere zero vengono classificate e rappresentate in modo ana- 



ci) Ivi in particolare sono determinati esattamente tutti gli spazi lineari 
di una quadrìca di quantesivogliano dimensioni. Si noti che anche il Segre, 
come il Veronese, fece ampio uso della proiezione stereografica che il Elein 
aveva dianzi generalizzato nella sua memoria (da noi citata a p. 305) dei 
Math. Ann., 5. 
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logo a quello che Armenante e Glebsch (v. pag. 248) avevano 
insegnato per ìp spazio ordinario -r- è un importantissimo com- 
plemento delle prime ricerche di Veronese (1). Le -indagini ivi 
condotte a buon termine furono poi generalizzate dall'autore in 
due direzioni differenti; in primo luogo, come analoghe delle ri- 
gate (serie semplicemente infinite di rette) è lecito riguardare 
le serie semplicemente infinite di spazi lineari, e in secondo 
luogo si possono considerare le rigate di genere superiore a ; 
alla prima generalizzazione si riferisce la nota Sulle varietà nor- 
mali a tre dimensioni composte di serie semplici razionali di piani 
-(Torino Atti, 21, 1886), e Sulle varietà algebriche composte di 
una serie semplicemente infinita di spazii (Lincei Rend., IV, 3, 
188 72); alla secojDida \q Ricerche sulle rigate ellittiche di qualunque 
ordine (Torino Atti, 21, 1886), e le Recherches générales sur les 
courbes et les surfaces reglées algébriques (Math. Ann., 30, 1887, 
e 34, 1889) (2). 

Anche la teoria delle curve degli spazi superiori (3) venne 
coltivata dopo Veronese; lo provano gli scritti seguenti: Fine, 
A Theoretn respecting the Singularities of Curves of multiple Cur- 
vature (Am. Journ. 1887); Segre, Sulle curve normali di genere 
p dei varii spazii (Rend. Ist. Lomb., II, 21, 1888); Castelnuovo, 
Geometria sulle curve ellittiche (Torino Attij 24, 1888), Numero 
delle involuzioni razionali giacenti sopra una curva di dato genere 
(Lincei Rend., IV, 5, I89O.2), Ricerche di geometria sulle curve 
algebriche (Torino Atti, 24, 1889), Una applicazione della geome- 
tria enumerativa alle curve algebriche (Palermo Rend., 3, 1889), 
Osservazioni sopra te serie irrazionali di gruppi di punti apparte- 
nenti ad una curva algebrica (Lincei Rend., IV, 7, I89I2), e Sui 
multipli di una serie lineare di gruppi di punti appartenenti ad una 
curva 'algebrica (Palermo Rend., 7, 1893); Bertini, Intorno ad 
alcuni teoremi della geometria sopra una curva algebrica (Torino 



(1) Cfr. anche Bordila, Rappresentazione piana della superficie rigata nor- 
male (Atti Ist. Ven., VI, 4, 1886). 

(2) V. le note preliminari : Nuovi risultati sulle rigate algebriche di genere 
qualunque (Torino, Atti, 22, 1887), e Intorno aiia geometria su una rigata 
algebrica (Lincei Rend., IV, 3, 18872). 

(3) Fra le applicazioni di tale teoria va notato lo studio Intorno ai punii 
singolari delle curve algebriche del del Pezzo (Napoli Rend., II, 6, 189dX ove 
tali punti sono ottenuti mediante opportune proiezioni. 
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Atti, 26, 1890) ; G.^Fano, Sopra le curve di dato ordine e dei mas- 
simi generi in uno spazio qualunque (Torino Mem., Il, 44, 1893). 

10. I lavori di quest' ultima categoria, assieme ad altri del 
Segre, del Bertini, del Gastelnuovo e dell'Em:ique8 che nominammo 
altrove, sono ingredienti essenziali di una nuova diramazione della 
geometria, costituita dalle ricerche intomo alla geometria di una 
serie semplicemente infinita di punti di uno spazio lineare qua- 
lunque, e comprendente in particolare, la teoria delle serie li- 
neari ivi contenute, delle involuzioni, delle corrispondenze fra 
gli elementi di un tale ente, ecc. Essi sono compendiati nelle 
memorie del Bertini e del Segre che citammo a pag. 54, e pre- 
parano una ^ geometria sull'ente algebrico a quantesivogliano 
dimensioni „, nella quale non si tiene alcun conto del numero 
delle dimensioni dello spazio ambiente, e si dà importanza meno 
alle proprietà projettive che a quelle le quali sono invarianti di 
fronte a trasformazioni birazionali (1). 

Qui intanto ci j3orre l'obbligo di avvertire che nella lettera- 
tura matematica odierna non mancano le ricerche sulle varietà 
non lineari e di dimensione maggiore di uno degli spazi supe- 
riori. Basti infatti ricordare, oltre i frammenti Sullo spazio di 
quattro dimensioni e Sulla teoria degli spazii a piit dimensioni 
inseriti fra le Memorie di geometria di Ettore Caporali^ gli scritti 
di P. del Pezzo, Sulle superficie d'ordine n immerse nello spazio 
di n -[- 1 dimensioni (Napoli Rend., 24, 1885), Sugli spazii tan- 
genti ad una superficie o ad una varietà immersa in uno spazio di 
piil dimensióni (Id., 25, 1886), Sulle proiezioni di una superficie 
e di una varietà dello spazio ad n dimensioni (Ivi), Intorno ad 
una proprietà fondamentale delle superficie e delle varietà immerse 
negli spazii a piti dimensioni (Id., II, 1, 1887), e Sulle superficie 
del n^ ordine immerse nello spazio di n dirnewstonr (Palermo 
Rend., 1, 1884-87); poi quelli di E. H. Moore, Extensions of 



(1) Se di questo generalissimo rame di scienza non abbiano tessuta la 
storia gli h che desso è ora in istato di formazione; se non ne abbiamo 
descritto il successivo sviluppo in un capitolo a sé — nel quale avrebbe do- 
vuto trovar posto molto di quanto esponemmo nei Gap, II, III e IV — fu per 
meglio uniformarci alFuso comune, epperò facilitare al lettore di orizzon- 
tarsi nel nostro racconto : ma non ci dissimuliamo che il sistema opposto 
avrebbe meglio corrisposto alla natura intima delle investigazioni di cui b 
parola. 

LoBiA, Il passato sd il presente dette prine^li teorie geometriche. 21 
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certain Theorems of' Clifford and of GayUy on the Qecmetry of n 
Dimensions (Trans, of the Gonaecticut Academy, 7, 1885), e 
Algebraic Surfaces of which every Piane Section is Unicursal in 
the Light of n- Dimensionai Oeometry (Am. Journ., 10, 1887); 
finalmente quello di G. Rodenberg, Ableitung der Polareigenschaften 
algebraischer MannigfaUigkeiten auf darsteUend-geometrischem Wege 
(Math. Ann., 26, 1885) (1). 

Una speciale ed importante categoria di varietà venne consi- 
derata contemporaneamente dal Segre e dal Gastelnuovo ; i risul- 
tati ottenuti a tal proposito dal primo si leggono nella nota Sulla 
varietà cubica con dieci punti doppii dello spazio a quattro dimen- 
sioni (Torino Attr, 22, 1887) e nella più estesa memoria StUU va- 
rietà cubiche dello spazio a quattro dimensioni e su certi sistemi di 
Inette e certe superficie dello spazie ordinario (Torino Mem., Il, 39, 
1888), quelli a cui pervenne il secondo nei due scritti : Su una 
congruenza del 3° ordine e 6" classe dello spazio a quattro dimen- 
sioni e sulle sue proiezioni nello spatio ordinario (Atti Ist. Yen., 
VI, 5, 1888) e SuUe congruenze del 3^ ordine dello spazio a 
quattro dimensioni (Id., 6, 1889) (2).- 

Ancora: il Segre nella nota .intitolata Un'osservazione sui si- 
stemi di rette degli spazii superiori (Palermo Rend., 2, 1888) 
considerò i sistemi di oo-* rette dello spazio a n dimensioni 
trovandone le proprietà analoghe ^alle proprietà focali delle con- 
gruenze dello spazio ordinario, mentre il Gastelnuovo colle sue 
Ricerche di geometria della retta nello spazio a quattro dimensioni 



(1) Si può agfòungere : Brambilla, Un teorema nella teoria delle polari 
(Torino Atti, 22, 1887); ÀBcione, SuUa Heasiana di una varietà dello spamo 
a quattro dimensioni (Giom. di Mat., 81, 1893); Segre, SuHa forma Hes- 
siana (Lincei Rend., V, 4, 1895a), e Intorno ad un carattere delle superficie 
e ddle varietà superiori algebriche (Torino Atti, 31, 1896). 

Avvertasi ancora che i metodi del Veronese furono applicati dal Bordiga 
nel seguenti lavori (ed in altri che si trovano da noi citati altrove) : Studio 
generale della quartica normale (Atti Ist. Yen., VI, 4, 1886) ; Di alcune super- 
ficie del 5^ e del 6^ ordine che si deducono dallo spazio a sei dimensioni (Ivi) ; 
La surface du 6* ordre avec six droites (C. R., 102, 1886); Nouveauxgroupes de 
surfaces à deux dimensions dans les xspaces à n dimensions (Ivi) ; La super- 
ficie del &* ordine con 10 rette nello spazio R4 e le sue proiezioni nello spazio 
ordinario (Lincei Mem., IV, 8, 1887), e Di una certa superficie dd 3* or- 
dine (Atti Ist. Ven., VI, 5, 1888). 

(2) V. anche Bordiga, Di una certa congruenza del terzo ordine e ddla 
sesta classe dello spazio ordinario (Lincei Rend., lY, 6, 1890i) e Congruenza 
del 4^ ordine della 2^ classe nello spazio a quattro dimensioni (Atti Isi. Yen., 
VII, 5, 1894). 
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(Atti Ist. Yen., VII, 2, 1891) gettava le basi dèlia geometria 
analitica della varietà composta dalle rette di uno spazio a 
quattro dimensioni; un tema congenere ha la memoria del 
Bordiga Dei cotnplessi in generale nello spazio a quattro dimen' 
sioni ed in particolare di alcuni di primo ordine. Loro proiezione 
e rappresentazione nello spazio ordinario (Id., VI, 6, 1888), di cui 
alcune proposizioni abbisognano di correzioni; a questi lavori 
si può avvicinare lo Studio su alcuni sistemi di rette considerati 
come superficie dello spazio a cinque dimensioni (Ann. di Mat., 
U, 21, 1893) di G. Fano. 

Anche altre ricerche della ordinaria geometria furono estese 
a spazi lineari qualunque. Così, per ìscòpi analitici, il Bianchi, 
in un lavoro Ueber die Normalformen dritter und fiìnfter Stufe 
des elliptisehen Integrals erster Oattung (Math. Ann., 17, 1880; 
cfr. F. Meyer, Ueber die elliptische Curve funfter Ordnung des 
Baumes von vier Dimensionen, Id., 26, 1886), e più generalmente 
il Elein, nella memoria Ueber die elliptisehen Normalcurven det 
N^ Ordnung und zugehorige Modulfùnctionen der N^ Ordnung, 
(Leipziger Abh., 1885), si occuparono delle curve ellittiche 
mentre W. Wirtinger, lavorando in analoga direzione, arrivò a 
scrivere un notevole lavoro Ueber cine Verallgemeinerung der 
Tkeorie der Kummer'schen Flàche und ihrer Beziehungen zu den 
Thetafunctionen zweier Variabeln (Monatshefte, 1, 1890). 

Una notevole applicazione analitica della geometria a più di- 
mensioni è svolta nelle note di G. Fano Sopra alcune considera- 
zioni geometriche che si coUegano alla teoria delle equazioni diffe- 
renziali lineari (Lincei Rend., V, 4, 1895] ), Sopra certe curve 
razionali di uno spazio qualunque e sopra certe equazioni diffe- 
renziali lineari, che con queste curve si possono rappresentare (Ivi), 
SuUe equazioni differenziali lineari del 4^ ordine che definiscono 
curve contenute in superficie algebriche (Ivi), e Sulle equazioni dif- 
ferenziali lineari d'ordine qualunque, che definiscono curve conte- 
nute in superficie algebriche (Ivi). 

Si è pure cominciato a trattare le questioni di forma ana- 
loghe a quelle di cui ci occupammo nel Gap. VI: gli scritti 
di F. Elein Ueber Realitàtsverhàltnisse im Oebiete der AbeVschen 
Functionen (G5tting. Nachr., 1892), e Ueber RealitdtsverhdUnisse 
bei der einem beliebigen Oeschlechte zugehòrigen Normalcurve der 
qp (Math. Ann., 42, 1892) rappresentano forse un primo passo 
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verso un campo d'indagini fecondissimo ed importante; un altro 
la nota di V. Eberhard Ein Satz aus der Topologie (Math. Ann., 
36, 1890), ove i risultati esposti da Steiner nella nota Einige 
Gesetze uber die Theilung der Ebene und des Raumes (Joum. f. 
Math., 1, 1826) e da S. Roberts in quella On the Figure formed 
bg the Intercepts of a System of Straight Lines in a Flane, and 
on Analogousin Space of Three Dimensione (Proc. L. M. S., 19, 
1888) ricevettero una ampia ed importantissima generalizzazione. 

La rappresentazione delle forme binarie sulle curve razio- 
nali fu estesa alle curve degli spazi superiori, come si rap- 
prende dagli scritti di E. Waelsch Ueber eine geometrische Dar- 
stellung in der Theorie der binàren Formen (Wiener Ber., 100, 
1891) e Zur Construction der Polargruppen (Ivi), e di L. Berzo- 
lari Sulle curve razionali di uno spazio lineare ad un numero 
qualunque di dimensioni (Ann. di Mat., Il, 21, 1893). Delle ri- 
cerche di geometria numerativa negli spazi superiori abbiamo 
già parlato nel n. 11 del Cap. IX; qui aggiungiamo come al- 
cuni risultati dello Schubert siano stati confermati da 0. Lands- 
berg nelle sue Untersuchungen uber die Gruppen einer linearen 
funffachen Mannigfaltigkeit (Diss. Breslau, 1889). 

Inoltre la geometria sietrico-projettiva degli spazi supe- 
riori venne ampiamente trattata da E. d'Ovidio nella me- 
moria intitolata Le funzioni metriche fondamentali negli spazi di 
quantesivogliano dimensioni e di curvatura costante (Lincei Mem., 
ni, 1, 1876; cfr. anche Math. Ann., 12, 1877), ove è abilmente 
sfruttato il metodo di Clebsch (1) per determinare mediante 
coordinate gli spazi lineari subordinati ad uno spazio lineare qual- 
sivoglia (2). Recentemente G. Fontené, in un opuscolo su Uhyper^ 
space à (n — 1) dimensions (Paris, 1892), ha generalizzato il punto 
di partenza, epperò i risultati del d'Ovidio: mentre questi sup- 
pone che nello spazio a n dimensioni considerato una medesima 
quàdrica sia l'assoluto (v. pag. 294) de' punti e l'assoluto degli 
spazi a n — 1 dimensioni, l'or citato geometra francese suppone 
che questi due assoluti siano, il primo il luogo dei punti che in 



(1) V. la memoria Ueber eine Fundamentalaufgabe der InvariantentheorU 
(Gòtting. Abh.. 17, 1872). 

(2) Ad una speciale questione di geometria metrico-projettiva é consa- 
crata la già citata nota di G. Loria Sul concetto di volume in uno spazio 
lineare qualunque (Giorn. di Mat., 26, 1888). 
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una correlazione generale stanno sugli spazi corrispondenti, il 
secondo l'inviluppo di questi spazi. 

Da ultimo la ricerca di un sistema di postulati fndipen- 
denti che serva a caratterizzare pienamente uno spazio li- 
neare qualunque, sì che se ne possa dedurre la rappresenta- 
zione dei punti di questa col mezzo di coordinate, venne con- 
sigliata come importante dal Segre (Riv. di Mat., 1, 1891, 
p. 60-61), e venne compiuta contemporaneamente dall' Amedeo, 
nella nota intitolata Quali possono essere i postulati fondamentali 
della geometria prqjettiva di un S^ (Torino Atti, 26, 1891 ; cfr. 
anche l'articolo Sulla linearità delle varietà ad un numero qua- 
lunque di dimensioni, Riv. di Mat., 2, 1892), e da 0. Fano, nel 
lavoro Sui postulati fondamentali della geometria proiettiva di uno 
spazio ad un numero qualunque di dimensioni (Giom. di Mat. , 
30, 1892); recentemente essa venne ripresa dal Pieri il quale 
dedicò ad essa la nota sopra Un sistema di postulati per la 
geometria proiettiva astratta degli iperspazii (Riv. di Mat., 6, 
1896). Argomenti affini trattano le note dello Zindler, Nach- 
weis linearer MannigfaUigkeiten beliebiger Dimension in unserem 
Baume; lineare Complexe und Strahlensysteme in densélòen (Wiener 
Ber., 101, 1892), e Synthetische Geunnnung geometrische linearer 
MannigfaUigkeiten beliebiger Dimension (Joum. f. Math. , 111, 
1893), e gli Appunti di geometria ad n dimensioni di P. del Pezzo 
(Giom. di Mat., 31, 1893). Del resto un'esposizione metodica 
degli elementi della geometria ad n dimensioni è uno dei princi- 
pali intenti dei già citati Fondamenti di geometria del Veronese. 

11. I procedimenti seguiti nei lavori ora ricordati per giungere 
agli spazi comunque estesi sono o essenzialmente analitici, oppure 
hanno come fondamento l'ipotesi che al di fuori dell'ordinario 
nostro spazio a tre dimensioni esistano altri punti. Ma, già da 
tempo, Pliicker ha osservato come l'ordinaria geometria guidi 
naturalmente a concepire varietà a quantesivogliano dimensioni. 
Basta infatti scegliere come elemento del nostro spazio una figura, 
per definire la quale occorra un numero di coordinate superiore 
a tre, perchè lo spazio medesimo ci appaia come una varietà 
avente piti di tre dimensioni; così, ne avrà tre se si prende il 
punto o il piano, quattro se si sceglie la retta o la sfera, sei 
se si preferisce il cerchio, otto o nove se si assume per eie- 
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mento la conica o la quàdrica, e così via. Questo concetto è 
meno astratto dei precedenti, opperò meno di essi presta il fianco 
alla critica. Ad esso deve la vita la geometria della sfera che, 
specialmente per opera del Lie, già si è costituita a dottrina 
autonoma ; esso diede origine anche alla geometria dello spazio 
di cerchi di cui già esistono buoni elementi (1); ed è da pre- 
sumersi conduca presto alla geometria dell# spazio di coniche, 
della quale il fondamento analitico si trova nelle note di W. 
Spottiswoode, On the Eighteen ' Caordinates afa Conio in Space 
(Brit. Ass., 1880), e On the Twenty-one Goardinates of a Canic 
in Space (Proc. L. M. S., 10, 1889), della quale sono non ispre- 
gievoli preliminari le note del Montesano Sopra un sistema li- 
neare di coniche nello spazio (Torino Atti, 27, 1892), e Su i 
varii tipi di conseguenze lineari di coniche dello spazio (Napoli 
Rend., ITI, 1, 1895), e quella del Pieri Sopra alcune congruenze 
di coniche (Id., 28, 1893). 

Lo stesso concetto si trova applicato «ella memoria di Cayley 
On Curves which Satisfy given CondUions già citata a pag. 265 
ed in quella del Salmon nominata a pag. 267; esso si ritrova, 
esposto ancora più esplicitamente dallo Spottiswoode nelle note 
Sur la représentation des figures de geometrie à n dimensiona par 
Us figures corrélatives de geometrie ordinaire (C. R., ^71, 1875) e 
Nouveaux exemples de la représenUUion, par des figures de gé^ 
métrie, des conceptions analytiques de geometrie à n dimensions (Ivi); 
l'or menzionato geometra non solo ritrovò il metodo di Clebsch 
(cfr. pag. prec.) per rappresentare mediante coordinate gli spazi 
lineari contenuti in un dato spazio (2), ma scrisse un lavoro On 
the 48 Coordinates of a Cubie Curve in Space (Proc. R. S., 31, 
1881), di cui dovrà tener conto il futuro fondatore della geo- 
metria dello spazio delle cubiche gobbe. Né si pub tacere come 
parecchi dei lavori del Reye sui sistemi di superficie (3) sem- 
el) Eoenigfs, Cantribution à la théorie du cercU dang Vespaee (Toolonse 
Ann., 2, 1888); Coaserat, Sur les propriétés infinitésimales de Vespaee eeréU 
(C. R., 106, 1888), Sur Vemploi du complexe Hnéaire de droUesdans Vétude dee 
aystème linéaires de cercles (Ib.), e Sur le eerde consideri comme élémetU 
générateur de Vespaee (Toalouse Ann., 3, 1889). 

(2) y. la Note sur la reprisentation algibrique des lignee droites dans Ve^ 
space (C. R. 76, 1878). 

(8) y. specialmente la nota Ueber lineare Systeme und Gewebe.von àlge- 
braischen Flàchen (Joum. f. Math.', 82, 1877), nonché qaelle più recenti 
Ueber lineare MannigfàUigkeiten projectiver EbenbUschd und eoUinearer BUndd 
oder Ràume (Id. 104, 106 e 108, 1889-91). 
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brano scritti per illustrare con esempi svariati % convincènti le 
idee di Pliicker. D'altronde, non sì può forse dire che questi 
abbia avuto un precursore in Lagrange, quando si ricorda avere 
questo grande geometra asserito (1) che *" on peut regarder la 
mécanique comme une geometrie à quatre dimensions, et Tanalyse 
mécanique comme une extension de Tanalyse géométrique , ? 



(1) Théorie des fonetions analytiquea (Paris, Parairìal an Y, p. 228). 
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CAPITOLO XII. 
Epilogo. 

E qui giudico opportuno por termine alla rassegna che mi 
ero proposta; non già che io abbia esaurito l'esame di tutti i 
lavori interessanti che apparvero in questi ultimi anni, ma 

Io non posso ritrar di tutti appieno; 
Perocché sì mi caccia il lungo tema, 
Ohe molte volte al fatto il dir vien meno. 

In verità molte ed importanti categorie d'investigazioni ma- 
tematiche non si trovarono sul nostro cammino, perchè non sep- 
pero trovar* posto in alcuno dei gruppi nei quali trovansi distri- 
buiti i lavori di cui ho discorso. 

Così non potei arrestarmi sulle indagini interessanti che eb- 
bero per punto di partenza la trigonometria (1), né trattenermi 
sopra la teorìa delle coordinate projettive che, scoperte da 
Chasles, assoggettando ad una trasformazione omografica le or- 
dinane coordinate cartesiane (2), vennero ottenute diretta- 
mente da Staudt (v. il § 29 dei Beitrdge zur Geometrie der 
Lage) e più completamente dal Fiedler (3), il quale inoltre mise 
in chiara luce come la maggior parte dei sistemi di coordinate 
noti ed altri analoghi siano casi specialissimi di quello pro- 
jettivo. 

Egual sorte toccò al metodo della projezione centrale, che, 
suggerìto incidentalmente dal Gousinery {Geometrie perspective, 
Paris, 1828), fu svolto magistralmente dal Fielder, il quale ne 



(1) Ofr. Studj, Sphdrische Trigonometrie, orthogonale SuòatUtUionen und el- 
liptische Functianen (Leipziger Abh., 20, 1893). 

(2) y. il Mémoire de geometrie sur deux prineipes généraux de la scienee a 
cui serve d*introduzìone VApergu historique, 

(8) Uiòer die projectivischen Coordinaten (Wolf Zeitschr., 15, 1870), oppure 
Topera Die darstellende Geometrie. 
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fece la base di tutta la geometria descrittiva, e dimostrò essere 
desso il germe di pressoché tutti gli altri noti sistemi di 
rappresentazione. 

Ne trattai del metodo della notazione simbolica, vuoi perchè 
esso è piuttosto un ausiliare pel geometra, che un oggetto 
delle sue indagini, vuoi perchè la storia di tale metodo è com- 
presa in quella della teoria delle forme, che con mano maestra 
venne recentemente narrata (1). 

Passai sotto silenzio la dottrina degli invarianti differenziali, 
così profondamente studiata dall'Halphen (2), dal Lie (3) e dal 
Sylvester (4), quantunque essa si presti a molteplici applicazioni 
geometriche, perchè essa oscilla fra la geoinetria e la teoria 
delle equazioni differenziali, ma inclinando verso quest'ultima. 

Invano chiesero un posto nella mia rivista le interessanti ri- 
cerche di " geometria cinematica „ (5) con cui il Mannheim si 
sforza di tener desto nella patria di Ghasles lo spirito di ricerca 
geometrica pura; ma qui voglio segnalare una nuova volta la 
recente opera riassuntiva intitolata Principes et développements 
de geometrie cinématiqm (Paris, 1894), dalla quale si apprende 
quanto contribuì il citato geometra francese allo sviluppo di 
una interessantissima diramazione della geometria, che fu stu- 
diata da Roberval, da Huygens e de la Hire, ed ebbe, in tempi 
pih recenti a cultori, oltre Chasles (6), l'Aronhold (7), lo Schd- 



(1) Franz Mejer, Bericht Uber den gegenwàrtigen Stand der projeeliven 
Invariantentheorie (Deutsch. Math.-Ver., 1, 1890-91). 

(2) Sur lea invariante différentieU (Thèae, Paris, 1878); Sur les invariante 
dijférentieU des courbes gauches (Joum. Éc. poi., 47* cah., 1880); Sur les in- 
variante dee équatione différentiellee linéairee du quatrième ordre (Acta, 8, 
1888) ecc. 

(9; Ueber Differentialinvarianten (Math. Ann., 24, 1884). 

(4) Lecturee on the Theory of Reciprocante (Am. Joum., 8, 1886). 

(5) È questo il nome proposto nel 1859 dal Terqaem e poi generalmente 
adottato. 

(6) Note eur lee proprietée géniralee de deux corps eemblMeej placés d'une 
manière quelconque dana Veepace^ et eur le déplacenient fini ou infiniment 
petit d'un corpe solide libre (Ball, de Férassac, 14, 1880, e Corr. math., 7, 
1832); Construction graphique des tangentee et des rayons de courbure des 
courbes géom^riquea (Ball, de Férassac, 13, 1830) ; Propriétés géométriques du 
mouvement infiniment petit d'un corps solide libre dans V espace (C. R., 16, 
1843) ; Propriétés relatives au déplacement fini dans V espace d'une figure de 
forme invariahle (Id., 51 e 52, 1861). Cfr! ì già citati Mélanges de geometrie 
pure del de Jonquières. 

(7) Kinematische MittheUungen, OrundzUge der kinematischen Geometrie 
(Verh. des Vereins zur Befòrd. des Gewerb. in Preussen, Berlin, 1872). 
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nemann (1), ed A. Schoenfliess (2). — Come questi furono con- 
siderati di pertinenza della meccanica, epperò ci sfuggirono 
fino ad ora, gli studi del Reye sui momenti d'inerzia [TràgheUs- 
und hòhere Momente etnee Maesensyetems in Bezug auf Ebenen, 
Joum. f. Math., 72; 1870), benché essi pure siano stati fecondi 
di notevoli verità geometriche (v. pagg. 100 e 105). 

Fra le applicazioni della geometria inclino ad ascrivere eziandio 
le ricerche intomo alle probabilità geometriche, non molto 
guarì compendiate dallo Gzuber nell'opuscolo intitolato appunto 
Oeometrische WahrecheinlichlceUen und MUtelwerte (Leipzig, 1884), 
quantunque bene spesso esse abbiano servito di pretesto allo 
svolgimento di calcoli eleganti: ed in ciò, secondo il parere di 
molti, ha sede la loro indiscutibile importanza, che quanto al 
valore delle conclusioni a cui esse condussero, parecchi lo negano 
od almeno ritengono deva essere meglio assodato. 

Altrettanto non può ripetersi delle memorabili indagini del 
Lindemann {Ueber die Zahl ir, Math. Ann., 20, 1882) (3), le 
quali condussero a concludere che il rapporto della circonfe* 
ronza al diametro non può essere radice di alcuna equazione 
algebrica a coefficienti razionali, epperò menarono a spiegare 
il famoso enigma che presentava la quadratura del circolo, a 
sciogliere il quale -centinaia di generazioni di geometri avevano 
sciupato tempo e fatica (4); risultato questo che c'indnce a ri- 



(1) Ueher die Construction von Normalen und Narmalehenen gewisser krum- 
mer Fldehen und Linien (Joum. f. Math., 90, 1880); cfr. Geiser, * ITieò^ einen 
fundamental Satz au8 der hinematischen Geometrie des Raumes (Ivi). 

(2) Zur Theorie der Bewegung starrer Systeme (Joum. f. Math., 98, 1885); 
Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung (Leipzig, 1886). 

Né si può dimenticare che Futilità di consideraaioni cinematiche in ricerche 
geometriche emerge anche àsXV Exposé géométrique du calcul différentid et 
integrai (Paris, 1861-63) del Lamarle, dalla grande opera del Darbonx solla 
geometria differenziale (cfìr. anche la Diss. di X. Antomari, Applieatùm de 
la méthode cinématique à Vétude des surfaces réglées; ' mouvetnent d*un corps 
solide assujetti à cinq conditions, Paris, 1894), nonché dall'importante opera 
del Peano sopra le Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale (To- 
rino, 1887). 

(3) Delle semplificazioni che ricevettero le aigomentazìoni del Lindemann 
da parte di altri illustri geometri non è qui il caso di Ilare una com- 
pleta enumerazione, tanto più che esse sono riassunte nelle bellissime Con- 
ferenze sopra alcune questioni di geometria elementare tenute a Gottinga da 
F. Klein e di recente tradotte in italiano da F. Giudice (Torino, 1896)* 

(4) Già nel secolo scorso Lambert (Mémoires de FAcad. de Berlin, 1761) 
aveva dimostrata Tirraziònalità di ir e Legendre chiuse la dimostraeione di 



— 331 — 

cordare la costruibilità con riga e compasso, dimostrata da 
Gauss, dì tutti i poligoni regolari il cui numero di lati è primo 
e della forma 2" -i- 1 (1). 

Non abbiamo parlato della geometria del triangolo e. delle 
teorie derivate perchè quella e queste appartengono «ad un gruppo 
d'indagini che occupano un posto più umile di quelli in cui si 
trovano i rami discorsi (2); in essa, d'altronde, ci sono piuttosto 
nuovi risultati speciali che nuovi metodi e nuove idee. Se lo 
allesso facemmo per la logica matematica — cioè per quella di- 
sciplina intrav veduta da Leibniz, coltivata con tanto successo 
dal Boole, e che trovò in Italia un apostolo fervente nel Peano 
— gli è che le applicazioni. di essa alla geometria non sono an- 
Cora molto numerose. 

Altrettanto certamente non può ripetersi per il * metodo 
delle equipollenze „ di Bellavitis (3) e per il ^ metodo dei qua- 
ternioni 9 di Hamilton (4); però, malgrado gli sviluppi che 
ricevettero (5), non si può ancora asserire che tali metodi 



quella di ir* con queste fotìdiche parole: " Il est probable qaele nombre ir 
n*e8i pas mème comprìs dans les irrationnelles algóbriques, c'esi-à-dire, 
qu'il ne peut pas étre la racine d'une éqnation algébrìque d'un nombre fini 
de termes doni les co€fficients soni r&tionnels ; mais il parait très difficile 
de démontrer rìgoureusement oette proposition; nous pouvons seulement 
fìùre voir que le carré de ir est encore un nombre irrationnel , (ÉHém. de 
Oéom^, nota IV). 

(1) Di8qui9itiòne8 arithmeHcae (hei^g, iSOì). Cfr. Richelot, De resoltUione 
algebraica aequationis X**^ = l, Hve de divisione circuii per bisectìonem an- 
guU septies repetitam in pdries 257 inter se aequàles commentatio coronata 
(Jo'um. f. Math., 9, 1832) ; Staudt, Construction des regtddren Siebeméhneéks 
(Id., 24, 1842) ; SchrGter, Zur v* Stattdt^schen Construction des regulàren Sieh- 
zehnecks (Id., 75, 1873) ; Affolter, Zur Staudt- Schrdter'schen Construction des 
regulàren Vielecks (Math. Ann., 6, 1873); Hermes, Ueber'die TheUung des 
Kreises in 65537 gleiche Theile (QOttinfr. Nachr., 1894). 

(2) n lettore desideroso di ragguagli Bull'argomento ricorra slVEsquisse 
historique sur la marche du développement de la geometrie du triangle (Ass. 
fr., 1889) del Vigarié. 

(3) y. la Sposizione del metodo delle equipollenze fatta dal Bellavitis stesso 
in, Mem. Soc. XL, 25, Il parte, 1854 ; cfr. anche la nota dello stesso Sulle 
origini del metodo delle equipollenze inserita in Mem. Ist. Yen., 19, 1876; 
inoltre Laisant, Théorie et applications des équipollences (Paris, 1887). 

(4) Di questo esistono due esposizioni da parte dell'inventore — Lectures 
on Quatemions (Dublin, 1853) e Elements on Quaternione (London, 1866) — e 
molte altre posteriori che non giova qui enumerare ^sendo in gran parte 
indicate nella Nota bibliografica che precede Vlntrodùction à la méthode des 
quaternions (Paris, 1881) del Laisant. 

(5) y., oltre a due memorie citate a pag. 217, gli articoli seguenti : Chace, 
On a certain Class of Cubie Surfaces treated by Quartemions (Am. Joum., 2, 
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abbiano palesata così grande fecondità da meritare un posto nel- 
l'arsenale degli strumenti necessarì al geometra (1). Fermiamoci 
un momento ancora sui quaternioni, non tanto per segnalare 
l'estensione che essi ottennero dal Sylvester (2), giacché essa 
sembra di pretta pertinenza dell'analisi, quanto per citare le tras- 
formazioni che essi subirono per opera di A. Macfarlane (3), 
le quali, benché abbiano trovato in Inghilterra una gagliarda 
opposizione (4), pure sembrano meritevoli della considerazione 
dei geometri. 

Il metodo di Hamilton ha punti di contatto molteplici e intimi 
con quelli di Grassmann, benché questi possiedano una vastità 
ed una profondità maggiori, opperò siano stati maggiormente 
svolti e pili spesso usati. 

E qui cade in acconcio di osservare come nella breve storia 
che abbiamo tessuto delle battaglie che i geometri in questi 
ultimi tempi combatterono e vinsero, raramente incontrammo 



1879) ; Story, Note on the proceding Paper (Ivi) ; Stringham, The Qualemion 
Formutae for Quantifications of Curves, Sutfaces and Solide, and for Bary- 
centrea (Ivi) ; Chapman, Application of Quaternione to Projective Geometry (Id., 
14, 1891); P. Molenbroek, Over de toepassing der Quatemionen op de mechw- 
nica en de natuurkunde (Amsterdam Versi., 1893); R. Beez, Zur Theorie der 
Vectoren und Quarternionen (Zeitachr. f. Math., 41, 1896). Si consultiiio 
anche le due opere recenti: Molenbroek, Anwendung der Quaternionen auf 
die Geometrie (Leiden, 1893), e A. Me. Aolay, Utility of Quaternione in 
Phyeic (London, 1894). 

(1) Per maggiori particolari storici rimandiamo il lettore al Y Abschnitt 
del voi. 2^ della Synopeie der h&heren Mathematik (Berlin, 1894) delPHagen. 
Soltanto osserviamo che, non soltanto Bellavitis e Hamilton, ma anche 
Gauss ed Argand, nel proporre la ben nota rappresentazione geometrica 
dei numeri complessi, ebbero un precursore in C Wessel. matematico da- 
nese il cui notevole scritto venne di recente analizzato da C. Juel nelPar- 
ticolo Redgjórélse for en Afhandling af Landmaaler Caepar Weeeel fra 1799 
(Nyt Tydsskrift for Math., 6, 1895). 

(2) Ofr. ad es. Lectures on the Prineiplee of Universal Algebra (Am. Jonm., 
6, 1884). 

(3) V. gli scritti: Principles of the Algebra of Phyeies (Froc. American Asa. 
for Advancement of Science, 11, 1891): The Imaginary of Algebra (Ib-, 12, 
1892) ; The Fundamental Theoreme of Analyeis Generalized for Space , On 
the Definitione of the Trigonometrie Functione, e The Prineiplee of EUiptie 
and Hyperbolic Analyeie (Math. Congress at Chicago, 1893). 

(4) Cfr. i voi. 47-49 deireccellente periodico inglese Nature; inoltre: Hyde, 
Macfarlane Algebra of Phyeice (Annals of Mathematica, 7, 1892-93); Knott 
Recente Innovatone in Veotor Theory (Proc. of the R. Society of Edinburgh, 
19), e The Quaternions and hie Depredatore (Proc. of the Edinburg math. 
Society, 11, 1892), 
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il nome di Grassmann (1), e sempre ne parlammo di sfuggita; 
gli è che la forma pienamente generale ed assai astratta in 
cui egli per due volte espose i propri concetti (2) rendendoli 
ai più inaccessibili, li privò di esercitare la benefica influenza 
di cui erano capaci. Grassmann fu un solitario nella matema- 
tica e fu mestieri che Cremona (3) e Clebsch (nella precitata 
necrologia di Pliicker) ne* additassero il valore perchè i geo- 
metri si decidessero a meditarne le opere. Alla dijQTusione delle 
proprie idee contribuì in parte il Grassmann medesimo met- 
tendo in luce le coincidenze fra i suoi scritti ed altre produ- 
zioni moderne (4), in parte lo Schlegel coU'opera System der 
Baumlehre, Nach den Prìncipien der Grassmann' schen Ausdeh' 
nungslehre und als Einleitung in derselben dargestéllet (Leipzig, 
1872 e 1875), ma più ancora coloro che dei metodi di Grass- 
mann fecero delle nuove esposizioni o delle ulteriori applica- 
zioni; quali siano le più cospicue si apprende dal seguente elenco 
di scritti : Schlegel, TJeber neuere geometrische Methoden und ihre 
Verwandtsehaft mit der Grassmann' schen Ausdehnungslehre (Zeit- 
schr. f. Math., 24, 1879) e Introduction aux méthodes géométriques 
de H. Grassmann (Progreso, 2, 1892); Mehmke, Antcendung der 
Grassmann' schen Ausdehnungslehre auf die Geometrie der Kreise 
in der Ebene (Diss. Tiibingen, 1880), Ueber die Bestimmung von 
Trdgheitsmomenten mit Hiilfe Grassmann' scher Methode (Math. 
Ann., 23, 1884), Ueber eine allgemeine Construction der Kriim- 
mungsmittelpunkte ebener Curven und eine neue Begriindung der 
Fundamentalsdtze der Flàchentheorie (Riv. di Mat., 2, 1892), Ueber 



(1) V. Schlegel, Hermann Grassmann. Sein Leben und seine Werke (Leipzig, 
1878 ; Hermann G;rassmann, Sein Leben und seine mathematisch-physikalische 
Arbeiten (Math. Ann., 14, 1879) ; e A. Favaro, Della vita e degli scritti fi- 
sico-matemalici di Ermanno Grassmann (Bull. Bone. 11, 1878). 

(2) Die Wissenschaft der extensiven Gròsse oder die Ausdehnungslehre. Erster 
Theil, die lineale Ausdehnungslehre enthaltend (Leipzig, 1844; II Aufl., Ivi, 
1878). Die Ausdehnungslehre (Berlin, 1862)-. 

(3) Solution des Question 494 et 499, méthode de Grassmann et propriétés 
de la cubique gauche (Nouv. Ann., 19, 1860). 

(4) V. oltre a memorie già menzionate; Geometrische Analy se gekniipft an 
die von Leibnitz erfundene Charakteristih (Leipzig, 1847), Die neuere Algebra 
und die Ausdehnungslehre (Math. Ann., 7, 1874), Die Mechanik und die 
Prìncipien der Ausdehnungslehre (Id., 12, 1877) ; Der Ort der Hamilton^ schen 
Quaternionen in der Ausdehnungslehre (Ivi), Verwendung der Ausdehnungs- 
lehre fUr die Polarentheorie und den Zifsammenhang algebraischer Gebilde 
(Joum. f. Math., 84, 1878). 
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die Aenderung der Haupkriimmungen einer Fldche bei einer belie- 
bigen Jiaumtranaformation (Ivi), Kleine Beitrdge zu den.Anwm^ 
dungen der Methode von Grassmann (Zeitschr. f. Math., 37, 1892); 
• Orassmann (Hermann jr.), Anwendung der Atisdehnungslehre auf 
die allgemfiine Theorie der Raumcurven und krummen Flachen 
(Halle U.S., 1886, 1888, 1893), e PunUrechnung und projettive 
Geometrie (Ivi, 1894); Caspary, Ueber^ie ErzeugungcUgebraischer 
Raumcurven durch verànderlichen Figuren (Journ. f. Math., 100, 
1887) e Sur les courbes gauches (Bull. Se. math., II, 9, 1887, 
cfr. Garvallo, Exposition d'une méthode deM. Caspary pour Vétude 
des courbes gauches, Bull. S, M. F., 15, 1887); Peano, Calcelo geo- 
metrico secondo V Ausdehnungslehre diH, Grassmann (Torino, 1888), 
e Gli elementi di calcolo geometrico (Torino, 1891); E. W. Hyde, 
The Directional Theory of Screws (Annals de Matematica, 4, 
1888), e The Directional Calculus, based upon the Methods of 
Hermann Grassmann (Boston, 1890); R. Mtiller, Die Liniengeo- 
metrie nach den Principien der Grassmann' schen Ausdehnungs^ 
lehre (Monatshefte , 2, 1891), Die KugelgeometHe nach den Prin- 
cipien der Grassmann' schen Ausdehnungslehre (Id., 3, 1892, e 4, 
1893), e Anwerdung der Grassmann' schen Methoden auf die 
Theorie der Curven und Flachen zweiten Grades (Joum. f. Math., 
115, 1895); Garvallo, La méthode de Grassmann (Nouv. Ann., 
III, 11, 1892; Gentry, Discussion par la geometrie vectorieUe d'une 
, quadrique circonscrite à un elipsoide donne (Nouv. Ann., HI, 13, 
1894) (1). Come prova che finalmente il Orassmann conquistò 
nella falange dei geometri il posto di cui ha diritto, citeremo la 
pubblicazione, intrapresa sotto gli auspici dell'Accademia sassone, 
delle opere complete di questo grande geometra, fisico e filologo. 

Malgrado le innumerevoli imperfezioni esistenti nella pittura 
che tentai dello stato odierno della geometria, se il lettore la 
esamina nel suo complesso, sarà indubbiamente compreso da pro- 
fónda meraviglia constatando, non soltanto lo sviluppo enorme 
che tale scienza subì in questi ultimi cinquant'anni (dire che 



(1) Madori particolari si troveranno nell' interessante articolo dello 
Schlegel sopra Die Grassmann' sche Ausdehnungslehre (Zeitschr. f. Mat., 41, 
1896), e neir^^^nco bibliografico sufi' ** Ausdehnungslehre „ di H. Grassmann, 
in Riv. di Mat., 5, 1895. 
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in tale periodo il patrimonio geometrico si è raddoppiato, 
non è esagerazione), non soltanto il rigore a cui si è aspirato 
e si è in gran parte raggiunto nelle investigazioni di geometria, 
ma eziandio per l'aspetto nuovo, più vago e snello, piìi sedu- 
cente ed espressivo che esse vennero man mano assumendo. 

Le figure geometriche, che un tempo apparivano rigide ed im- 
mobili, direi quasi prive di anima, ottennero dalla teoria delle 
trasformazioni una vitalità insperata, grazie alla quale esse si 
mutano l'una nell'altra^svelando così delle parentele dianzi sco- 
nosciute e stabilendo delle relazioni che non si erano nemmeno 
sospettate. 

Inoltre, mentre un tempo si credeva che noi, esseri a tre 
dimensioni e vivei^Jti in uno spazio in cui non riysciamo a per- 
cepire che tre dimensioni (1), fossimo condannati a studiare eter- 
namente soltanto le varietà ad un numero di dimensioni non 
maggiore di tre, ora ci è lecito, fors'anco doveroso, di liberarci 
da tale idea come da un pericoloso pregiudizio (2); e la folla di 
lavori geniali che ci pullulano dinnanzi agli occhi e ad ogni 
istante si moltiplicano, fanno accorto chiunque non torca volon- 
tariamente l'occhio dal nuovo sole dell'importanza di questo 
progresso. 

Infine l'aspra guerra, impegnatasi sullo scorcio del secolo 
passato e continuata nella prima parte di questo, fra la geo- 
metria é l'analisi si può considerare come per sempre finita; 
ne l'una né l'altra delle discipline belligeranti riportò una de- 
cisiva e completa vittoria, ma ognuna ha dimostrato la capacità 
di agire in modo completamente autonomo ed indipendente ed ha 
costretto, perfino i più recalcitranti, ad ammettere che essa è in 
grado di sostenere da sola vittoriosamente qualunque lotta per la 
conquista di nuovi veri. Agli innumerevoli scritti in cui dei matema- 
tici troppo]esclusivi dichiararono, più o meno esplicitamente, sol- 
tanto l'analisi esser degna di^ fede incondizionata, assoluta, com- 
pleta, può contrapporsi la confessione del Sylvester, che ogniqual- 



(1) Si yep^ga a questo proposito Tinteressante discussione che si trova 
in principio della I Giornata dei Dialoghi sui sistemi del mondo del 
Galilei. 

(2) Cfr. la limpida esposizione degli studi sopra tale argomento fatta da 
A. Nagj neirarticolo Skdla recente questione intomo alle dimensioni dello 
spazio (Rivista Italiana di Filosofia. Anno Y, 1, 1890). 
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volta egli arrivò al fondo di qualche questione matematica, sentì di 
avere toccata una base geometrica (1). Alla Mécanique analitique 
ove Lagrange constatava con gioia mal repressa di essere riuscito 
ad evitare qualunque figura (2), fa splendido riscontro un eccel- 
lente trattato di meccanica portante il motto ^ geometrica geo- 
metrico y, (3). Ai secolari servigi che l'Algebra prestò alla Geo- 
metria si possono contrapporre i vantaggi senza numero e senza 
pari che quella ritrasse da questa (4). E di questo periodo di 
pace, che G.^Cramer augurò un secolo e^ mezzo fa, nel quale la 
scienza del numero e quella dell'estensione sono animate da un 
alto spirito di nobilissima emulazione, tutti devono felicitarsi, 
perchè così ogni progresso dell'una trae seco od induce un pro- 
gresso dell'altra; esso corrisponde allo stato odierno della scienza 
tutta (anzi forse lo rispecchia), giacché ora, come notò lo Spencer, 
le varie discipline funzionano come arti ausiliarie le une ri- 
spetto alle altre. 

Però, tale condizione della matematica moderna, a chiunque 
aspiri di coltivarla con buoni risultati, impone l'obbligo di non 
trascurare alcuna delle discipline che la compongono, in parti- 
colare di famigliarizzarsi col maneggio del calcolo su grandezze 
senza dimenticare la dottrina dell'estensione figurata. Ad affron- 
tare serenamente e fiduciosi queste aumentate fatiche, non dimenti- 
chiamo che r " analisi e le sintesi sono in fondo quasi sempre 
' associate nelle opere nostre e costituiscono lo strumento più 
completo che possieda lo spirito umano. Perocché lo spirito 
nostro non progredisce gran fatto senza il sussidio di segni 
e di immagini, e quando cerca di penetrare per la prima volta 
in questioni difficili, non ha di soverchio di questi due mezzi e 
di quella forza che spessissimo qsso trae soltanto dal loro con- 



(1) Questa dichiarazione, assieme ad altre asserzioni congeneri, si legge 
nel discorso pronunciato nel 1869 dinnanzi ali* Associazione britannica per 
rAvanzamento della scienza* 

(2) ** On ne trouvera point de figures dans cet ouvrage. Les métbodes 
que j*y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnements géomé- 
trique^ ou mécaniques, mais seulement des opérstions algébriques assn- 
jetties à une démarche régulière et uniforme ,. Op. cit., Préface. 

(3) Si allude qui all'opera dello Schell; con criteri analoghi è scritta 
quella del Somoff. 

(4) V. fra Taltro : Minkowski, Geometrie der Zahlen (Leipzig, 1894). 
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corso 9 (1); d'altronde è stato osservato con piena ragione che 
* quando si medita sulla storia delle matematiche applicate, si 
è realmente condotti ad attribuire le loro scoperte più cospicue, 
i loro più decisivi progressi, all' alleanza dell' analisi e della 
geometria. Ed i lavori, dovuti all'uso esclusivo di uno di questi 
strumenti, appaiono allora come preparazioni, perfezionamenti, 
in attesa dell'epoca che sarà fecondata dalla loro riunione „ (2). 
Consci adunque della limitatezza delle nostre forze, adattia^ 
moci pure a scegliere un campo ristretto in cui esercitare le 
nostre attività, ma non dimentichiamo che, se vogliamo trarne 
tutti i frutti che esso è capace di somministrare, abbiamo il di- 
ritto e forse il dovere di mettere alla prova tutti gli stru- 
menti che l'intelligenza umana ha accumulati in non meno di 
venti secoli di incessante lavoro e che si trovano a disposizione 
di chiunque abbia l'accortezza di domandarli e l'abilità di ser- 
virsene. 



(1) Poinsot, C. R., 6, 1838, p. 807. 

(2) Lamé, Legons sur les eoordonnées curvilignes (Paris, 1859), p. xin-xiv- 
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Abel : 82. 82". 43. 52. 52». 

53. 54^ 94. 199. 248. 

283». 323. 
Adam: 150. -163. 175. 
Adler: 139. 

Affolter: 100. 122. 331». 
A^esi (Maria Gaetana): 

20». 
Ahmes: 4. 5. 9. 
Alembert (d'): 22. 22». 
. 92». 282. 292». 
Alle: 306. 
Allegret': 145. 
Ameseder: 65. 70. 187. 

221. 228. 255. 256». 
Amigues: 41. 
Amiot: 84. 98. 
Amedeo: 244. 825. 
Ampère: 22. 114. 
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295. 
Appeli: 135. 140. 181. 
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248. 320. 
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256. 298. 319. 
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322». 
August: 29. 34». 63. 100. 

156. 159. 256. 
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Autonne: 128. 236». 
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acharach: 43». 
Bg,cklund: 179. 247. 
Bagnerà: 266. 
Baker: 49. 54». 
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Ball (W.-W. Rouse): 87. 

191» 
Ball (R. StaweU): 214». 

297. 300». 
Baltzer. 32». 171. 285». 
Bang: 297. 
Barbier: 157». 
Baroni: 181. 
Bartels: 286». 
Battaglini: 60». 64. 64». 

75. 80». 96. 97. 116.119. 

208. 211. 211». 215». 221. 

222. 223». 244. 262. 288. 

289». 294». 296. 299. 
Bauer: 38». 50». 102. 198. 
Baule: 141. 
Baur: 198». 
Beaune (de): 16. 
Beck: 46». 85. 
Becker: 301. 
Bedetti: 87. 
Beers: 194». 

Beez:*801. 306.307.332». 
Bellavitis: 24». 192. 192». 

193. 195». 282. 381. 331». 

852. 
Beltràmi:36». 40. 77. 101. 

111. 134». 145». 149. 164. 

165. 171. 173». 175. 176. 
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295. 299. 304. 304». 305. 
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175» 
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323. 
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Bioche:46».136. 157. 160. 
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Bjòrling: 73. 121.129.165. 

196. 241. 
Blasendorff: 218. 
Blutel: 123. 163. 
Bobek:40. 59». 63. 73.79. 

102. 103. 108. 131. 141. 

237. 
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Bobillier: 36r 46». 58. 93. 
Bockwoldt: 162". 
Bòcher: 230. 
Bohnert: 168. 
Bois-Reymond (E. du): 14". 
Boklen: 115. 186.177. 
Bolyai (G.): 288. 286. 288. 

289. 289-. 
Bolyai (W.): 288. 
Bonnet: 146.147. 162. 165. 

168. 174. 176*. 182. 186. 

245. 246. 247. 
Boole: 881. 

Borchardt: 81. 112. 312. 
Bordìga: 224. 319. 820. 

322-. 323. 
Borghese: 242. 
Borgmeyer: 104-. 216. 
Bortolotti: 200-. 
Bosco vìch: 25- 
Bossut: 24-. 
BoimiakowskT : 299. 
Bouquet : 146. 185. 186. 
Bour: 174. 
Bourget: 212. 
Bragelogne: 194. 
Braikenridge : 88. 
BrambiUa: 140. 228. 817-. 

322-. 
Brassine: 98. 
Braunmtìhl: 177. 
Bresch: 815. 
Breton (de Champ):* 17-. 

40. 109. 
Bretschneider: 28**. 
Brewster: 17* 
Brianchon: 28-. 92. 98. 

117. 203. 243-. 
Brill(A.):47.48.54.56.57. 

72. 73. 79. 116. 122. 142. 

177. 191". 195. 197-. 248. 

266. 272. 272". 806. 817». 
BriU (J.): 816. 
BriU (L.): 191. 198. 312. 
Brioschi: 28». 72. 78. 78. 

101-. 103. 112. 115. 145". 

161. 162. 171. 176". 179». 

182. 184. 186. 807. 
Brisse: 188. 
Brtickner: SII. 
Brunel: 307. 

Bruim:195.197.197-.202-. 
Bruno (G.): 97. 
Buchheim: 52. 217*. 299. 
Buckle: 18». 

BuraU-Forti : 242. 277. 278. 
Burkhardt: 102. 298». 
Burmester: 204». 



Bumside: 163.198. 299. 
Busche: 300. 



C. 



'alò: 164. 
Campbell: 97. 
Cantone: 130. 134. 
Cantor (G.): 226. 
Cantor(M.):3.5-.ll-.328-. 
Capelli: 250-. 
'Caporali: 66. 55-. 66. 71. 

78. 101. 103. 113. 119. 

204. 210-. 213. 224. 228. 

237. 238-. 248. 250. 273. 

321. 
Cardano: 12. 
Cardinaal : "72. 96. 97. 106. 

106-. 108. 135. 194. 198. 
Camot: 22. 22-. 23. 24. 

24-. 285. 
Caronnet: 163. 175. 182. 
Cartesio (y. Descartes). 
Carvailo: 324. 
Casey: 74. 107. 253. 
Casorati: 53-. 170". 177. 

177-. 199». 
Cassani: 313. 317-. 
Cassini: 20". 

Caspary : 95. 117. 130. 334. 
CastelhuoTo: 54. 56. 56». 

78. 87; 124. 125. 125". 

288. 242. 256. 257. 280. 

313. 818. 319.320.321. 

322. 324. 326. 
Catalan:116.121.152.160. 

165. 166. 170". 180. 277-. 
Cauchy: 114. 303. 
Cavalieri: 17. 
Ce8àro:147".152.201.212. 

299. 304. 806. 809. 313. 
Cayley:28.28-.80.42.43. 

43- 47. 60. 50". 51. 52. 

58. 62. 68. 65. 70. 74. 76. 

78. 79. 80. 84. 85. 86. 87. 

90. 97. 99. 108. 104. 105. 

105». 106. 106- 107-. 

109. 109-. 110. 111. 112. 

115. 116. 117. 119. 120. 

121. 122. 123. 127. 127-. 

129. 129». 180. 131. 133. 

1^7. 138. 155». 158». 161. 

163. 168. 174». 176. 188. 

185. 185». 198. 194. 195-. 

197. 201. 201-. 202. 207». 

208. 218». 219. 221. 282. 

284. 241. 247. 248. 251. 

264. 265. 265». 267. 268». 

270. 271. 271-. 272. 278. 



294. 295". 296. 297. 298. 
303. 309. 815. 316. 317. 
317». 322. 326. 
Ceva (Giov.): 23-. 
Chace: 331". 
Chapman: 332". 
Chasles: 19.* 25". 80.30-. 

31. 84. 37. 37-.- 39. 58. 

59. 62. 63. 65. 71. 74. 

76. 88. 89. 90-. 92. 93. 

94. 96. 97. 98. 105. 106. 

118. 120. 182. 133. 137. 

189. 143-. 192. 214. 227. 

247. 248". 258-. 261. 262. 

263. 263". 264. 264". 265. 

266". 267.269.270. 271. 

271". 272. 273. 274. 275. 

276. 277. 277-. 828. 329. 
Chelini: 171. 184. 210". 

211. 
Chini: 164. 175. 
Chiò: 149. 
Chizzoni: 122. 214. 
Christoffel : 165. 176. 182. 

805. 
Ciani: 89.56.72.103.104. 

129. 149. 
Cicerone: 10». 
Clairaut: 20. 22. 127. 145. 

192. 
Clebsch: 29. 35». 86-. 47-. 

61. 61». 52. 52". 53. 63. 

64. 68. 72. 75. 76. 78. 79. 

80-. 83-. 86. 88. 89. 95. 

101. 102: 103. 108. 109. 

110. 110». IH. 121.122. 

129. 192». 200. 203. 208-. 

209.211.211-. 234.248. 

247. 248. 248-. 249. 261-. 

268. 277. 820. 383. 
CliflFord: 41. 67. 57». 66. 

200. 201. 234. 242". 266. 

273. 288". 289". 290». 

293". 296. 298. 299-. 

300. 308. 318. 317. 817-. 
Codazzi: 158. 171. 174. 

174». 179. 184. 306. 
Cole: 809. 
Combescure : 115. 159. 163. 

174. 184. 
Commines de MarsiUy : 

801. 
Comte: 19». 292-. 
Condorcet: 16". 19-. 21». 

22. 
Conti: 224. 
Copernico: 288». 
Cosentius: 136. 
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Cosserat: 48. 110. 152". 

158-. 169. 219. 223. 326. 
Còtes: 88. 
CotterUl: 201. 238. 
Courcier: 127. 
Ckrosinery: 328. 
Cox: 298. . 
Craig:123.150. 246". 304. 
Cramer: 37. 38*. 42. 42". 

43. 44. 58. 62. 194. 336. 
Creile: 82. 
Cremona: 46*. 53. 53*. 57. 

59. 59». 62. 72. 75. 79. 

83.93.97.98. 100. 101. 

104. 106. 108. 110. 110". 

118. 119. 130. 133. 134. 

137. 139. 140. 193. 199». 

212. 212». 215». 234. 235. 

235». 236. 238.247. 248». 

249. 251. 261. 264. 277. 

278». 333. 
Crocchi: 233». 
Crofton: 74. 
Crone: 74. 194. 195. 198. 

243. 
Culmann: 215». 
Curtia: 147M49. 171. 
Curtze: 59. 83. 
Czuber: 29. 142». 330. 

l/andelin: 95». 
Darboux: 74.77. 90. 107. 

111. 112. 115. 138. 158». 

161. 163. 169. 176. 176». 

179. 185. 186. 188. 231. 

246. 250». 267. 295». 330. 
Daublesky: 206. 
Dautheville: 240. 
Davies: 17». 
Daviet de Foncenex : 285. 

285». 
Pedekind: 290». 
Delambre: 285». 
Delaunay: 164. 176». 
Dematres: 172. 180. 181. 
Democrito: 3. 6. 
Demoulin: 147». 166. 173. 

219. 222. 
Demoulins: 224. 
Dersch: 51. 

Deruyta: 225. 256. 257. 
Desargues: 18. 13». 92. 233. 
Descartes: 15. 15». 16. 17. 

20. 20». 42. 42». 207». 

302. 310. 
Dewulf: 40. 234. 
Dickson: 233». 



Diekmann: 247". 
Dietrich: 172. 
Diguet: 173». 
Dingeldey: 69. 202. 
Dini: 149. 151. 159. 162. 

164. 174. 183. 245. 246. 
Dinostrato: 6. 10. 
Diocle: 8. 69. 
Diodoro Siculo: 3. 
Dirichlet (Lejeune-): 43». 

299». 
Diateli: 29. 65. 69. 193. 
Dobriner: 95. 163. 168. 

179. 
Doehlemann: 56. 124. 186. 

238. 
Dolezwal: 159. 
Domsch: 108. 
Donadt: 301. 
Drach: 134. 211. 
Drasch: 69. 
Diihring: 281». 
Diirer: 43". 
Duhamel: 17». 39. 
Dupin: 22». 28». 93. 109. 

110. 157. 157». 158. 158». 

160. 161. 217. 305». 
Durande: 114. 
Durège: 63. 67. 68. 193. 

239. 310. 314. 
Dyck: 199. 200. 307. 

Eberhard: 137. 201. 253. 

324. 
Eberle: 76. 
Eck: 222. 
Eckardt: 75. 103. 111. 117.. 

125. 141. 
Eisenlohr: 4». 
End: 91. 
EnestrOm: 42». 
Engel: 258». 283». 284». 

286. 287». 288». 291. 
Enneper: 149. 151. 154». 

156. 157». 158». 159. 162. 

162». 165. 175. 179. 183. 

185. 187. 246. 
Enriques : 56». 91. 123. 125. 

222. 236. 319. 321. 
Erdmann: 281». 301. 
Ernst: 222. 
Erodoto: 3. 4. 
Erone: 3. 9. 14. 
Escherich: 89. 171. 179». 

292». 
Euclide: 7. 9. 12. 16. 20». 

34. 282. 282». 283». 284. 



285. 286. 286". 288. 288». 

289. 289". 290. 292. 295. 

296. 297. 299. 301. 
Eudosso : 6. 7. 20". 
Eulero: 16», 20. 20». 21. 

21». 26». 42. 43. 44. 45. 

58.62.82.119.127Mo3. 

169. 171. 194. 306. 307. 

310. 310». 
Eutocie: 10. 109». 



F, 



abry: 152. 
Fais: 147». 160. 
Fano: 123. 224. 236. 321. 

323. 325. 
Faure: 294. 
Favaro : 333». 
Feil: 201. 

Fergola (N.): 1». 19». 92. 
Ferniat: 15. 15». 16. 17. 

18. 302. 
Ferrari (Lodovico): 12. 
Ferrers: 64. 
Ferro (Scipione): 12. 
Ferussac: .37». 
Feuerbach: 315. 
Fibbi: 161. 181. 298. 
Fibonacci (Leonardo) : 12. 
Fiedler: 29. 73. 99. 120». 

194. 214». 216. 243. 295". 

328. 
Fine: 129. 320. 
Fink (E.): 302».' 
Fink(K.): 22». 23». 25».302-. 
Finsterwalder : 94. 
Fiorini : 245». 
Fischer-Benzon: 281". 
Flauti: 19. 
Flye S." Marie: 300. 
Eolie: 66. 277». 
Fontené: 324. 
Fontenelle: 17». 20». 
Forchhammer: 311. 
Forsyth: 28". 29. 140. ' 
Forti: 289». 
Fouché: 152. 
Fouret: 39. 40. 41. 80. 81. 

85. 90. 125. 210». 216. 

224. 266. 269. 274. 276. 
Fourier: 284. 
Frahm: 70». 75.228.250. 

297. 
Franchis (de): 267. 
Franel: 216. 222». 
Franke: 172. 
Frankland: 304. 
Frenet: 146. 146». 182. 
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t'resdorf: 299. 

Fresnel: 118. 114. 304. 

Freyberg: 71. 

Frézier: 22«. 

Frischauf : 2S\ 289*. 300. 

Frobenius: 71. 

Fromm: 307. 

Frost: 161. 

FuBs: 20*. 26». 28. 



Ualeno: 288*. 
Galilei: 20*. 335*. 
Gauss: 31. 84. 153. 153*. 

169. 170. 170*. 171. 171*. 

173. 173*. 175. 175*. 176. 

176*. 178. 182. 183. 218. 

239*. 245. 245*. 246. 286. 

286*. 287. 288. 289. 290*. 

302*. 303. 304. 306. 308. 

308*. 331. 332*. 

Garbieri: 77. 

Garbinski: 28*. 

Geisenheimer : 134. 

Geiser: 33. 33*. 57. 66. 70. 
71*. 95. 102. 108. 130. 
166. 232. 237. 271. 330*. 

Genocchi : 283*. 286. 285*. 
291*. 303. 307. 

Gent: 63. 

Genty: 142.175.217. 

Gentry: 334. 

Gefbaldi: 50*. 57. 71. 111. 
135. 

Gerberto (Papa Silve- 
stro II): 11. 

Gergonne: 25. 43. 167*. 
217*. 

Gerhardt: 17*. 41. 
Germain (Sofia): 170. 
Giannattasio : 19. 
Gilbert: 150. 172. 183. 
Gilles: 281. 

Giordano (Annibale): 19. 
Giorgini: 214. 214». 
Giudice: 330*. 
Giulio Cesare: 11. 
Giustiniano: 11*. 
Glaisher: 48*. 
Glaser: 169. 
Gob: 41. 
Godt: 244. 
Goedseels: 160. 
GStting: 168. 
Goldschmidt (C. W. B.): 

167. 
Goldschmidt: 230. 



Gordan: 52. 53. 68. 80*. 

100. 
Gorton: 217. 219. 
Goupillière (de la): 79. 
Goumerie (de la): 48. 74. 

81. 109. 120*. 122. 171. 

188 
Goursat: 123. 148. 148*. 

166. 174. 181. 
Graf : 200. 

Glandi (Guido): 20*. 
Grassmann (EL): 32.57.58. 

59*. 63. 64. 66. 71. 88. 

100. 208. 208*. 217. 287*. 

298*. 812. 332. 833. 333*. 

334. 334*. 
Grassmann ( H. junior) : 

334. 
Graves: 114. 
Green: 808*. 
Griensberger : 227. 
Gross: 77. 
Grosso (del): 89. 
Gua de MaJves: 42. 
Guccia: 48. 55. 56. 60. 91. 

111. 132. 234. 235*. 236. 

249*. 
Gudermann: 187. 
Ganther: 14*. 20*. 43*. 
Gassfeldt: 40. 
Guichard: 134. 169. 179. 

181. 183. 217*. 219. 
Guldin: 10. 
Gundelfinger: 28*. 261*. 



Xlaase : 77. 

Hachette: 28*. 92. 120. 

Hartenberg: 58*. 

Hagen: 832*. 

Hall: 312*. 

Halley: 18. 

Halphen: 28. 28*. 29*. 30*. 

48. 50*. 53». 67. 84. 88. 

128. 129. 131. 131*. 157*. 

163. 172. 213. 249*. 267. 

277. 277*. 279*. 316. 329. 
Halsted : 281*. 283*. 287*. 

289* 
Hamilton: 82. 114. 114*. 

146*. 161. 217. 218. 298*. 

331. 832. 332*. 333*. 
Hankel: 1*. 11*. 282». 
Harmuth: 312*. 
Hamack:17*. 29. 29*. 63. 

67. 106. 138. 195. 
Harris: 239. 



Kart: 65. 74. 193. 
Hartenstein: 302». 
Hauck: 215*. 257. 
Hazzidakis:152.179.181. 
Heath: 299. 
Heawood: 202. 
Hefiter: 118. 202. 
Heger: 63. 96. 
Heiberg: 9*. 126*. 282*. 
Heilermann: 93. 
Heinrichs: 135. 
Helmholtz: 290.290*. 291. 

291*. 
Henneberg: 167. 168. 
Henry: 15». 
Hensel : 219. 

Hermes: 69.94.215.331*. 
Hermite: 52*. 67. 
Herschel: 114. 
Herting: 198. 
Herz: 245». 

Hess: 201. 204*. 205.311*. 
Hesse: 50. 50*. 51. 57. 58. 

63. 70. 72. 95. 98. 129. 

203. 204. 205. 209. 226. 

251. 268. 
Hettner: 78. * 
Hicks: 198. 
Hierholzer:117.201*.267. 

Hilbert: 195. 293*. 
Hirst: 228.224.225.226*. 

233. 236. 254*. 264. 270. 

277*. 
Hoefer * 1*. 

Hofmann: 116. 200». 222. 
Holgate: 106. 
Holst: 22*. 41. 
Holzmùller: 239. 
Hoiiel: 283*. 285*. 288*. 

290*. 291*. 293*. 
Hòpital (de V): 42. 
Hoppe : 148. 150. 152. 156. 

157*. 158*. 160. 161. 177. 

185. 186. 188. 246*. 806. 

307. 309. 310. 311. 312. 

314. 
Horseley: 18. 
Hossfeldt: 129*. 194*. 204. 

270. 
Hugo (Victor): 11*. 
Hulbeut: 195. 
Hultscb: 126*. 
Humbert: 41.54*. 73. 78. 

101. 107. 116. 118. 119. 

124. 125. 266. 
Hunyady: 117. 
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Zòllner; 314. 
Zolt (de): 296». 
Zoppritz: 245». 



CORREZIONI ED AGGIUNTE 



foy. 
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245; 



277 
279; 
289 
293 

295; 

299; 
306; 



319; 



linea 10, dal basso: invece di J. Tannery si legga P. Tanneiy. 
12, dalValto in principio: si tolga (1637-1768) 
18, „ dopo Simson si legga (1687-1768) 
6, dal basso: invece di 1964, si legga 1864. 

8, „ „ Hermathen, si legga Hermathena. 
2, , , 1874, si legga 1894. 

15, dalValto: invece di Math. ^ Mat. 

15, n „ - stupire « stupirsi. 
10, . „ Robek „ Bobek. 

17, dal basso: , Brux. Mém. si legga Bélgique 3Jem. 

16, dall'alto: si cancelli il ? 

15, dal basso: dopo R. del Grosso aggiungere (1813-1876) 

4, „ „ Joum. de Math. aggiungere 4. 
2, dalValto: , Joachimsthal aggiungere (1818-1861) 

16, dal basso: „ da lui aggiungere ottenuti 
14, n invece di Ed. si legga Em. 
14, „ „ KGrnddrfer si legga EomdÒrfer. 

6, „ . .' Stande leggasi Staude. 

9, „ „ inserite „ inserito. 

18, „ in principio: si aggiunga 5. 
20, „ dopo e si aggiunga poi 

5, , invece di Wolff leggasi Wolf 
8, , ' , 1887 . 1877 
8, dalValto: dopo stereografica si aggiunga in nota: Questo 

nome si incontra per la prima volta nelPopera'di F. Aguillon 
(1566^1617) intitolata Opticorum Libr. VI (Antwerpi, 1613). 

6, dal basso: togliere quàdriche 

7, dalValto: invece di essa si legga esso 

17, dal basso: dopo Hoùel si aggiunga (1823-1886) 
9 e 10 dalValto: il richiamo della nota (1) va posto dopo la pa- 
rola contemporanee 

18, dall'alto: il richiamo della nota (5) va posto dopo la pa- 
rola ricerche • 

2, dal basso: dopo Lejeupe Dirichlet si aggiunga (1805 1859) 

12, dalValto: prima di Brill si legga Ricci, Principi di una 
teoria delle forme differenziali quadratiche (Ann. di Mat., 
11,-12, 1884). 

13, dal basso: dopo ) si aggiunga: e Sugli spazi lineari delle 
quàdriche a numero pari di dimensioni (Torino Aiti. 30, 
1895). 
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